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Aufgabe 1
Gegeben seien ein zweistelliges Funktionssymbol f und ein zweistelliges Priadikatensymbol
R. Betrachten Sie die folgenden drei Strukturen:

o C=({0,1,2}, Ic), wobei fC(x,y) =z, R¢ ={(0,1),(1,2),(2,0)},

e N = (N, Iy), wobei fN(z,9) =x-y, RN ={(2,y) e N> |z <y},

o P =(2V,Ip), wobei fP(z,y) =z Ny, R” ={(z,y) 2V x2V|zCy}.
In welchen Strukturen gelten die folgenden Aussagen?
(a) F, = 32VyR(y,z)

Losung
F, bedeutet, dass es ein grofites Element beziiglich R gibt.

Bs gilt C = Fu, denn Cpyjojiy/1) = R(y, ), Clajrjiyy2) 7= By, ) und Clayayyo) 7= By, ).
Fiir N bedeutet F,, dass es eine grofite natiirliche Zahl gibt. Demnach gilt N £ F,.
Beweis: Sei n € N mit N, = VyR(y, x), d.h. fiir alle m € N gilt Ny /njjy/m) E Ry, x),
also m < n. Dies ist aber falsch fiir m = n + 1.

Fiir P bedeutet F,, dass es eine Menge A C N gibt, sodass fiir alle Mengen M C N
gilt, dass M C A. Dies gilt fiir N selbst, also P |= F,. Genauer: Sei M € 2. Dann gilt
Ple/Njy/a = R(y,z), denn M C N.

(b) Fy = VaVy(R(z,y) V R(y, z))
Losung
Fy, bedeutet, dass R total ist.
Es gilt C (£ Fy, denn Clyjo)1y0) = (R(z,y) V R(y,z)), weil (0,0) ¢ RC.
Es gilt N |= Fy, denn fiir alle n,m € N gilt n < m oder m < n, bzw. Nig/mjy/m) E
(B(z,y) V R(y, x)).
Es gilt P (£ F, denn sei M = {1} und M’ = {2}. Dann gilt M ¢ M’ und M' ¢ M,
also Pl ¥ (R(z,y) V R(y, v)).

Aufgabe 2

Sei N' = (N'\ {0}), I) die Struktur mit den zweistelligen Funktionssymbolen 4+ und - und
der Gleichheit =, welche alle die iibliche Bedeutung haben sollen, also Iy (+)(z,y) = v +y
und In(-)(x,y) = z - y. Bei dem Symbol = gehen wir immer davon aus, dass es mit der
Gleichheit interpretiert wird, also Iy (=) = {(z,x) € (N\{0})? | x € N\{0}}. Formalisieren
Sie die folgenden Eigenschaften durch pradikatenlogische Formeln.
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(a)

x ist ungerade.

Losung
~Wr=y+y

T <.

Loésung
dzy=x+=z2

y ist Vielfaches von x.

Losung
dzy=x-2

x ist gleich 1.

Losung
Vyy-z=y

rmod y = z.

Losung
Jwz+w-y==x

Es gibt keine grofite natiirliche Zahl.

Losung
Vedy x <y, wobei x < y die Formel von Aufgabe b ist. Damit haben wir

Vedydz y =z + 2.

z 1st eine Primzahl.

Losung
(x # 1) AVy (Fzx=y-2) - (y =1Vy = x)), wobei wir hier die Formel von
Aufgabe d einsetzen konnen. Dadurch erhalten wir

Vzz-w=2)A-(r=w)AVy (Fzx=y-2) > (y=wVy=n21))



Aufgabe 3
Zeigen Sie fiir die folgenden Formeln jeweils, ob sie giiltig, unerfiillbar, oder erfiillbar, aber
nicht giiltig sind.

(a)

F, =Vz3y(P(z) — P(y))

Losung

Giiltig. Sei A eine zu F, passende Struktur und sei d € Uy. Im Fall, dass d ¢ P4,
gilt auch Ay g0 E (P(x) — P(y)) fir alle d € Uy Wenn d € P4, dann gilt
Azjawqg = (P(x) = P(y)). In beiden Fallen gilt also Ap/q = Jy(P(x) — P(y)).
Insgesamt gilt daher A = F,.

By =Va(R(x,y) A f(x) =y)

Losung

Erfiillbar, aber nicht giiltig. Es gilt A | F, mit Uy = {0}, y* = 0, R = U4 x Uy
und fA(z) = 2. AuBlerdem gilt fiir jede zu F, passende Struktur B mit R® = (), dass
B [~ Fy, zum Beispiel fiir Us = {0}, y® =0, R¥ = () und fB(x) = .

F. = (3y¥aR(z,y) — YaTyR(z,y))

Losung

Giiltig. Sei A eine zu F, passende Struktur und gelte A = JyVzR(x,y). D.h. es gibt
ein d € Uy mit Ap,q = VeR(z,y). Somit gibt es ein d € Uy, sodass fiir jedes d' € Uy
gilt, dass Ay qz/a) = R(x,y). Das heifit, dass es fiir jedes d' € Uy ein d € Uy gibt,
sodass Ay ay/q FE R(x,y). Daraus folgt, dass Ay e = JyR(z,y) fiir jedes d' € Uy
und somit auch A = VaxIyR(x,y). Insgesamt gilt also A = F..

Fy= (VzR(x,2) ANVa2Vy(x #y — S(x,y)) AVaVy(S(z,y) — R(z,y)) A —R(a,b))

Losung

Unerfiillbar. Sei A eine zu Fj passende Struktur, wobei wir annehmen, dass A |= Fj.
Wegen A = —R(a,b), muss (a*,b?) ¢ R4 gelten. Wenn a* = b4, so ist dies ein
Widerspruch zu A |= Vo R(z, z). Sei also a? # b*. Wegen A |= VaVy(z # y — S(z,v)),
gilt also, dass (a*,b?) € SA. Wegen A = VaVy(S(z,y) — R(x,y)), folgt dann auch,
dass (a*,b*) € RA, was aber ein Widerspruch zu (a,b4) ¢ R4 ist. Insgesamt muss
also A j= F, gelten.



