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Aufgabe 1
Zeigen Sie, dass folgende Formeln erfiillbar, aber nicht giiltig sind.

(a)

F,:=Vy3dz f(z) =

Loésung
Es gilt A = F, mit Uy = {0} und fA(z) = 0. AuBerdem gilt B £ F, mit Uz = {0,1}
und fB(z) = 0.

By = VaVy(f(z) = f(y) — 2 =y)

Losung
Es gilt A = F, mit Uy = {0} und f4(x) = 0. AuBerdem gilt B £ F, mit U = {0,1}
und fB(z) = 0.

Fo:= 3V f(z) = g(z,y) A f(x) # g(z,2))

Losung

Sei A definiert als Uy = {0,1}, fA(z) = 2, ¢*(z,0) = x und g*(z,1) = 0. Dann
gilt A = Ve f(z) = g(z,y), weil Apq [y/g]( () = d und Ay /a0 (9(z,
fir alle d € {0,1}. AuBerdem gilt A = Jz f(z) # g(z,z), weil Ap(f(x
und A 1)(g(x, x)) = 0. Insgesamt gilt also A |= F.. Mit Z/IB = {0}, fB(x) = und
gB(x,y) = 0 gilt B £ F., weil B [ 3x f(x) # g(x, x).

Aufgabe 2
Zeigen Sie die folgenden Behauptungen:

(a)

(b)

Jz(F AG) E (xF A Jz2G)

Losung

Sei A eine Struktur, die zu F' und G passend ist, und gelte A = Jz(F A G). Dann
gibt es ein d € Uy mit Ay q = (F A G). Also gibt es ein d € Uy mit Ay = F
und Ap,/q = G. Somit gibt es ein d € Uy mit Ay g = F und es gibt ein d € Uy mit
Apzq | G. Daraus folgt, dass A |= 3o F und A |= 322G, also A |= (JzF A J2G).

(JxF vV VzQG) E Jx(F V G)



Losung

Sei A eine Struktur, die zu F' und G passend ist, und gelte A | (JzF Vv Vz@G). D.h.
A = JzF oder A = VaG. Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Im Fall, dass
A= JzF, gibt es ein d € Uy mit Ap,/q = F. Also gibt es ein d € Uy mit Ay /q = F
oder Ay, /q = G. Zusammen gilt dann, dass es ein d € Uy gibt mit A, q = (FV G),
also A = 3x(FVG). Im anderen Fall gilt A = Vo G. Weil [Uy| # 0, gilt auch A = J2G.
Analog zum ersten Fall erhalten wir auch hier, dass A = Jx(F V G). Insgesamt gilt
also A E Jz(F V G).

Ve(F — G) E (VoF — Vz@)

Losung

Sei A eine zu F' und G passende Struktur und gelte A = Vz(F — G). Daraus folgt,
dass Apy/q = (F — G) fiir alle d € U,. Das heift, dass fiir jedes d € Uy gilt, dass
wenn A /q = F, dann gilt auch Aj,/q = G. Gelte nun auBerdem A |= Vo F', woraus
folgt, dass A q = F fiir alle d € Uy. Zusammen erhalten wir also, dass Ay /q = G
fiir alle d € Uy, also A = VaG. Insgesamt gilt also A = (Vo F — VzG).

Aufgabe 3
Sei A = (U, I4) eine Struktur, wobei das Universum gegeben ist als Uy = {a, b}* und die
Interpretationsfunktion definiert ist durch

und ,,=

e fA4(x,y) = zy (die Konkatenation von Wortern),
o PA={w € {a,b}* | w enthilt genau ein a}

o Q" ={w € {a,b}* | |w]| ist gerade }

o A =aba

13

wie iiblich ein 2-stelliges Pradikatensymbol darstellt, das mit der Gleichheit in-

terpretiert wird. Formulieren Sie die folgenden Sétze als préadikatenlogische Formeln:

(a)

Das Wort aba hat ungerade Lénge.

Losung

—Q(c)
Es gibt ein Wort, das genau ein a enthilt und gerade Linge hat.

Losung

Jz(P(z) A Q(x))
Das Wort aba enthélt genau zwei a.

Losung
yA2(P(y) A P(2) Ae= fy,2))



(d) z ist ein Teilstring von y.

Losung
32132’2 Yy = f(zla f(l', 22))

(e) Jede Kontatenation zweier Worter gerader Linge ergibt ein Wort gerader Lénge.

Losung

Vavy((Q(z) A Qy)) = Q(f(z,)))

(f) = ist das leere Wort.

Losung
Vyy = f(z,y)



