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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Konvolution von Polynomen

Betrachte zwei Polynome (mit Koeffizienten etwa aus C):
f(x) = a0+ arx+ asx®+- - apx", g(x) = bg+ bix + byx?+ - - bypx™
reprasentiert durch ihre Koeffizientenfolgen
f=1(a0,---,an,ant1,---,an-1), & = (bo,-- - bm, bms1,---,by_1)

wobei N=n+m+1, apy1 = =ay-1=bpy1 = =by_1=0.

Wir wollen das Produktpolynom

(fg)(x) = agbg + (a1bo + aghy)x + - - - + (apby—_1+ - - - + ay_1bo)xV 1
berechnen, welches durch die Koeffizientenfolge

fg = (aobo, a1bo + aob, ..., a0by-1 + - - + an—1bo),

(die Konvolution der Folgen f und g) reprasentiert wird.
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Punktreprasentation von Polynomen

Naive Berechnung von fg: O(N?) skalare Operationen

FFT (nach James Cooley und John Tukey, 1965) reduziert die Zeit auf
O(N log(N))

Grundidee: Punktreprasentation von Polynomen

Ein Polynom f vom Grad N — 1 kann eindeutig durch die Folge der Werte

(f(Co), F(C1)s- -5 F(Cn-1))

reprasentiert werden, wobei (p, ..., ny_1 N verschiedene Werte aus dem
Grundbereich (z.B. komplexe Zahlen), sind.

Offensichtlich gilt (fg)(¢) = (¢)g(¢) ~

Die Punktreprasentation der Konvolution von f und g kann in Zeit O(N)
aus den Punktreprasentationen von f und g berechnet werden.
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Grundprinzip der FFT

Grundprinzip der schnellen Fourier Transformation (FFT):

Koeffizientenrepr. von f und g
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Grundprinzip der FFT

Grundprinzip der schnellen Fourier Transformation (FFT):

Koeffizientenrepr. von f und g

Auswertung

Punktrepr. f und g
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Grundprinzip der FFT

Grundprinzip der schnellen Fourier Transformation (FFT):

Koeffizientenrepr. von f und g

Auswertung

ktweises x
Punktrepr. f und g punfCweISes = Punktrepr. fg
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Grundprinzip der FFT

Grundprinzip der schnellen Fourier Transformation (FFT):

Koeffizientenrepr. von f und g Koeffizientenrepr. von fg

Auswertung Interpolation

ktweises x
Punktrepr. f und g punfCweISes = Punktrepr. fg
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Einheitswurzeln

Der entscheidende Punkt ist die Auswahl der Punkte (o, (1,...,{n_1.

Annahme: Die Koeffizienten der Polynome stammen aus einem Korper F,
so dass gilt:

@ N hat ein multiplikatives Inverses in IF, d.h. die Charakteristik von F
teilt nicht N.

@ Das Polynom XN — 1 hat N verschiedene Nullstellen — die N-ten
Einheitswurzeln — welche sich als w’ (0 < i < N) fiir eine Nullstelle w
schreiben lassen.

Fiir F = C sind die N-ten Einheitswurzeln etwa von der Form «/

uvl

(0<j < N), wobei w=en.

Die Nullstelle w wird auch als primitive N-te Einheitswurzel bezeichnet.
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Einheitswurzeln

Einige niitzliche Fakten aus der Algebra:

Sei w eine primitive N-te Einheitswurzel.
e Fiiralle i,j € Z gilt: w' = w gdw. i=j mod N.
@ Fiir i € Z ist w' eine primitive N-te Einheitswurzel g.d.w.
ggT (i, N) =1 (wobei ggT(i, N) der groBte gemeinsame Teiler von i
und N ist).

@ Insbesondere ist w1 = wN-1

eine primitive N-te Einheitswurzel.
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Fixiere eine primitive N-te Einheitswurzel w.

Wir wihlen die Punkte ¢; = w' (0 < i < N — 1) fiir die Auswertung von f

und g.

Auswertung von f = ag + a1 x + - - - an_1X

N=1 3n den Punkten

WO =1,wt, ..., wNt l5uft auf eine Matrixmultiplikation hinaus:

1 1 1 e 1 ao
1 Wl W2 co. N1 ar
1 w? w* wA(V=1) a -

1 oN-1 2(N-1) w(N—1)2 aN_1

f(w’:v_l)

Die durch die Matrix Fy(w) = (w¥)o<;j<n realisierte lineare Abbildung

wird als diskrete Fourier Transformation bezeichnet.
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Inverse FFT

(Fn(w))™t = L Fn(w™t), d.h. das Inverse der Matrix (w¥)o<; j<n ist

(“’T_U) y (beachte: w™" ist eine primitive N-te Einheitswurzel).
0<ij<

Beweis: Da xN —1=(x—1)- ZJI-V:_OI xJ gilt, ist jedes w' fiir0 < i< N

eine Nullstelle von ZJI-V:_OI P

Daher gilt fir alle 0 <7 < N:
= . Jo fallsi>o0
>t -
— N falls i =0
j=0

Wir erhalten fiir alle 0 < /,j < N:

N-1 = .
3wt h = 37 kD) = 0 falls ' 751.
o o N falls i =
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Wir miissen nun noch die diskrete Fouriertransformation
f— Fy(w)f
(wobei f = (ag,a1,...,an—1)") in Zeit O(Nlog(N)) berechnen.

Dann kann die inverse diskrete Fouriertransformation (= Interpolation)

hi— (Fy(w))th= %FN((A}_I)/]

in der gleichen Zeitschranke berechnet werden.

Die “Schulmethode” fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor
bendtigt Zeit O(N?): kein Gewinn gegeniiber der “Schulmethode” fiir
Polynommultiplikation.

Wir berechnen Fy(w)f = (w¥)o<; j<nf mittel Divide & Conquer.
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Angenommen N ist gerade. Fiir f(x) = ag + a;x + -+ + ay_1xV 71 sei

fo(x) = ap + apx® + agx* +--- + an_oxN 2
o~ N-=2
fo(x) = ao + apx + asx® + -+ +an_ox 2
fi(x) =ay + azx® + asx* +--- + an_1xN 2

E(X) = a1 + azx + 35X2 + -4 aN_1x¥
Also: f(x) = fo(x) 4+ xf(x), fo(x) = fo(x2) und fi(x) = A(x).
Die Polynome fo(x) und fl(x) haben Grad < M2

Sei 0 < i< N.Da w? eine primitive %—Einheitswurzel ist, gilt:

~

0(O‘}2imod N)

(Fu(w)h)i = f(w') = f(w?) =

fo(w2(imod%)) —f (w2)im°d%) = (F%(w2)?(\)),-modga
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Wir erhalten
Fn (w?)f
Fi fo=1_2
n() (Fw(wz)fo
2
und analog

Mit f(x) = fo(x) + xf1(x) folgt

Fn(w)f = Fy(w)fo + (Fy(w)x o Fy(w)fi),

wobei Fy(w)x = (L,w,w?,...,wN"1)T

Multiplikation von Vektoren bezeichnet.

und “o" die punktweise
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Wir haben somit die Berechnung von Fy(w)f reduziert auf:

@ Die Berechnung von Fg(wz)fo und Fg(wz)fl
(2 FFTs der Dimension N/2)

@ O(N) viele weitere arithmetische Operationen.
Wir erhalten somit die Rekursionsgleichung
Tire(N) = 2T (N/2) + dN
fiir eine Konstante d.
Mastertheorem | (a=b=2,c =1):

Tere(N) € 0(N log N).
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Grundprinzip der FFT:

Koeffizientenrepr. von f und g
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Grundprinzip der FFT:

Koeffizientenrepr. von f und g
Fn(w)
O(N log(N)) | Auswertung

Punktrepr. f und g
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Grundprinzip der FFT:

Koeffizientenrepr. von f und g

Frn(w)
O(N log(N)) | Auswertung

punktweises X
Punktrepr. f und Punktrepr. f
p g O(N) pr. 18
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Grundprinzip der FFT:

Koeffizientenrepr. von f und g Koeffizientenrepr. von fg
Fn(w)
O(N log(N)) | Auswertung Interpolation | O(N log(N))
%FN(U}_I)
punktweises X
Punktrepr. f und Punktrepr. fg
P g O(N) pr. 78
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

FFT Ulber endlichen Korper

Angenommen, wir wollen mittels FFT Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten multiplizieren.

Problem, wenn wir im Kérper C rechnen: Rundungsfehler bei Rechnen mit
N-ten Einheitswurzeln.

Erinnerung: FFT funktioniert fiir jeden Koper F mit folgenden
Eigenschaften:

@ N hat ein multiplikatives Inverses in IF, d.h. die Charakteristik von F
teilt nicht N.

@ Es gibt eine primitive N-te Einheitswurzel.

Sei p eine Primzahl. Der Korper F, hat eine N-te primitive Einheitswurzel,
falls N ein Teiler von p — 1 ist.
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

FFT Ulber endlichen Korper

Losung des Rundungsproblem:

@ Angenommen alle Koeffizienten des Produktpolynoms fg liegen in
P_C1vd]'

o N = 2™ ist vorteilhaft fir die FFT.

@ Suche eine Primzahl p von der Gestalt p =2 - k4 1 fiir ein k > 1
(Fourier Primzahl), so dass p > 2d (es gibt viele davon, siehe z.B.
http://www.csd.uwo.ca/~moreno/CS874/Lectures/Newton2Hensel.html/nodeg.html).

o Da ggT(N,p) =1 gilt, hat N ein multiplikatives Inverses in F,. Wir
konnen also die FFT in F, machen.

@ Dies liefert die Koeffizienten von fg modulo p, woraus (wegen
p > 2d) die Koeffizienten in Z berechnet werden kénnen.
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Zahlen-theoretische Algorithmen Schnelle Fourier Transformation

Weitere Anwendungen der FFT

@ Schnelle Multiplikation von ganzen Zahlen, beginnend mit
Schénhage-Strassen (Laufzeit: O(nlog nloglog n).

Neueste Entwicklung (Harvey, van der Hoeven, Marz 2019):
Multiplikation von n-bit Zahlen in Zeit O(nlog n), siehe
https://web.maths.unsw.edu.au/~davidharvey/papers/nlogn/.

o Filter-Algorithmen

@ Schnelle Algorithmen fiir diskrete Kosinus- und Sinustransformation
(wird z.B. in JPEG und MP3/MPEG verwendet).

FFT findet sich auf einer Liste der 10 wichtigsten Algorithmen des 20.
Jahrhunderts: https://cs.gmu.edu/~henryh/483/top-10.html.
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Parallele Algorithmen
Parallele Algorithmen und NC

© Einfiihrung in parallele Architekturen

© Die Klasse NC und parallele Matrix-Multiplikation

© Parallele Berechnung der Prafixsummen

© Parallele Integer-Addition, -Multiplikation und -Division

© Parallele Berechnung der Determinante

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Algorithms SS 2019 17 / 114



Parallele Algorithmen

Einfiihrung in parallele Architekturen

o Parallele Random-Access-Maschinen (PRAM)

o CRCW (Concurrent Read Concurrent Write)
o CREW (Concurrent Read Exclusive Write)
o EREW (Exclusive Read Exclusive Write)

o ERCW (Exclusive Read Concurrent Write)

@ Vektor-Maschinen
o SIMD oder MIMD

@ Boolsche und arithmetische Schaltkreise

o DAG mit Ein- und Ausgabeknoten
@ Knoten fiir grundlegende bitweise und arithmetische Operationen
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Parallele Algorithmen
Die Klasse NC

NC bezeichnet die Klasse aller Probleme, die “effizient parallelisierbar”
sind.

NC steht fiir ,,Nick's Class" (benannt nach Nick Pippenger).
Definition(en):
@ Probleme, die mit einer PRAM mit n©1) Prozessoren in Zeit
(log n)o(l) |6sbar sind.

@ Probleme, die mit einem bool'schen Schaltkreis der Tiefe (log n)°(1)
und GroBe n®1) [sbar sind.

Die Klasse ist robust gegeniiber kleinen Anderungen am Maschinen-Modell.
Die Frage NC L P ist noch offen.

Es gibt P-vollstandige Probleme (z.B. das Auswerten boolescher
Schaltkreise), von denen vermutet wird, dass sie nicht zu NC gehéren.
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Parallele Algorithmen

Berechne die Summe s ="

Xo X1 X2 X3 X4 X5 Xeg X7 Xg X9 X10 X11 X12 X13 X14 X15

\ \
— —
\
\\
\
\
\\
[
s
Summe s = Y7, x; ist mit n Prozessoren in Zeit log n berechenbar. J
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Parallele Algorithmen
Parallele Matrix-Multiplikaton

Das Produkt von zwei n x n-Matrizen ist mit n® Prozessoren in Zeit
1 + log n berechenbar.

Beweis: Sei A = (Ajj) und B = (Bj)).
Dann gilt (AB)U = ZZ:l AikBkj-
@ Berechne mit n3 Prozessoren alle n® Produkte.

@ Teile jeder der n?> Summen n Prozessoren zu.

@ Berechne in log n Schritten alle n> Summen.
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Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen

Das Problem:
@ Eingabe: x; (0<i<n-—1)

@ Ausgabe: Alle Prafixsummen y; = Zj’:oxj firalle0<i<n-1

Theorem 4

Alle Prafixsummen kénnen mit n Prozessoren in Zeit log n berechnet
werden.

Beweis:

Zum Verstindnis: Berechne die Summe y,_1 = Zf:_olxj
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Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen

Xo X1 X2 X3 X4 X5 Xp X7 Xg X9 X10 X11 X12 X13 X14 X15
I T T T T T R T e 2 T T T

T T T T T % ¢ T~ T % T T ¢ 4
I e e e e e e e ey
|

iy Sy S Sy Sy S Sy, S
i S S S Sy S S, S

® & & ® & & © b~ —~ b % b b %

Yo Y1 Yo Y3 Y4 Ys Yo Y7 Y8 Y9 Yio Y11 Yi2 Y13 Yi4 Y15

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Algorithms SS 2019 23 /114



Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen

Sei x; = 0 fiir alle i < 0.

Xo X1 X2 X3 X4 X5 X X7 Xg Xg X10 X11 X12 X13 X14 X15
I e e e e e B B B e e SR o S
~~N——— 0 1
j=i—T
|
—
| i
® ® ® @ @ & & & % % @ @ % % 8 vy = Z X;
Yo Y1 Y2 Y3 Ya Ys Y6 Y7 Y8 Yo Yio Yi1 Y12 Y13 Y14 Y15 j=i—15
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Parallele Algorithmen

Integer-Addition in NC

Zwei n-bit-Bindrzahlen kénnen mit n Prozessoren in Zeit O(log n) addiert
werden.

Beweis: Seien a,_1...aszaraiag und b,_1 ... b3bob1 by die Eingabezahlen
(niederwertigstes Bit ist rechts).

Schritt 1: Berechne mit n Prozessoren in Zeit O(1) den

Carry-Propagierungs-String ¢,¢n—1 ... C3C2C16p:

0 aj_1=bj_1=0VvV i=0
=4 1 a_1=b_1=1
p else
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Parallele Algorithmen

Integer-Addition in NC

Schritt 2: Berechne mit n Prozessoren in Zeit O(log n) carry; aus ¢; mit
dem parallelen Prafixsummen-Algorithmus unter Verwendung der
folgenden assoziativen bindren Operation:

0-x = 0
1-x =1
p-x = X

Beachte: Der parallele Prafixsummen-Algorithmus funktioniert fiir jede
assoziative bindre Operation.

Schritt 3: Berechne das i-te Bit der Summe als das XOR von a;, b; und
carry; (wobei a, = b, = 0). O
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Parallele Algorithmen

Integer-Addition in NC

Beispiel:
a = 100101011101011
b = 110101001010001
¢ = 1p01010plpppOp10
carry = 1001010110000110
sum = 1011010100111100

Multiplikation von zwei Zahlen kann auf Addition von n Zahlen
zuriickgefiihrt werden.

Aus Theorem 5 folgt: Zwei n-bit-Binirzahlen kénnen mit n? Prozessoren in
Zeit (log n)? multipliziert werden
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Parallele Algorithmen

Integer-Multiplikation in NC

Aus drei n-bit-Bindrzahlen a, b, c kénnen mit n Prozessoren in Zeit O(1)
zwei (n+ 1)-bit Bindrzahlen d, e berechnet werden mit a+ b+ c=d + e.

Beweis:
100111
011100
+111101
10
01
11 111101
10 4000110
10
+10
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Parallele Algorithmen

Integer-Multiplikation in NC

Die Summe von n vielen n-bit Bindrzahlen kann mit n®> Prozessoren in Zeit
O(log n) berechnet werden.

Beweis:
@ Berechne in konstaner Zeit aus jedem Block von drei Zahlen einen
neuen Block von zwei Zahlen mit einem Bit mehr.
@ Wiederhole dies, bis nur noch zwei Binarzahlen (ibrig bleiben. Dies
benétigt Zeit O(log n).
@ Addiere die zwei iibrig gebliebenen Zahlen in Zeit O(log n). O

Zwei n-bit-Binirzahlen kdnnen mit n? Prozessoren in Zeit O(log n)
multipliziert werden.
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Parallele Algorithmen

Integer-Division in NC

Ziel: Bestimme zu zwei gegebenen Bindrzahlen s, t > 0 mit < n Bits die
eindeutigen Zahlen g und r so, dass s =qt+rund 0 < r < t.

Wir werden dies in Zeit O((log n)?) mit O(n*) Prozessoren durchfiihren.
Hauptwerkzeug: Newton-Verfahren zum Approximieren von Nullstellen.
Sei f :R — R.

Rate einen Anfangswert xo und berechne die Folge (x;)i>o mit der
Rekursionsgleichung

f(x; .
Xiy1 = Xj — % wobei f' = df /dx

Mit Gliick konvergiert die Folge (x;)i>o zu einer Nullstelle von f.
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Parallele Algorithmen

Integer-Division in NC

Nimm f(x) =t — 1, also ist 1 die eindeutige Nullstelle von f.

f'(x) = % also wird Newtons Rekursionsgleichung zu

) _ _to%
fiix)

Xi4+1 = Xj — = 2x; — tX,-2

1
e
Sei xp die eindeutige Zahl der Form 2% (j > 0) im Intervall (5, 1].

Wir bestimmen xp in Zeit O(1) unter der Benutzung von n Prozessoren

wie folgt: finde die eindeutige Zweierpotenz im Intervall [¢t,2t), drehe die
Reihenfolge der Bits um und platziere einen Dezimalpunkt hinter der

ersten 0.
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Parallele Algorithmen

Integer-Division in NC

Lemma 8

Die eindeutige Folge (x;)i>o0, die durch x,+1 = 2x; — tx? erhalten wird
(wobei xq die eindeutige Zahl der Form j>0)im Interva/ (3,1 ist),

erfillt 0 <1 —t-x < ﬁ

Beweis: Induktion iiber i:
Nach Definition gilt 2 3 <x0 <3 dh.0<1-1tx <
Fir i > 0 erhalten wir

1—t-xp1=1-t2-x—t-x*)=(1—t-x)>

2(21) 2 2I+1) .
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Parallele Algorithmen

Integer-Division in NC

Aus dem vorangehenden Lemma erhalten wir fiir k = [log(log(s))]:
0<1-t-x<ic<i

Also0 <3 —s-x <L

Es folgt, dass der ganzzahlige Anteil g von $ entweder [s - x| oder
|'s - xx] ist (der richtige Wert kann durch einen Test bestimmt werden,
bzw. durch eine einzige Multiplikation).

Der Rest r kann durch r = s — gt bestimmt werden.
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Parallele Algorithmen

Integer-Division in NC

Schatzung der Laufzeit: Sei b; die Anzahl der Bits von x;.
Wegen xj11 =2 -x;—t- x,-2 gilt bj11 < 2b;.

Also b; € O(2'n) und x, (sowie alle x; mit i < k) hat héchstens
O(2[1og(oe(s))1 n) < O(n?) viele Bits.

Somit bendtigt die Berechnung von xj11 =2-x; — t - X,-2 aus x; Zeit
O(log(n)) mit O(n*) Prozessoren.

Da k € O(log(n)), ist O((log n)?) die Gesamtlaufzeit.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Ziel: Ein NC-Algorithmus zum Invertieren einer (n x n)-Matrix (falls die
Matrix invertierbar ist).

Vereinbarung: Im Folgenden nehmen wir an, dass ein einzelner Prozessor
eine einzelne arithmetische Operation in Zeit O(1) durchfiihren kann. Nach
vorangehenden Uberlegungen wirkt sich dies nicht auf die Klasse NC aus.

Bemerkung: Falls A eine (n x m)-Matrix und B eine (m x p)-Matrix sind,
dann kann A- B mit n- m- p Prozessoren in Zeit O(log(m)) berechnet
werden.

1. Schritt: Invertieren unterer Dreiecksmatrizen.

Eine Matrix ist eine untere Dreiecksmatrix, falls (i) alle Eintrage iiber der
Hauptdiagonale 0 sind und (ii) auf der Hauptdiagonale keine 0 vorkommt.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Betrachte eine (n x n) groBe untere Dreiecksmatrix A = <g g)

B und D sind hier (5 x 5) groBe untere Dreiecksmatrizen und C ist eine

(5 x 5)-Matrix.

. B! 0
-1 _
Dann gilt A™" = <—D‘1CB_1 D_l)'

Diese Gleichung fiihrt zu einem parallelen Algorithmus zum Berechnen von
A=l mit Zeitkomplexitit

T(n) = T(3) + O(log(n))

unter Verwendung von n® Prozessoren.

Also T(n) € O(log?(n)).
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

2. Schritt: Losen einer linearen Gleichungssystems:
Betrachte ein Gleichungssystem der Form

X1 =C
Xp = a21Xx1 + &

X3 = a3,1X1 + az2xz + C3

Xn = dn,1X1 + dn,2X2 + - an,n—1Xn—1 + cn
x; sind Unbekannte, ¢; und a; j sind vorgegebene ganze Zahlen.

Sei A= (ai;)1<ij<n, Wobei a;; =0 fiir i <j, und sei ¢ = (c1,...,cn)".
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Das vorangehende Gleichungssystem ist dquivalent zu Ax 4+ ¢ = x, d.h.
(A—Id)x = —c, wobei Id die (n x n)-ldentitdtsmatrix ist.

Also x = (Id — A)~tc.

Da Id — A eine untere Dreiecksmatrix ist, kdnnen wir (Id — A)~1
bestimmen.

Also kann x in Zeit O(log?(n)) unter Verwendung von n® Prozessoren
berechnet werden.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

3. Schritt (der Hauptschritt): Berechnen des charakteristischen Polynoms

Das charakteristische Polynom einer (n x n)-Matrix A = (a; j)1<i j<n ist

det(x - Id — A) = x" — six" 1 4 x"2 — .. 4 (—1)"s, =
=TIx=x)
i=1
wobei A1, ..., A, die mit Vielfachheiten gezihlten Eigenwerte von A sind.

Der Koeffizient s; ist die Spur von A:
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen
A" ist ein Eigenwert von A™ mit derselben Vielfachheit wie \; von A.

Beweis: Ubung

n

Also tr(A™) = AT

i=1

Durch Einsetzen von x = 0 in das charakteristische Polynom erhalten wir
= (—1)"det(—A) = det(A H)\

Fir alle 1 </ < n erhalten wir s, = g Aig Ay =+ Ny -
1<ip<<ix<n
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Seil 7= > Apdp A AT

kY
1<ip <+ <ig<n
JE{ise ik}

Also £ = (n — k)sg, fi" = tr(A™) und

n
s - tr(A™) = D N A | DAT
j=1

1<ip<--<ix<n

= Z )\,’1)\[2 e )\ik)\J,'n + Z )\il)\l'z e )\I'k)\J,'n

1<ip < <ig<n 1<ij<--<ig<n
J@{igsesig} J€{in,--ik}

= "+ £
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Daraus folgt, dass

s - tr(A%) — s - tr(Al) 4 s - tr(A%) —
+ (1) sy - tr(AFTH)  (—1)ktr(A%)
= (R4 fie1) = (g + fen) + -
+ (DA )+ (D)
=0 = (n— k)s

und weiter, dass (zur Erinnerung: tr(A%) = n)

1
k=7 (sk_ltr(Al) — sp_otr(A%) +

~(~1)Fstr(AF) - (~1)ker(49))
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Wir kénnen also die Koeffizienten s, des charakteristischen Polynoms wie
folgt berechnen:

© Berechne die Potenzen Al A% ... A" in Zeit O(log?(n)) unter
Verwendung von n* Prozessoren.

Q Berechne tr(Al),... tr(A") in Zeit O(log(n)) unter Verwendung von
n? Prozessoren.

© Lose das obige Gleichungssystem in Zeit O(log?(n)) unter
Verwendung von n® Prozessoren.

Bemerkung: Dies ist nur moglich, wenn die Charakteristik p des zugrunde
liegenden Korpers groBer als n ist, da dann % fiir alle 1 < k < n existiert.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

4. Schritt (der letzte Schritt): Invertieren beliebiger nicht-singularer
Matrizen

Satz von Cayley-Hamilton: Jede quadratische Matrix erfiillt ihre eigene
charakteristische Gleichung, d.h.

A" — s AT L A2 (<) s, - A (—1)"s, - 1d =0
Falls A1 existiert (<= s, # 0) gilt also:

(_1)n—1

Sn

Al = (AT — s A2 4 AT — e (1) s, - 1d).

Also kénnen wir A1 in Zeit O(log®(n)) unter Verwendung n* Prozessoren
bestimmen, indem wir erst die Koeffizienten s, berechnen und dann den
obigen Ausdruck in Zeit O(log(n)) unter Verwendung von n? Prozessoren

berechnen.
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Randomisierte Algorithmen
Randomisierte Algorithmen

Ein randomisierter Algorithmus (oder auch probabilistischer Algorithmus)
verwendet Zufallsentscheidungen (Miinzwiirfe).

Beispiele:

@ Quicksort mit zufillig gewahlten Pivoelementen
® Quickselect fiir Medianbestimmung.

Bei randomisierten Algorithmen unterscheidet man zwischen

@ Las Vegas Algorithmen: Diese liefern stets ein korrektes Ergebnis, die
Rechenzeit (oder der Speicherbedarf) ist eine ZufallsgroBe.

Beispiel: Bei Quicksort mit zufillig gewahlten Pivoelementen ist der
Erwartungswert fiir die Laufzeit O(nlog n).

@ Monte Carlo Algorithmen: Bei diesen gibt es eine kleine
Fehlerwahrscheinlichkeit.
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Randomisierte Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Sei F ein beliebiger Korper und seien xi, ..., x, Variablen.

Mit F[x, ..., x,] bezeichnen wir den Ring der Polynome mit Variablen
X1, ... ,Xp und Koeffizienten aus F.
Seien a1,...,ax € F und
k n
&
p(x1, ...y X Za, XJJEF[Xl,..., Xn]-
i=1 j=1

Dann gilt deg(p) = max{ej1 + eio+ -+ +ein | 1< i < K},

Sei S C I endlich und p(xi, ..., %) € F[x1,...,xs] \ {0}, d.h. p ist nicht
das Null-Polynom. Dann hat die Gleichung p(xi,...,x,) = 0 hochstens
deg(p) - |S|™ ! Lésungen in S™.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Algorithms SS 2019 46 / 114



Randomisierte Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Beweis: Induktion iiber n und deg(p).

Fall 1: n =1, d.h. p ist ein Polynom mit einer Variable (dies schlieBt den
Fall deg(p) = 0 mit ein, d.h. p € F\ {0}).

Ein Polynom mit einer Variable hat hochstens deg(p) = deg(p) - |S|"!
Losungen in S.

Fall 2: deg(p) =1, d.h. p hat die Form a+ a;x; + -+ - + apx,.
Da p # 0 und deg(p) # 0, gibt es ein i mit a; # 0. O.E.d.A. nehmen wir
an, dass a; # 0.

. . 1 &
Dann ist p = 0 dquivalent zu x; = — (—a — E a,-x,-).
a1 >
1=

Es gibt genau |S|"~! Belegungen fiir xo, ... ,x, aus S. Also hat p =0
héchstens |S|"~! = deg(p) - |S|™~! Lésungen in S™.
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Randomisierte Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3: deg(p) > 2 und n > 2.

Fall 3.1: p ist nicht irreduzibel, d.h. p = g - r mit deg(q) < deg(p) und
deg(r) < deg(p).

Weder g noch r kénnen das Null-Polynom sein.

Nach Induktion hat g = 0 héchstens deg(q) - |S|"~! Lésungen in S™ und
r = 0 hat héchstens deg(r) - |S|"~! Lésungen in S".

Da (a1,...,an) € S" genau dann eine Losung von g - r = 0 ist, wenn es
eine Losung von g = 0 oder eine Losung von r = 0 ist, folgt, dass p =0
hochstens

deg(q) S| +deg(r)-|S|"! = (deg(q)+deg(r))-|S|""* = deg(p)-[S|""*
Losungen in S” hat.
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Randomisierte Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3.2: p ist irreduzibel.

Sei X = (x1,...,%n—1), d.h. p = p(X, xpn).

Zu jedem s € S betrache das Polynom p(X, s) € F[x].
Behauptung: p(X, s) ist nicht das Null-Polynom.

Um die Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass p(x,s) = 0.

Schreibe p(X, x,) als ein Polynom mit einer einzigen Variable x,, und
Koeffizienten aus F[X].

Polynom-Division durch x, — s mit Rest liefert:
p(Y) Xn) = C](Y, Xn)(Xn - 5) +r,

wobei r ein Polynom vom Grad 0 in x, ist, d.h. r € F[x].
Indem man x, = s einsetzt, erhdlt man r = 0.

Also gilt p(X,xn) = q(X, xn)(xn — s), was der Irreduzibilitat von p
widerspricht (hier ist wichtig, dass deg(p) > 2).
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Randomisierte Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Da p(X, s) nicht das Null-Polynom ist, kdnnen wir die Induktionsannahme
auf p(x,s) anwenden:

p(X,s) = 0 hat hochstens deg(p(x,s)) - |S|"2 < deg(p) - |S|"~2 Lésungen
in S"1,

Da es |S| verschiedene Werte fiir s gibt, folgt, dass p = 0 hdchstens
S| - deg(p) - |S|"~2 = deg(p) - |S|"~! Losungen in S” hat.

Damit ist der Satz bewiesen. Ol

Satz von Zippel und Schwartz

Sei p(xi,...,xn) ein Polynom vom Grad d, das nicht das Null-Polynom
ist, und Koeffizienten aus dem Kérper IF, und sei S C I endlich. Wenn wir
(s1,-..,5n) € S" zufllig und gleichverteilt auswahlen, gilt

Prob[p(si,...,sn) =0] < d/|S|.
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph.

Ein Matching von G ist eine Teilmenge M C E so, dass zwei verschiedene
Kanten aus M keinen Knoten gemeinsam haben.

Ein Matching M von G ist ein perfektes Matching, falls |[M| = |V/|/2, d.h.
jeder Knoten von G ist in genau einer Kante des Matchings enthalten.

Beachte: Ein perfektes Matching kann nur existieren, falls die Anzahl der
Knoten von G gerade ist.
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Randomisierte Algorithmen
Graphentheorie: Matchings

Beispiel:
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Randomisierte Algorithmen
Graphentheorie: Matchings

Beispiel: ein Matching, welches jedoch nicht perfekt ist.

N
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Randomisierte Algorithmen
Graphentheorie: Matchings

Beispiel: ein perfektes Matching.
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir suchen nach einem randomisierten NC-Algorithmus zum Testen, ob
ein Graph ein perfektes Matching hat.

Dazu werden wir ein Polynom konstruieren, das genau dann nicht null ist,
wenn G ein perfektes Matching hat.

Bemerkung: Es gibt einen deterministischen Algorithmus in Polynomialzeit

zum Testen, ob ein Graph ein perfektes Matching hat, aber es ist nicht
bekannt, ob dieses Problem in (deterministischen) NC liegt.
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge
V={1,2,...,n}

Zu jedem {u,v} € E mit u < v sei x,,, eine Variable.

Die Tutte-Matrix von G ist die Matrix T = (Ty,v)1<u,v<n Mit

Xu,v falls {u,v} € Eund u<v
Tuy =19 —Xvu falls {u,v} € Eund u>v.
0 sonst
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir interessieren uns fiir die Determinante von T¢, und verwenden hierfiir
die Leibniz-Formel:

Leibniz-Formel fiir die Determinante

Sei A= (A;;) eine (n x n)-Matrix. Dann gilt

det(A) = Z sign(o) H A i

gES,

wobei S, die Menge aller Permutationen von {1,...,n} ist, und sign(o)
ist +1 (—1), falls o das Produkt einer geraden (ungeraden) Anzahl von
Transpositionen ist.

Hintergrund zu Permutationen kommt spater.

Insbesondere ist det(T¢) ein Polynom mit |E| < n? Variablen vom Grad
hochstens n.
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

G hat ein perfektes Matching genau dann, wenn det( T¢) nicht das
Nullpolynom ist.

Der Beweis kommt spater.

Vorsicht: Wir kdnnen die Leibniz-Formel nicht dazu verwenden, das
Polynom det( T¢) effizient auszurechnen, da die Summe iiber S, aus n!
Summanden besteht.

Aber wir kdnnen probabilistisch testen, ob det(T¢) das Nullpolynom ist.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Algorithms SS 2019 56 / 114



Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Satz 11

Es gibt einen randomisierten NC-Algorithmus (der Zeit (log(n))°®) unter
Verwendung von n®®) Prozessoren benétigt), der einen ungerichteten
Graphen G als Eingabe erhélt und fiir den gilt:

o Falls G kein perfektes Matching hat, lehnt der Algorithmus G mit
Wahrscheinlichkeit 1 ab.

o Falls G ein perfektes Matching hat, akzeptiert der Algorithmus G mit
Wahrscheinlichkeit > 1/2.

Bemerkung: Die Wahrscheinlichkeit % kann auf 1 — 2% erhoht werden,
indem der Algorithmus k mal wiederholt wird.
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beweis von Satz 11:

Der Algorithmus funktioniert wie folgt auf einem Graph G = (V, E) mit
V| =n:
@ Konstruiere die Tutte-Matrix T¢ in Zeit O(1) unter Verwendung |V/|?
Prozessoren.

o Wahle zufillig einen Vektor (a1,a2,...,am) € {1,...,2n}™, wobei
m = |E| die Anzahl der Variablen von Tg ist.

@ Berechne D = det(T¢)(a1,a2,...,am) in NC unter Benutzung von
Csanskys Algorithmus.

@ Falls D # 0 akzeptiere, ansonsten lehne ab.
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Falls G kein perfektes Matching hat, folgt nach Tuttes Satz, dass
det(Tg) = 0. Somit lehnen wir mit Wahrscheinlichkeit 1 ab.

Falls G ein perfektes Matching hat, folgt nach Tuttes Satz, dass det(T¢)
nicht das Null-Polynom ist.

Also folgt nach dem Satz von Zippel und Schwartz (mit S = {1,...,2n}),
dass

1 1
Prob[Algorithmus akzeptiert nicht] < o deg(det(Tg)] < 5
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Es bleibt, Tuttes Satz zu beweisen:
G = ({1,...,n}, E) hat ein perfektes Matching < det(Tg) # 0.

Hierbei ist T¢ = (Ty,v)1<u,v<n Mit

Xu,v falls {u,v} € Eund u < v
Tuy =19 —Xvu falls {u,v} € Eund u>v.
0 sonst
Hintergrund zu Permutationen: Sei o eine Permutation von {1,...,n}.

Dann kann o eindeutig als Produkt von disjunkten Zyklen geschrieben
werden.

Sei E, = {0 € S, | o enthilt nur Zyklen gerader Lange}.
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beispiel: Sei die Permutation
0:{1,2,3,4,5,6,7,8} — {1,2,3,4,5,6,7,8} wie folgt definiert:

o(a) | 5|47

N
w
e}
—_

Dann sieht o wie folgt aus:

—

|

QW (1

(2) (6)
Wir schreiben auch

0= (175’377)(274)(6?8) = (6?8)(2?4)(1?57377) =

Es gilt 0 € E,,, da alle Zyklen gerade Lange haben.
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Eine Transposition ist eine Permutation der Form (a, b), d.h. sie besteht
aus genau einem Kreis der Lange 2 und Fixpunkten (Kreisen der Lange 1).

Jede Permutation kann als ein Produkt von (nicht unbedingt disjunkten)
Transpositionen geschrieben werden.

Im Beispiel der vorangehenden Folie haben wir

o= (1,7)(3,5)(5,7)(2,4)(6,8)

(das Produkt muss von links nach rechts ausgewertet werden).

Das Vorzeichen einer Permutation o ist

1 falls o das Produkt einer geraden Anzahl
von Transpositionen ist
falls o das Produkt einer ungeraden Anzahl

von Transpositionen ist
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

n
Zur Erinnerung: det(Tg) = Z sign(o) H T o(iy-
o€ES, i=1

det(Tg) = Z sign O')H el

o€E,

Beweis: Wir zeigen

Z sign(o HT,U()—O

UGSn\En
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Zunichst gilt: Fiir jede Permutation o € S, die einen Fixpunkt hat, d.h.
o(j) = fiir ein 1 < j < n (jede solche Permutation gehort zu S, \ E,) gilt

[Ty Tio(iy =0 (denn T 5 =0).

Wir betrachten nun noch alle Permutationen aus S, \ E,, die keinen
Fixpunkt haben.

Sei Uy ={o €S, \E,|Vi:o(i)#i}.

n
Es geniigt zu zeigen: Z sign(o) H Ti o) = 0.
ocU, i=1

Sei 0 = 0105 -+ -0 € Up,, wobei die o; paarweise disjunkte Zyklen sind.
O.E.d.A. hat 01 = (ag, a1, ..., a¢—1) ungerade Linge ¢ > 3.
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

. -1
SelT:J]_ 0-2...0-k:(ag_l,...,a]_,ao)O-Z"'O-kE Un'

Es gilt fir alle 0 </ < ¢ —1 (wobei i + 1 also i + 1 mod £ zu lesen ist):

7_a,-,a(a,-) = Tai73i+1 = _Tai+1,a,- = _Tai+177(3i+1)
Also gilt:
— ¢ —
[ Totry =0T Ty = -1 Tire
i=1 i=1 i=1
Wir behaupten, dass sign(o) = sign(7), woraus dann folgt:
sign(o) H Ti o(i) = —sign(r H Ti +(i)-
i=1
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Es gilt o7 = 0102 - "Uk01_102 ook = (02 0k)?

Also sign(o7) = +1 (jede Permutation der Form p? ist ein Produkt einer
geraden Anzahl von Transpositionen) und somit sign(o) = sign(7).

(Falls o (7) Produkt einer ungeraden Anzahl (geraden) Anzahl von
Transpositionen ware, dann ware o7 ein Produkt einer ungeraden Anzahl
von Transpositionen.)

Wir kdnnen die Paarung zwischen ¢ und 7 auf alle Permutationen in U,
erweitern, was zeigt, dass

n

Z sign(o) H Ti o) =0.

oeUn i=1
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Genauer: Definiere auf der Menge U, eine Involution g (d.h. g(p) # p und
g%(p) = p) wie folgt:

Sei 0 = 0105 --- 0k € Up,, wobei die o; paarweise disjunkte Zyklen sind.

Nimm den eindeutigen Zyklus o; ungerader Lange, welcher das Minimum
aller Elemente aus {1,...,n}, welche auf ungeraden Zyklen liegen, enthilt.

Definiere g(o) =01 - - O'J'_ldj_lO'j_H C Ok

Nach den Argumentationen der vorangehenden Folie gilt:
Vo € U, : sign(o) H Tio(y = —sign(g(o)) H Ti g(o)(i)-
i=1 i=1
Dies beweist das Lemma. U
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir kénnen nun den Beweis von Tuttes Satz abschlieBen:
(1) Nimm an, dass det( T¢) nicht das Null-Polynom ist.

Nach dem vorangehenden Lemma existiert ein o € E, so, dass
[T1 Tio@) # 0.

Also gilt {i,o(i)} € E furalle1 <i<n.

Wir erhalten ein perfektes Matching fiir G, indem wir jede zweite Kante
von jedem Zyklus von ¢ auswahlen.

Beispiel:

|

—_— Eine Permutation o € Eg

[ OO

-~—3
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir kénnen nun den Beweis von Tuttes Satz abschlieBen:
(1) Nimm an, dass det( T¢) nicht das Null-Polynom ist.

Nach dem vorangehenden Lemma existiert ein o € E, so, dass
[12: Tio(y # 0.

Also gilt {i,o(i)} € E firalle1 <i<n.

Wir erhalten ein perfektes Matching fiir G, indem wir jede zweite Kante
von jedem Zyklus von ¢ auswahlen.

Beispiel:

|

5 2 6 Eine Permutation o € Eg
I Ein perfektes Matching, das durch
A o Auswahlen jeder zweiten Kante

-3 jedes Kreises erhalten wird

—
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Randomisierte Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

(2) Nimm an, dass G ein perfektes Matching M C E hat.

Weise den Variablen x, , ({u,v} € E, u < v) Werte zu durch

{1 falls {u,v} € M
Xuv =
0 sonst

Mit dieser Substitution wird T¢ eine Matrix, die in jeder Zeile und in jeder
Spalte genau einen von 0 verschiedenen Eintrag (1 oder —1) enthilt.

Aus Leibniz Formel folgt, dass die Determinate ungleich 0 ist.
Also kann det(T¢) nicht das Null-Polynom sein.

Dies schlieBt den Beweis von Tuttes Satz ab.
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei ¥ ein endliches Alphabet.

Sei T = ajax---a, ein Text und P = by b, - - - b, ein Pattern
(a,',b_,' €y, m< n).

Ziel: Finde alle Vorkommen von P in T, d.h. alle Positionen
1<i<n—m+1 so, dass

Tli,i4+m—1]:= ajajy1-- aiym-1 = P.

Der Algorithmus von Knuth, Morris und Pratt erreicht dies in sequentieller
Zeit O(m + n).

Wir wollen hier einen einfachen randomisierten parallelen Algorithmus
entwickeln.
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Wir nehmen im Folgenden an, dass ¥ = {0,1}.

Definiere f : ¥ — 7Z2*2 durch

0-( 1) ()

Wir erweitern f zu einem Homomorphismus f : ¥* — Z2*2

Der Homomorphismus f ist injektiv. Falls f(w) = <31 z2> und |w| = ¢,
3 a4

dann a; < 2.
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Beweis: Es gilt
1 0\ fa1 a2\ _ ap az
11 a3 as) \ap+a3 ar+as
11 ap a2\ _ (a1+a3 axtas
0 1/ \a3 as) as as

a a2
a3 adag

und

(1) Wenn w € {0,1}* und f(w) = < > dann aj,as >0, a2,a3 > 0.

Beweis von (1): Induktion iiber |w|.
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

(2) Falls w # ¢, dann f(w) # f(e) = (é (1)>

Beweis von (2):

Falls w = Ou und f(u) = (al 32), dann f(w) = ( a a2 >
4

as ai+as ar+as

Falls f(w) = f(e), dann wiirde a; = a» = a3 = 0 gelten, was ein
Widerspruch zu a; > 0 ist (siehe (1)).

Fiir w = 1u koénnen wir dhnlich argumentieren.
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

(3) f(Ou) # f(1v) fir alle u,v € {0,1}*.

Beweis von (3): Sei f(u) = <31 a2> und f(v) = <21 22)
3 Dy

d3 ada

Falls f(Ou) = f(1v), erhalten wir:

dl a N b1 + b3 by+ by
aiy+az ax+as - b3 by
Also:

a; = by + bs, a;+ a3 = bs
ar = by + by, a>+ as = by
b1 4+ a3 = 0,d.h. a3 = by = 0, ein Widerspruch zu b; > 0
as + by =0,d.h. a4 = by = 0, ein Widerspruch zu a5 > 0
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Nun kénnen wir den Beweis von Lemma 13 beenden.
Angenommen u,v € {0,1}*, u# v und f(u) = f(v).
Wir leiten einen Widerspruch ab.

Die Matrizen f(0) und (1) sind invertierbar (det(f(0)) = det(f(1)) = 1),
also ist jede Matrix f(x) invertierbar.

1. Fall: u = vw mit w # €.
Dann gilt f(v)f(w) = f(u) = f(v), d.h. f(w) =Ida = f(e).
Widerspruch zu (2)!

2. Fall: v = uw mit w # €: Analog
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

3. Fall: Es existieren v/, v/, w existieren mit u = wOu' und v = wlv'.
Dann gilt f(w)f(0u") = f(w)f(1v'), d.h. £(0u") = F(1V').
Widerspruch zu (3).

4. Fall: Es existieren u'v/, w existieren mit v = wlu’ und v = wOv’:
Analog.

Dies beweist die erste Aussage des Lemmas.

Die zweite Aussage iiber die GroBe der a; folgt durch Induktion iiber
0= |w|.
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Erste Idee zum Pattern-Matching: Vergleiche f(P) mit f(T[i,i + m —1])
firallel1<i<n—m+1.

Problem: f(P) kann Eintrége der GréBe F,11 haben, die O(m) Bits
bendtigen. Also benétigt das Vergleichen von f(P) mit f(T[i,i +m —1])
Zeit O(m) und wir gewinnen nichts gegeniiber dem direkten Vergleichen
von Pund T[i,i+ m—1].

Losung: Rechne modulo einer Primzahl, die groB genug ist.
Zu einem Wort w € {0,1}* und einer Primzahl p sei

__(aimod p a> mod p . (a1 a
folw) = (ag mod p as mod p>  wobei f(w) = <a3 a4>

Die Matrix fy(w) wird Fingerprint des Strings w (beziiglich der Primzahl
p) genannt.
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei p eine Primzahl und seien X, Y € {0,1}* zwei Strings.

Wir sagen, dass p schlecht fiir (X, Y) ist, falls gilt:
@ X #Y (dh. f(X)# f(Y) und
o f(X) = ().
Zu einer natiirlichen Zahl k sei Primes(k) die Menge der Primzahlen p mit
2 < k < k und (k) = |Primes(k)]|.
Dann gilt'

° < (k) < 1.2551 %~

In(k) Tn(k)
@ Zu u < 2k ist die Anzahl verschiedener Primfaktoren von u hdchstens
7(k), falls k groB genug ist (k > 29).
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Lemma 14

Seien Xi, Y1,..., X, Y; Strings der Lange m mit m geniigend groB und sei
M>1.

Fiir eine zufillig aus Primes(M) gewihlte Primzahl p gilt:

w(4mt)
(M)

Prob[31 </ < t: p schlecht fiir (X, Y;)] <

Beweis: Fiir 1 </ <t sei
N (a1 aip N (bi1 bi2
FXi) = <3i,3 ai,4> und £(¥;) = (bi,s bi,4> )
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Dann gilt:
J1 < < t: pist schlecht fiir (X, Y;)
<
<P <t:f(X)F# F(Yi) und £,(Xi) = fo(V5)
=
p teilt das Produkt [[{laij — bij| | 1<i<t,1<j<4a;# b}
=

p teilt eine Zahl u < 24

Die Anzahl verschiedener Primfaktoren von u ist héchstens 7(4mt) (fiir

4mt > 29).

m(4mt)
n(M) -~
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Seien Xi, Y1,..., X, Y; Strings der Lange m mit m geniigend groB.

Sei k > 1 eine beliebig gewshlte Konstante und M = mtk.

Fiir eine zufillig aus Primes(M) gewihlte Primzahl p gilt:

1
Prob[31 </ < t: p schlecht fiir (Xj, Y;)] <O <F>
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Beweis: Es gilt m(4mt) < O (In'("r'nft)> und

k k

mt . mt
(mtk) — In(m) + kIn(t)

(M) = m(mtX) > -

Mit Lemma 14 folgt:

Prob[31 </ < t: p schlecht fiir (X, Y;)]
o (m. t- (In(m) + kIn(t)))

In(mt) - m- tk

IA
Q
VN

~
ik
T
N——
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Zur Erinnerung: T = ajap---a, (Text), P = biby - -- by, (Pattern)

Zu einer Primzahl p € n®1) kénnen wir mit n Prozessoren in Zeit
O(log(n)) alle Fingerprints f,(T[i,i+m—1]) (1 <i<n—m+1)
berechnen:

Dazu berechnen wir mit dem Prafix-Summen-Algorithmus alle Produkte

R = B(T[LI]) = fola)fo(a2) - folar)
R = R(TILA)™ = fola) Hplaia) o foan)

(1 <i< n)in Zeit O(log(n)) unter Verwendung von n Prozessoren.

Da wir modulo einer Primzahl der GréBe n©(1) rechnen, haben alle Zahlen,
die in der Berechnung vorkommen, hochstens O(log(n)) viele Bit.

Berechne zuletzt f,(T[i,i +m—1]) = R} - Rixm_1 in Zeit O(1) unter
Verwendung von n Prozessoren.
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei k eine Konstante. Mittels O(n) vielen Prozessoren kann in Zeit
O(log(n)) ein Array MATCHIL, ..., n] mit folgenden Eigenschaften
berechnet werden:
e Falls T[i,i+m— 1] = P, dann MATCH[/] = 1 mit
Wahrscheinlichkeit 1.
@ Die Wahrscheinlichkeit, dass ein i existiert mit MATCH[i] = 1 und
Tli,i+ m—1] # P, ist durch O (#) beschrankt.
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Randomisierte Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Beweis:
©Q Sei M = m- nktl < pk+2,
@ Wihle eine zufillige Primzahl p € {1,..., M}.

© Berechne f,(P) in Zeit O(log(m)) unter der Verwendung von m < n
Prozessoren.

Q Fir 1 <i<n—m+1 berechne parallel L; := f,(T[i,i + m—1])
unter Verwendung des Algorithmus der vorangehenden Folie.

O Fir 1 <i<n— m+1 setze parallel MATCH[/] = 1 genau dann,
wenn L; = f,(P).

Nach Lemma 15 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Eintrag MATCH[i]
falschlicherweise auf 1 gesetzt ist, beschrankt durch O (#)
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Streaming algorithms

Streaming algorithms

A streaming algorithm receives a sequence S = (a1, a2,...,am)
(a so called stream) of element from some universe of size n.
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Streaming algorithms

Streaming algorithms

A streaming algorithm receives a sequence S = (a1, a2,...,am)
(a so called stream) of element from some universe of size n.

At time t the algorithm only has direct access to a; and its internal
memory state.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Algorithms SS 2019 86 / 114



Streaming algorithms

Streaming algorithms

A streaming algorithm receives a sequence S = (a1, a2,...,am)
(a so called stream) of element from some universe of size n.

At time t the algorithm only has direct access to a; and its internal
memory state.

In particular: no direct access to the previous values a;i, a,...,a:—1 unless
the algorithm explicitly stores these values.
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Streaming algorithms
Streaming algorithms

A streaming algorithm receives a sequence S = (a1, a2,...,am)
(a so called stream) of element from some universe of size n.

At time t the algorithm only has direct access to a; and its internal
memory state.

In particular: no direct access to the previous values a;i, a,...,a:—1 unless
the algorithm explicitly stores these values.

Goal: Compute important statistical data without storing all values from
the stream.
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Streaming algorithms
Streaming algorithms

A streaming algorithm receives a sequence S = (a1, a2,...,am)
(a so called stream) of element from some universe of size n.

At time t the algorithm only has direct access to a; and its internal
memory state.

In particular: no direct access to the previous values a;i, a,...,a:—1 unless
the algorithm explicitly stores these values.

Goal: Compute important statistical data without storing all values from
the stream.

Often, a good approximation of such statistical data suffices.
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Streaming algorithms

Streaming algorithms

Let S = (a1,a2,...,am) be a stream of elements a; € {1,...,n}.
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Streaming algorithms
Streaming algorithms

Let S = (a1,a2,...,am) be a stream of elements a; € {1,...,n}.
For 1 <i < nlet mi(S) = |{t | a: = i}| be the number of occurrences of i

in the stream S.
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Streaming algorithms
Streaming algorithms

Let S = (a1,a2,...,am) be a stream of elements a; € {1,...,n}.
For 1 <i < nlet mi(S) = |{t | a: = i}| be the number of occurrences of i
in the stream §S.

For k > 0 we define the Fy-norm (or the k-th moment) of S as

n

Fi(S) =D mi(S)k

i=1
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Streaming algorithms
Streaming algorithms

Let S = (a1,a2,...,am) be a stream of elements a; € {1,...,n}.
For 1 <i < nlet mi(S) = |{t | a: = i}| be the number of occurrences of i
in the stream §S.

For k > 0 we define the Fy-norm (or the k-th moment) of S as

n

Fi(S) =D mi(S)k

i=1

Note that:
@ Fo(S) is the number of different elements that appear in S.

@ F1(S) = m is the length of the stream.
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Streaming algorithms
Streaming algorithms

Goal: Space efficient algorithm for computing Fo(S).
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Streaming algorithms
Streaming algorithms

Goal: Space efficient algorithm for computing Fo(S).

A naive solution can do this by storing n bits:

@ For each 1 </ < n we store a bit s; which is initially zero and set to
one, once the data value i appears in the stream.

o At the end we output > .1, s;.
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Streaming algorithms
Streaming algorithms

Goal: Space efficient algorithm for computing Fo(S).

A naive solution can do this by storing n bits:

@ For each 1 </ < n we store a bit s; which is initially zero and set to
one, once the data value i appears in the stream.

@ At the end we output > s;.

Can we do better, i.e., compute Fo(S) with o(n) space?
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Streaming algorithms
Streaming algorithms

Goal: Space efficient algorithm for computing Fo(S).

A naive solution can do this by storing n bits:

@ For each 1 </ < n we store a bit s; which is initially zero and set to
one, once the data value i appears in the stream.

@ At the end we output > s;.
Can we do better, i.e., compute Fo(S) with o(n) space?

Depends on what we want:

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Algorithms SS 2019 88 / 114



Streaming algorithms
Streaming algorithms

Goal: Space efficient algorithm for computing Fo(S).

A naive solution can do this by storing n bits:

@ For each 1 </ < n we store a bit s; which is initially zero and set to
one, once the data value i appears in the stream.

@ At the end we output > s;.
Can we do better, i.e., compute Fo(S) with o(n) space?
Depends on what we want:

@ The exact value Fy(S) cannot be computed in space o(n) — even if
we allow randomized streaming algorithms with an error probability of
< 1/2. ~» randomized communication complexity

@ But: a good approximation of Fy(S) can be computed in space
O(log n) with a randomized streaming algorithm with a small error
probability. ~» algorithm of Alon, Matias and Szegedy (AMS)
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Main tool of the AMS-algorithm: pairwise independent hashing.
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Main tool of the AMS-algorithm: pairwise independent hashing.

Family of pairwise independent hash functions

Let A and B be finite sets, |A| > 2.

Aset H C{h|h:A— B} is a family of pairwise independent hash
functions if the following holds for all a;,a> € A with a; # a, and
by, by € B:

If we choose a mapping h € H uniformly at random
(every h € H is chosen with probability 1/|#]) then

Prob[ h(a1) = by A h(az) = bo] = 1/|BJ%.
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Let H C {h| h: A— B} be a family of pairwise independent hash
functions and choose a mapping h € ‘H uniformly at random. We have:
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Let H C {h| h: A— B} be a family of pairwise independent hash
functions and choose a mapping h € ‘H uniformly at random. We have:

@ Prob[h(a) = b] = 1/|B| for all fixed a € A and b € B.
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Let H C {h| h: A— B} be a family of pairwise independent hash
functions and choose a mapping h € ‘H uniformly at random. We have:
@ Prob[h(a) = b] = 1/|B| for all fixed a € A and b € B.
Take an a’ € A with a # &’ (recall that |A| > 2). Then we have

Prob[h(a) = b] = Prob | \/(h(a) =bA h(d)=c)
ceB
= Z Prob[h(a) = b A h(d') = (]
ceB
1B
1BI?
= 1/|B]
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Let H C {h| h: A— B} be a family of pairwise independent hash
functions and choose a mapping h € ‘H uniformly at random. We have:

@ Prob[h(a) = b] = 1/|B| for all fixed a € A and b € B.
Take an a’ € A with a # &’ (recall that |A| > 2). Then we have

Prob[h(a) = b] = Prob | \/(h(a) =bA h(d)=c)

ceB
= Z Prob[h(a) = b A h(d') = (]
ceB
L]
|BJ?
= 1/|B|
Hence, for a fixed a € A the value h(a) is uniformly distributed over

the set B.
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

@ We get for a; # a» the pairwise independence property:

Prob[h(a1) = b1 A h(a2) = ba] = Prob[h(a1) = b1] - Prob[h(a2) = bo].
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

@ We get for a; # a» the pairwise independence property:
Prob[h(a1) = b1 A h(a2) = ba] = Prob[h(a1) = b1] - Prob[h(a2) = bo].
@ For all a3 # ap we have Prob[h(a;) = h(a2)] = 1/|B]|:

Prob[h(a;) = h(az)] = Prob | \/ (h(a1) = b A h(a2) = b)
beB
= ) Prob[h(a1) = b A h(a;) = b]
beB
= 1/|B|
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

@ We get for a; # a» the pairwise independence property:
Prob[h(a1) = b1 A h(a2) = ba] = Prob[h(a1) = b1] - Prob[h(a2) = bo].
@ For all a3 # ap we have Prob[h(a;) = h(a2)] = 1/|B]|:

Prob[h(a;) = h(az)] = Prob | \/ (h(a1) = b A h(a2) = b)
beB
= ) Prob[h(a1) = b A h(a;) = b]
beB
= 1/|B|

One says that H is a universal family of hash functions.
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

We now construct a family of pairwise independent hash functions on the
finite field F, ({0,1,...,p — 1} with addition and multiplication modulo
p) for a prime number p.
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

We now construct a family of pairwise independent hash functions on the

finite field F, ({0,1,...,p — 1} with addition and multiplication modulo
p) for a prime number p.

For x,y € F, define the mapping h, , : F, — I, by
hyy(a) = (ax + y) mod p for a € Fp,.

Let Hp = {hey | X,y € Fp}.
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

We now construct a family of pairwise independent hash functions on the

finite field F, ({0,1,...,p — 1} with addition and multiplication modulo
p) for a prime number p.

For x,y € F, define the mapping h, , : F, — I, by
hyy(a) = (ax + y) mod p for a € Fp,.

Let Hp = {hey | X,y € Fp}.

Hp is a family of pairwise independent hash functions on IFp,.
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Proof: We have [H,| = p°.
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Proof: We have [H,| = p°.

Fix a1, ap, b1, by € FP with a; # a».
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Proof: We have [H,| = p°.
Fix a1, as, b1, by € FP with a; 75 an.

Then the system

ajx+y =by modp
ax—+y=bymodp

has a unique solution (x,y) € F, x Fp.
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Proof: We have [H,| = p°.
Fix a1, az, b1, by € Fp, with a; # a».
Then the system
ajx+y =by modp
ax—+y=bymodp
has a unique solution (x,y) € F, x Fp.

In other words: there is a unique hy , € H, such that
hx,y(al) =b A hX7y(32) = b,.
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Proof: We have [H,| = p°.
Fix a1, az, b1, by € Fp, with a; # a».
Then the system
ajx+y =by modp
ax—+y=bymodp

has a unique solution (x,y) € F, x Fp.

In other words: there is a unique hy , € H, such that
hx,y(al) =b A hX7y(32) = b,.

Thus: If x,y € F, are chosen uniformly at random, then

Prob[ hxy(a1) = b1 A hy(a2) = ba] = 1/p?. O
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Streaming algorithms

Pairwise independent hash functions

Proof: We have [H,| = p°.
Fix a1, az, b1, by € Fp, with a; # a».
Then the system
ajx+y =by modp
ax—+y=bymodp
has a unique solution (x,y) € F, x Fp.

In other words: there is a unique hy , € H, such that
hx,y(al) =b A hX7y(32) = b,.

Thus: If x,y € F, are chosen uniformly at random, then
Prob[ hxy(a1) = b1 A hy(a2) = ba] = 1/p?. O
Remark: The above proof works for every finite field F,» instead of FF,.

For the AMS algorithm it is convenient to take a finite field Fom.
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Streaming algorithms
The AMS algorithm

Fix the universe {0,1}™ (bit strings of length m) of size n = 2™.
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Streaming algorithms
The AMS algorithm

Fix the universe {0,1}™ (bit strings of length m) of size n = 2™.

We identify elements of {0, 1} with elements of the field Fom.
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Streaming algorithms
The AMS algorithm

Fix the universe {0,1}™ (bit strings of length m) of size n = 2™.
We identify elements of {0, 1} with elements of the field Fom.
For u € {0,1}™ define p(u) = max{k | u = 0¥v for some v € {0,1}™ k1.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Algorithms SS 2019 94 / 114



Streaming algorithms
The AMS algorithm

Fix the universe {0,1}™ (bit strings of length m) of size n = 2™.
We identify elements of {0, 1} with elements of the field Fom.
For u € {0,1}™ define p(u) = max{k | u = 0¥v for some v € {0,1}™ k1.

Note that p(w) < m < log, n.
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Streaming algorithms
The AMS algorithm

Fix the universe {0,1}™ (bit strings of length m) of size n = 2™.

We identify elements of {0, 1} with elements of the field Fom.

For u € {0,1}™ define p(u) = max{k | u = 0¥v for some v € {0,1}™ k1.
Note that p(w) < m < log, n.

The AMS algorithm
@ randomly choose h = h, , € H,

@ initialize z :=0

@ for every new data value u € {0,1}" in the stream set
z := max{z, p(h(u))}

@ return 27+1/2 |
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Fix the universe {0,1}™ (bit strings of length m) of size n = 2™.
We identify elements of {0, 1} with elements of the field Fom.
For u € {0,1}™ define p(u) = max{k | u = 0¥v for some v € {0,1}™ k1.

Note that p(w) < m < log, n.

The AMS algorithm

@ randomly choose h = h, , € H,

@ initialize z :=0

@ for every new data value u € {0,1}" in the stream set
z := max{z, p(h(u))}

@ return 27+1/2 |

Each of the numbers x, y, z fits into m = log, n bits.

The AMS algorithm therefore needs space O(log n).
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Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

Let S = (u1, u2,...,u;) be the input stream with uq,...,u € {0,1}™.
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Analysis of the AMS algorithm

Let S = (u1, u2,...,u;) be the input stream with uq,...,u € {0,1}™.
Let A= {u1,up,...,u} C{0,1}" be the corresponding set.
The goal is to approximate the size of A.

In the following h denotes the randomly chosen hash function and z¢ the
final value of z computed by the AMS algorithm.

For 0 < r < mand u e {0,1}" we define the random variable X, , by

B {1 if p(h(u)) > r

0 else
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Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

Let S = (u1, u2,...,u;) be the input stream with uq,...,u € {0,1}™.
Let A= {u1,up,...,u} C{0,1}" be the corresponding set.
The goal is to approximate the size of A.

In the following h denotes the randomly chosen hash function and z¢ the
final value of z computed by the AMS algorithm.

For 0 < r < mand u e {0,1}" we define the random variable X, , by

{1 if p(h(u)) > r

Xr u =
' 0 else

Let Y, =3 ,ca Xru-
Note: Y, > 0 if and only if zr > r.
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Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

Since for every u € {0,1}™, h(u) is uniformly distributed over A
(i.e., Prob[h(u) = v] = 1/2™ for every v € {0,1}™) we have
E[Xr,u] = Prob[p(h(u)) > r]
= Prob[a randomly chosen v € {0,1}™ starts with 0']

om—r
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Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

Since for every u € {0,1}™, h(u) is uniformly distributed over A
(i.e., Prob[h(u) = v] = 1/2™ for every v € {0,1}™) we have

E[Xr,u] = Prob[p(h(u)) > r]
= Prob[a randomly chosen v € {0,1}™ starts with 0']

2m—r
2m
1

?.

Linearity of expectation yields

E[Yr] = Z E[Xr,u] = w

or
ueA
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Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

Since for every u € {0,1}™, h(u) is uniformly distributed over A
(i.e., Prob[h(u) = v] = 1/2™ for every v € {0,1}™) we have

E[Xr,u] = Prob[p(h(u)) > r]
= Prob[a randomly chosen v € {0,1}™ starts with 0']
om—r
2!71
1
2r’

Linearity of expectation yields

E[Yr] = Z E[Xr,u] = w

or
ueA

Claim: For every 0 < r < m the random variables X, , (v € {0,1}") are
pairwise independent.
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Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

Proof of the claim: Let u,v € {0,1}™ with u # v and a, b € {0, 1}.
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Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

Proof of the claim: Let u,v € {0,1}™ with u # v and a, b € {0, 1}.
With L1 = {w € {0,1}" | p(w) > r} and Lo = {0,1}™ \ L; we get
Prob[X,,=aAX,, =b] = Problh(u) € Ly A h(v) € Lp]

= Prob [ \V V (h(u) =xAh(v) = y)]

x€ls y€ely
= Z Z Prob[h(u) = x A h(v) = y]
x€Lls yelLy
= Z Z Prob[h(u) = x] - Prob[h(v) = y]
x€Lls y€elLy
= Z Prob[h(u) = x] - Z Prob[h(v) = y]
x€L, yely

= Prob[X, , = a] - Prob[X; , = b]
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Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

The claim implies
Al
VarlY,] = Var[ X, ,] < E[X?)] = EX“,:—| .
arYi] = 3 VarlXoul < 37 EXE] = 3 Bl = o

ueA ueA ueA

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Algorithms SS 2019 98 / 114



Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

The claim implies

vty = vt < e = X il = 5

ucA ueA ueA
Applying Markov's inequality yields

A
Prob[Y, > 0] = Prob[Y, > 1] < E[Y,] = g
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Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

The claim implies

vty = vt < e = X il = 5

ucA ueA ueA
Applying Markov's inequality yields

A
Prob[Y, > 0] = Prob[Y, > 1] < E[Y,] = g

Chebyshev's inequality gives

Prob[Y, =0] < Prob[Y, — E[Y,]| > |A|/2"]

< Var[Y;]

- (A2
2r

< —.

- Al
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Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

Recall that the AMS-algorithm outputs the value o 1= 22 11/2,
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Let a be the smallest number such that 22+1/2 > 3|A|. We get

Prob[ac > 3]A|] = Prob[zs > a] = Prob[Y, > 0] < IA] < g
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Recall that the AMS-algorithm outputs the value o 1= 22 11/2,
Let a be the smallest number such that 22+1/2 > 3|A|. We get

Prob[ac > 3]A|] = Prob[zs > a] = Prob[Y, > 0] < |2a| < g

Let b be the largest number such that 2°+1/2 < |A|/3. We get

Prob[a < |A|/3] = Prob[zs < b] = Prob[Ypy1 = 0] < |A| < g
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23

Prob[ac > 3]A|] = Prob[zs > a] = Prob[Y, > 0] < < g

Let b be the largest number such that 2°+1/2 < |A|/3. We get

Prob[ae < |A|/3] = Prob[zs < b] = Prob[Yp11 = 0] < |A| < g

We have ¥2 ~ 0.4714.
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Streaming algorithms
Analysis of the AMS algorithm

Recall that the AMS-algorithm outputs the value o 1= 22 11/2,

Let a be the smallest number such that 22+1/2 > 3|A|. We get

23

<

Prob[ac > 3]A|] = Prob[zs > a] = Prob[Y, > 0] < g

Let b be the largest number such that 2°+1/2 < |A|/3. We get

Prob[ae < |A|/3] = Prob[zs < b] = Prob[Yp11 = 0] < |A| < g

We have ¥2 ~ 0.4714.
Let us fix now an arbitrary (small) € > 0.

We show how to reduce the above error probability 0.4714 to §.
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Streaming algorithms

Probability amplification for the AMS algorithm

@ We run k (odd) many independent copies of the AMS algorithm on
the input stream.
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Streaming algorithms

Probability amplification for the AMS algorithm

@ We run k (odd) many independent copies of the AMS algorithm on
the input stream.

@ In other words: each copy of the algorithm randomly chooses its own
hash function and these choices are made independent from each
other.

@ Let a; be the output of the i-th copy of the algorithm.

@ At the end we output the median & of o, ..., ak.
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Streaming algorithms

Probability amplification for the AMS algorithm

Let us analyze the error:
Define a Bernoulli random variable F;:
F— 1if a; > 3JA|
0 else
Note: Prob[F; = 1] = Prob[F; =1] for all 1 <, < k.
Let p = Prob[F; = 1].
Our previous analysis yields p < g <1/2.

Also note: If & > 3|A| then Zi:l Zi > k/2.
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Streaming algorithms

Probability amplification for the AMS algorithm

With the first Chernoff bound we get:

k
Prob[é > 3|All < Prob[> _ Z > k/2]
i=1
k
= Prob>  Z > (1 + 6)pk|
i=1
< e—52pk/3

For k > % -In(2/€) € O(log(1/€) we get Prob[& > 3|A|] < €/2.

Analogously we obtain with the second Chernoff bound:
Prob[& < |A|/3] < ¢/2.

In total: Prob[|A|/3 < & < 3|A]] >1—e.
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Streaming algorithms

Crash course on random variables: (pairwise) independence

Let X be a random variable, which takes values from a finite set A C R.
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Let X be a random variable, which takes values from a finite set A C R.

For every a € A we have the probability Prob[X = a] that X takes the
value a.
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Streaming algorithms

Crash course on random variables: (pairwise) independence

Let X be a random variable, which takes values from a finite set A C R.

For every a € A we have the probability Prob[X = a] that X takes the
value a.

Let X1, X5,...,X, be random variables.
X1, X, ..., X, are independent if:
n n
Prob [/\ X = a,-] = H Prob[X; = aj.
i=1 i=1

X1, Xa, ..., Xy, are pairwise independent if for all 1 < i,j < n with i/ # j:

Prob[X; = a A X; = b] = Prob[X; = a] - Prob[X; = b].
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Streaming algorithms

Crash course on random variables: expected value, variance

Expected value and variance
The expected value of X is E[X] =", 4 Prob[X = 3] - a.
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Crash course on random variables: expected value, variance

Expected value and variance
The expected value of X is E[X] =", 4 Prob[X = 3] - a.

The variance of X is Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]°.
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Streaming algorithms

Crash course on random variables: expected value, variance

Expected value and variance
The expected value of X is E[X] =", 4 Prob[X = 3] - a.

The variance of X is Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?.

Linearity of expectation
For random variables X and Y and a € R we have:
EX+Y] = E[X]+ E[Y]
ElaX] = a:E[X]
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Streaming algorithms
Crash course on random variables:

Let X1, Xo,..., X, be random variables.
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Streaming algorithms
Crash course on random variables:

Let X1, Xo,..., X, be random variables.

Linearity of expectation implies E[>_7_; Xj] = >"7_; E[Xi].
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Streaming algorithms
Crash course on random variables:

Let X1, Xo,..., X, be random variables.
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In general, Var[> 7, Xi] = >_"_; Var[Xi] is wrong.
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Streaming algorithms
Crash course on random variables:

Let X1, Xo,..., X, be random variables.
Linearity of expectation implies E[Y_7 ; Xi] = >_7_; E[Xi].

In general, Var[>_" ; Xj] = >_7_; Var[Xj] is wrong.

Lemma 18

If X1,X5,...,X, are pairwise independent random variables then

i X,' = i Var[X,-].
i=1 i=1

Var
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Streaming algorithms

Crash course on random variables: tail inequalities

Markov's inequality
Let X be a non-negative random variable. For any real number t > 0, we

have -
Prob[X > t] < [ ]
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Streaming algorithms

Crash course on random variables: tail inequalities

Markov's inequality
Let X be a non-negative random variable. For any real number t > 0, we

have =i
Prob[X > t] < [ ]

Chebyshev's inequality
Let X be a random variable. For any real number t > 0, we have

Var[X]

Prob[|X — E[X]| > t] <
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Streaming algorithms

Crash course on random variables: tail inequalities

A Bernoulli random variable X is a random variable that only takes the
two values 0 and 1.
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Streaming algorithms

Crash course on random variables: tail inequalities

A Bernoulli random variable X is a random variable that only takes the
two values 0 and 1.

Note: E[X] = Prob[X =1]
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Streaming algorithms
Crash course on random variables: tail inequalities

A Bernoulli random variable X is a random variable that only takes the
two values 0 and 1.

Note: E[X] = Prob[X =1]

Chernoff bound

Let X1, Xo,..., X, be independent Bernoulli random variables with the
same distribution: Prob[X; = 1] = p forall 1 < i < n.

For every 0 < 0 < 1 we have:

Prob [ZX; > (14 5)pn] < e %P3

i=1

n
Prob [ZX,- <(1- 5)pn] < e_52pn/2 < e_52,,,1/3
i=1

v
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Asymptotic analysis of data structures

Mittlere Hohe von Suchbaumen

Wir werden zeigen, dass ein Suchbaum auf den Knoten {1,...,n} im
Mittel die Hohe O(log n) hat.

Sei B, die Menge aller bindren Suchbdume auf den Knoten {1,...,n}
(Bo besteht nur aus dem leeren Baum () und wir setzen height()) = —o0).

Wir erzeugen ein B € B, mittels folgenden Zufallsexperiment:

@ Wir wahlen zufdllig und gleichverteilt eine Permutation
(m1,m2,...,mp) von (1,2,...,n) aus. Jede der n! vielen
Permutationen wird mit Wahrscheinlichkeit 1/n! ausgewahlt.

@ Dann wird ein Suchbaum aufgebaut, indem die Elemente 1,...,n in
der Reihnfolge 71,72, ..., 7, in den Suchbaum eingefiigt werden.

@ Beachte: Verschiedene Permutationen konnen den gleichen Suchbaum
erzeugen.

Beispiel: (2,1,3) und (2,3,1) erzeugen den gleichen Suchbaum (mit
Waurzel 2).
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Asymptotic analysis of data structures

Mittlere Hohe von Suchbaumen

Folgendes Zufallsexperiment liefert fiir jeden Suchbaum die gleiche
Wahrscheinlichkeit wie oben:

o Falls n > 2, wahle zufillig und gleichverteilt ein Element
ie{l,...,n} aus.
Jedes Element wird mit Wahrscheinlichkeit 1/n gezogen.

@ Erzeuge dann rekursiv nach dem gleichen Experiment einen
Suchbaum L € B;_; (bzw. R € B,_))

@ Ersetze in R jeden Knoten j durch i 4.

@ Der erzeugte Suchbaum hat i als Wurzel und L (bzw. R) als linken
(bzw. rechten) Teilbaum.

Beachte: Dieses Zufallsexperiment ergibt nicht die Gleichverteilung auf
Binarbaumen mit n Knoten
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Asymptotic analysis of data structures

Mittlere Hohe von Suchbaumen

Wir definieren folgende Zufallsvariablen:
@ H, ist die Hohe eines zufillig erzeugten Suchbaums B € B,,.
° X, =2

Theorem 19

Fiir den Erwartungswert

E[Hy] = ) Prob(B) - height(B)
BeB,

gilt: E[Hp] < 3 -log,(n).

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass E[X,] durch ein Polynom p(n)
beschrankt ist.

Sei B ein Suchbaum mit Wurzel 1 < i < n und linken (bzw. rechten)
Teilbaum L (R).

Dann gilt height(B) = 1 + max{height(L), height(R)} und daher:
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Asymptotic analysis of data structures

Mittlere Hohe von Suchbaumen

E[X,] = ) Prob(B)-2"i&"(5)
BeBn

n
= Z Z Z %Prob(L)Prob(R)21+max{height(L),height(R)}

i=1LeBi_1 ReEB,_;

n
= EZ Z Z Prob(L)Prob(R)max{2height(L)’2height(R)}
n

i=1 LeBj_1 REB,_;

%Z >~ > Prob(L) Prob(R)(2"igM (L) 1. oheieht(R))

i=1 LeBi_1 REB,_;

n
_ %Z( Z Prob(L)zheight(L)+ Z Prob(R)2height(R)>
i=1

LeBi_; ReB,_;

IN

n n—1
_ % Z(E[Xi—l] + E[Xp-i]) = % Z E[Xi]
_ i=0
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Asymptotic analysis of data structures

Mittlere Hohe von Suchbaumen

Behauptung 1: "7~/ (’+3) (”f’) fir n> 1.

Beweis durch Induktion:

=150, (5) = Q) =1= ()

Sei nun n > 2:
"z‘:l i+3 _”z‘:z i+3), (n+2) _ (n+2), (n+2) _ (n+3
~\ 3 ) £\3 3 ) \ 4 3 ) \ 4 )

Behauptung 2: E[X,] < 1("33).
Beweis durch Induktion:

n=0: E[Xg] =2"°=0< 1(3)
n=1EX]=20=1=1(}

Sei nun n > 2:
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Asymptotic analysis of data structures

Mittlere Hohe von Suchbaumen
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Asymptotic analysis of data structures

Mittlere Hohe von Suchbaumen

Ausserdem gilt 1("53) < n® fiir n > 1 und damit E[X,] < n®.
Die Funktion x — 2% ist konvex.

Also folgt aus Jensen's Ungleichung (siehe Algorithmik 1):
2FH] < E[2Mn] = E[X,] < n®.

Es folgt: E[H,] < 3logs(n). O

Bemerkung: Bei einer Gleichverteilung (jeder bindre Suchbaum tritt mit
der gleichen Wabhrscheinlichkeit auf) erhadlt man ©(y/n) fiir die erwartete
Hohe.
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