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Aufgabe 1. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?
(a) L((a | bb)*) = L(a™ | (bb)").

(b) Zu jedem DFA M; mit n Zustédnden existiert ein NFA M, mit hochstens
n Zustidnden so, dass T(M;) = T(M,).

(¢) Zu jedem NFA M; mit n Zustidnden existiert ein DFA M, mit maximal
2" Zustanden so, dass T'(M;) = T(Ms).

(d) Fiir einen endlichen Automaten M; ist T'(M;) stets endlich.

(e) Jeder regulidre Ausdruck ohne den *-Operator erzeugt eine endliche Spra-
che.

Losung zu Aufgabe 1.
(a) Falsch: z.B. abb € L((a | bb)*) aber abb ¢ L(a* | (bb)*)

(b) Wahr, denn jeder DFA ist auch ein NFA. Wir konnen also My = M; als
NFA wéhlen

(¢c) Wahr: Durch Potenzmengenkonstruktion erhalten wir aus einem NFA
mit n Zustinden einen DFA mit 2" Zustédnden (die nicht alle vom Start-
zustand erreichbar sein miissen)

(d) Falsch, zum Beispiel wird die unendliche Sprache L(a*) = {a" | n € N}
von dem folgenden endlichen Automaten erzeugt:
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(e) Wahr (der +-Operator ist hier als Erweiterung von * auch ausgeschlos-
sen). Einen Beweis kénnen wir induktiv iiber den Aufbau moglicher re-
gulédrer Ausdriicke fithren.

L(2), L(¢) und L(«) fiir o € X sind endlich.

Als Operatoren bleiben noch Vereinigung und Konkatenation. Falls L(a)
und L(/) endlich sind (Induktionsvoraussetzung), dann sind auch L(af) =
L(a) L(B) und L(a|B) = L(a) U L(B) endlich.

Aufgabe 2. Gegeben seien folgende NFAs:

1. My = ({1,2,3},{a,b},d1,{1},{3}), wobei &; gegeben ist durch:

(51 a b

{1,3} | {2}
{2t {23}
g | {3

2. My = ({1,2,3},{a,b},02,{1,2},{2,3}), wobei 05 gegeben ist durch:

09 a b
o | {2}
o | {13}
{1.3} | {1}

(a) Zeichnen Sie das zu M; bzw. M, gehorige Automatendiagramm.

(b) Geben Sie mittels Potenzmengenkonstruktion einen zu M; bzw. M, dquivalenten
DFA an. Es geniigt jeweils, den vom Startzustand erreichbaren Teil an-
zugeben.



Losung zu Aufgabe 2.

(a)

(b) DFA zu M,

Wir konstruieren den DFA mittels Potenzmengenkonstruktion. Vom Start-
zustand nicht erreichbare Zustdnde werden weggelassen.

Sei Z = {1, 2,3} die Menge der Zusténde von M; und S = {1} die Menge
der Startzustande von M;.

Sei M| = (2%,{a,b},0,,S, F) der DFA zu M.

Beachte: Die Bezeichnungen der Zusténde aus M| sind die Teilmengen

der Zustandsmenge Z von M;. Somit ist zum Beispiel S = {1} keine

Menge von Startzustéanden von M/, sondern ein einzelner Zustand aus
27,

6/1({1}7 a) = 51(17 a’) = {173}
0 ({1}, 0) = 01(1,b) = {2}

5/({1,3},a) = 61(1,a) U (3,a) = {1,3} Uo = {1,3)
51 ({1,3},6) = 6,(1,b) U1 (3,b) = {2} U {3} = {2,3}

5(12,3},a) = 61(2,a) U1 (3,a) = {2} Uo = {2}
51(12,3},0) = 6,(2,0) U8, (3,b) = {2,3} U {3} = {2,3)

01({2}, a) = 61(2, a) = {2}
01({2},0) = 61(2,0) = {2, 3}



Nun bestimmen wir noch F', die Menge der Endzustdnde des DFA. Allge-
mein gilt F ={Y C Z | YNE # &}. Dabei ist Z ist die Zustandsmenge
des NFA, F die Menge seiner Endzusténde.

Fiir M, ergibt sich FF = {{3},{1,3},{2,3},{1,2,3}} (alle Teilmengen
von {1,2,3}, die das Element 3 enthalten). Vom Startzustand aus er-
reichbar sind davon die Zusténde {1,3} und {2, 3}.

DFA zu M,

Sei Z = {1,2,3} die Menge der Zustdnde von My und S = {1,2} die
Menge der Startzustdnde von M.

Sei My = (2%,{a,b},8, S, F) der DFA zu M.

505({1,2},a) = 02(1,a) Uda(2,0) =0UD =&
05({1,2},b0) = 09(1,b) Uda(2,0) = {2} U{1,3} = {1,2,3}

55({1,2,3},a) = d2(1,a) Uda(2,a) Uda(3,a) =2 U U{1,3} ={1,3}
85({1,2,3},b0) = d2(1,0) Uda(2,0) Uda(3,b) = {2} U{1,3} U {1} ={1,2,3}

55({1,3},a) = 02(1,a) Uda(3,a) = @ U{1,3} = {1,3}
05({1,3},b) = 02(1,0) U da(3,0) = {2} U {1} = {1, 2}

05(D,a) =2
0y(2,b0) = @



Fir M, ergibt sich F' = {{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} (alle
Teilmengen von {1,2,3}, die 2 oder 3 enthalten).

Vom Startzustand aus erreichbar sind davon die Zusténde {1,2}, {1, 3}
und {1, 2, 3}.

Aufgabe 3. Geben Sie zu jeder der folgenden Sprachen einen regulédren
Ausdruck an.

(a) Ly = {w € {a, b}* | Das Wort w enthélt mindestens ein b.}
(b) Ly = {w € {a,b}" | Der erste und letzte Buchstabe in w stimmen iiberein.}

(¢) Ly ={a™b™c’ |n>0, m>1, (>2}

Losung zu Aufgabe 3.

(a) Ly = L(a"b(alb)")
Erklarung: Ein Wort w, dass mindestens ein b enthélt, ldsst sich auf-
teilen in w = ubv, wobei

(i) w € {a® | k > 0} der Teil des Worts w vor dem ersten b (der also
nur aus a’s besteht) ist, und

(ii) v € {a,b}* der Teil des Wortes w ist, der auf das erste b folgt
(bestehend aus beliebig vielen a’s und b’s).

Ein alternativer reguldrer Ausdruck ist (a|b)*b(a|b)*.
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(b) Ly = L(a | b | a(alb)"a | b(alb)*D)

Erklarung: Hier unterscheiden wir drei Félle:

(i) |w] =1,
ii) |w| > 2 und w beginnt und endet mit a,
(i) |w] g

(iii) |w| > 2 und w beginnt und endet mit b.

Fall (i) erfassen wir mit dem reguléren Ausdruck alb.

In Fall (ii) ldsst sich w also schreiben als w = aza mit x € {a, b}*, diesen
Fall erfassen wir mit dem regulidren Ausdruck a(a|b)*a.

In Fall (iii) lasst sich w also schreiben als w = bzb mit z € {a, b}*, diesen
Fall erfassen wir mit dem reguldren Ausdruck b(a|b)*b.

(¢) Ly = L(a*bb*ccc*) Erklarung:
Die Sprache {a" | n > 0} ldsst sich als regulérer Ausdruck a* schreiben.

Die Sprache {b™ | n > 1} lasst sich durch den reguléren Ausdruck bb*
darstellen. Alternativ kann man b* verwenden, da L(bb*) = L(b™).

Die Sprache {c* | k > 2} lisst sich durch den reguliiren Ausdruck ccc*
(oder alternativ: cc™) darstellen.

Die Sprache Lj ist nun die Konkatenation der Sprachen {a" | n > 0},
{b™ | n > 1} und {c* | k > 2}.

Aufgabe 4. Beweisen Sie formal, dass L(a | b | (a* | 0*)*) = {a, b}".

Losung zu Aufgabe 4. Zu zeigen sind die beiden Inklusionen
Lia|b|(a*]|0*)") C{a,b} und {a,b}* C L(a| b | (a* ]| b*)").

L(a| b (a*|b*)*) C{a,b}* : Diese Inklusion ist ,trivial®.

(a] b (a*|b*)*) ist ein reguldrer Ausdruck iiber dem Alphabet ¥ = {a, b},
damit ist die Sprache, die von (a | b | (a* | b*)*) dargestellt wird, eine Teil-
menge von X* = {a, b}*.

{a,b}* C L(a | b | (a* | b*)*) : Nach Definition der Semantik eines reguléren
Ausdrucks ist L(a | b | (a* | b*)*) = L(a) U L(b) U L((a* | b*)*). Weiterhin ist
L((a* | *)*) = (L(a*) U L(b*))*, wobei L(a*) = (L(a))* = {a* | kK > 0} und



L(b*) = (L(b))* = {b" | n > 0}. Da {a,b} C {a*,b™ | k > 0,n > 0} folgt
{a,b}* C{a* b" | k > 0,n > 0}*. Insgesamt gilt nun also

{a,b)" € {a",b" | k> 0,n > 0} = (L(a") U L(b"))" = L((a" | b)")
C L((a” | *)") U L(a) U L(b) = L(a | b | (a" | b)")

und somit die Behauptung.



