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Aufgabe 1. Geben Sie Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken an,
die die folgenden Sprachen akzeptieren.

(a) {anbn | n ≥ 0}

(b) {w ∈ {a, b}∗ | Die Anzahl der a’s und b’s ist gleich.}

(c) {w ∈ {a, b}∗ | w = w r}

Lösung zu Aufgabe 1. Die Grammatiken, die im Folgenden angegeben
werden, erfüllen zum Teil nicht die ε-Sonderregel und sind daher streng ge-
nommen nicht kontextfrei im Sinne der Definition von Folie 32. Die Gram-
matiken können jedoch in kontextfreie Grammatiken, die die ε-Sonderregel
erfüllen, umgewandelt werden (siehe dazu die Folien 189-193).
Zusätzliche Aufgabe: Modifizieren Sie die angegebenen Grammatiken so, dass
die ε-Sonderregel erfüllt ist und die Grammatiken somit auch im strengeren
Sinne kontextfrei sind.

(a) Grammatik

• G1 = (V ,Σ,P , S )

• V = {S}
• Σ = {a, b}
• P = {S → ε | aSb}

Kellerautomat

• M1 = (Z ,Σ,Γ, δ, z0,#)

• Z = {z0, z1}
• Σ = {a, b}
• Γ = {#,A}
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Dabei ist δ wie folgt definiert:

δ : (z0, ε,#)→ (z1, ε)

(z0, a,#)→ (z0,A#)

(z0, a,A)→ (z0,AA)

(z0, b,A)→ (z1, ε)

(z1, b,A)→ (z1, ε)

(z1, ε,#)→ (z1, ε)

Die Idee hinter diesem Kellerautomaten ist, dass für jedes a des Teilworts
an ein A auf den Keller gelegt wird, und für jedes b des Teilworts bn ein
A vom Keller entfernt wird.

(b) Grammatik

• G2 = (V ,Σ,P , S )

• V = {S}
• Σ = {a, b}
• P = {S → ε | aSbS | bSaS}

Idee: Auf jedes a muss irgendwann ein zugehöriges b folgen und um-
gekehrt. Davor und dahinter können wir mit einem S das Wort weiter
verlängern oder die Konstruktion durch die ε-Transition beenden.

Kellerautomat

• M2 = (Z ,Σ,Γ, δ, z0,#)

• Z = {z0}
• Σ = {a, b}
• Γ = {#,P ,N }
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Dabei ist δ wie folgt definiert:

δ : (z0, ε,#)→ (z0, ε)

(z0, a,#)→ (z0,P#)

(z0, b,#)→ (z0,N#)

(z0, a,P)→ (z0,PP)

(z0, b,P)→ (z0, ε)

(z0, a,N )→ (z0, ε)

(z0, b,N )→ (z0,NN )

Wir verwenden den Keller um die Differenz #a(w)−#b(w) zu speichern,
wobei #a(w) die Anzahl a’s im Wort w ist, #b(w) die Anzahl an b’s.

Positive Werte werden durch eine Folge von P ’s codiert, negative Werte
durch eine Folge von N ’s.

Enthält das eingelesene Wort gleichviele a’s und b’s, ist der Keller schließ-
lich leer.

(c) Grammatik

• G3 = (V ,Σ,P , S )

• V = {S}
• Σ = {a, b}
• P = {S → ε | a | b | aSa | bSb}

Kellerautomat

• M3 = (Z ,Σ,Γ, δ, z0,#)

• Z = {z0, z1}
• Σ = {a, b}
• Γ = {#,A,B}
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Dabei ist δ wie folgt definiert:

δ : (z0, ε,#)→ (z0, ε) (1)

(z0, a,#)→ (z0,A#) (1)

(z0, b,#)→ (z0,B#) (1)

(z0, a,A)→ (z0,AA) (1)

(z0, b,A)→ (z0,BA) (1)

(z0, a,B)→ (z0,AB) (1)

(z0, b,B)→ (z0,BB) (1)

(z0, ε,A)→ (z1,A) (2)

(z0, ε,B)→ (z1,B) (2)

(z0, a,#)→ (z1, ε) (2)

(z0, b,#)→ (z1, ε) (2)

(z0, a,A)→ (z1,A) (2)

(z0, b,A)→ (z1,A) (2)

(z0, a,B)→ (z1,B) (2)

(z0, b,B)→ (z1,B) (2)

(z1, a,A)→ (z1, ε) (3)

(z1, b,B)→ (z1, ε) (3)

(z1, ε,#)→ (z1, ε) (3)

Falls w ∈ L, muss w = xx r oder w = xmx r gelten, mit x ∈ {a, b}∗,
m ∈ {a, b}.
In (1) wird das Wort in richtiger Reihenfolge auf den Stack gelegt und
in (3) rückwärts ausgelesen und mit dem Rest des Wortes verglichen.

Der Übergang, d.h. die Mitte des Wortes, wird mit (2) nicht-deterministisch
geraten, mit einem ε-Übergang für den Fall w = xx r und einem a/b-
Übergang für den Fall w = xmx r .
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Aufgabe 2. Stellen Sie die folgenden Sprachklassen über dem Alphabet
{a, b} in einem Venn-Diagramm dar. Geben Sie zusätzlich Beispielsprachen
für alle Teilbereiche in ihrem Diagramm an.

• Reguläre Sprachen

• Kontextfreie Sprachen

• Endliche Sprachen

• Unäre Sprachen (alle Sprachen L mit L ⊆ {a}∗)

Lösung zu Aufgabe 2.

endliche
Sprachen

reguläre
Sprachen

kontext-
freie
Sprachen

unäre
Sprachen

• endlich und unär: {a}

• endlich und nicht unär: {ab}

• regulär, unär und nicht endich: {an | n ∈ N}

• regulär, nicht unär und nicht endlich: {abn | n ∈ N}

• unär, nicht endlich, nicht kontextfrei: {ap | p ist Primzahl}

• nicht unär, nicht regulär, kontextfrei: {anbn | n ∈ N}

• nicht unär, nicht kontextfrei: {ww | w ∈ {a, b}∗}

Hinweis: Jede kontextfreie, unäre Sprache ist auch regulär (siehe Vorlesung).
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