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Uberblick, Literatur

Uberblick:

© Grundlegendes

© Divide & Conquer

© Sortieren

© Greedyalgorithmen

© Dynamische Programmierung
© Graphalgorithmen

Literatur:

@ Cormen, Leiserson Rivest, Stein. Introduction to Algorithms (3.
Auflage); MIT Press 2009

@ Schoning, Algorithmik. Spektrum Akademischer Verlag 2001

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 2 /298



Grundlegendes
Landau Symbole

Seien f, g : N — N Funktionen.
o Esgilt g € O(f), falls
dc>03ngVn>ng: g(n) < c-f(n).
Also: g wéchst nicht schneller als f.
o Es gilt g € o(f), falls
Ve >03ngVYn>ng: g(n)<c-f(n).
Also: g wachst echt langsamer als f.
0 gcQf) & feO(g)
Also: g wachst mindestens so schnell wie f.
0o gcw(f) & feolg)
Also: g wéachst echt schneller als f.

0 gc€O(f) & (FeO(g)Ng € O(f))
Dies heiBt, g und f wachsen asymptotisch gleichschnell.
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Grundlegendes
KomplexitatsmaBe

Wir beschreiben die Laufzeit eines Algorithmus A als eine Funktion in
Abhangigkeit von der Eingabelange n.
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Grundlegendes
KomplexitatsmaBe

Wir beschreiben die Laufzeit eines Algorithmus A als eine Funktion in
Abhangigkeit von der Eingabelange n.

Standard: Komplexitdt im ungiinstigsten Fall (worst case).
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Grundlegendes
KomplexitatsmaBe

Wir beschreiben die Laufzeit eines Algorithmus A als eine Funktion in
Abhangigkeit von der Eingabelange n.

Standard: Komplexitdt im ungiinstigsten Fall (worst case).

Maximale Laufzeit iiber alle Eingaben der Linge n:

taworst(n) = max{ta(x) | x € Xy},

wobei X, = {x | |x| = n}.
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Grundlegendes
KomplexitatsmaBe

Wir beschreiben die Laufzeit eines Algorithmus A als eine Funktion in
Abhangigkeit von der Eingabelange n.

Standard: Komplexitdt im ungiinstigsten Fall (worst case).

Maximale Laufzeit iiber alle Eingaben der Linge n:
taworst(n) = max{ta(x) | x € Xy},

wobei X, = {x | |x| = n}.

Kritik: Unrealistisch, da Worst-Case Eingaben in der Praxis hdufig nicht
auftreten.
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Grundlegendes
KomplexitatsmaBe

Alternative: Komplexitdt im Mittel (average case).
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KomplexitatsmaBe

Alternative: Komplexitdt im Mittel (average case).

Benotigt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge X,,.
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Grundlegendes
KomplexitatsmaBe

Alternative: Komplexitdt im Mittel (average case).
Benotigt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge X,,.
Standard: Gleichverteilung, d.h. Prob(x) = ﬁ
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Grundlegendes
KomplexitatsmaBe

Alternative: Komplexitdt im Mittel (average case).

Benotigt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge X,,.

Standard: Gleichverteilung, d.h. Prob(x) = ﬁ
Mittlerer Zeitbedarf:
taMitel () = Z Prob(x) - ta(x)
XGX,,
= Z ta(x (bei Gleichverteilung)
xeX
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Grundlegendes
KomplexitatsmaBe

Alternative: Komplexitdt im Mittel (average case).

Benotigt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge X,,.

Standard: Gleichverteilung, d.h. Prob(x) = ﬁ
Mittlerer Zeitbedarf:
taMitel () = Z Prob(x) - ta(x)
XGX,,
= Z ta(x (bei Gleichverteilung)
xeX

Problem: Haufig schwer zu analysieren.
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Grundlegendes
KomplexitatsmaBe

Alternative: Komplexitdt im Mittel (average case).

Benotigt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge X,,.

Standard: Gleichverteilung, d.h. Prob(x) = ﬁ
Mittlerer Zeitbedarf:
taMitel () = Z Prob(x) - ta(x)
XGXn
= Z ta(x (bei Gleichverteilung)
xeX

Problem: Haufig schwer zu analysieren.

Beispiel: Quicksort

Beim Quicksort-Algorithmus ist die Anzahl der Vergleiche im
ungiinstigsten Fall to(n) € ©(n?).

Mittlerer Anzahl der Vergleiche: tg mittel(n) = 1.38nlog n
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Grundlegendes
Maschinenmodelle: Turingmaschine

Die Turingmaschine (TM) ist ein mathematisch leicht exakt
beschreibbares Berechnungsmodell.

Aber: Der zeitraubende Speicherzugriff (Bandzugriff) in der Realitédt nicht
gegeben.

Arbeitet ein Algorithmus auf einer TM schnell, so ist er schnell!
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Grundlegendes

Maschinenmodelle: Registermaschine (RAM)

[Xl[X21X3]X4IX5[X6[X7IX8[X91 : ] i ] : [Eingabe READ ONLY
Speicher
RAM ]
1 = 1.Reg ‘
2 = 2.Reg
| 3=3Reg |
4 = 4.Reg

Programm

lyl[yzlm]”l%[ys[”lyslygl : ] : ] i lAusgabeWRITEONLY

Annahme: Elementare Registeroperationen (z.B. arithmetische
Operationen +, x, —, DIV, Vergleiche, bitweises UND bzw. ODER)
konnen in einem Rechenschritt durchgefiihrt werden.
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Divide & Conquer

Uberblick

*]
(*]
(*]
]
]

Losen von Rekursionsgleichungen
Mergesort

Schnelle Multiplikation ganzer Zahlen
Matrixmultiplikation nach Strassen

Schnelle Fourier Transformation
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Divide & Conquer

r: Grundidee

Als erstes zentrales Entwurfsprinzip fiir Algorithmen wollen wir Divide &
Conquer kennenlernen:

Grundidee:
@ Zerlege die Eingabe in mehrere (meistens ungefahr gleich groBe) Teile

o Lose das Problem auf jedem Teil der Eingabe separat (Rekursion!)

@ Fiige die Teillosungen zu einer Gesamtlosung zusammen.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 9 /298



Divide & Conquer
Rekursionsgleichungen

Divide & Conquer fiihrt auf natiirliche Weise zu Rekursionsgleichungen.

Annahmen:
o Eingabe der Lange n wird in a viele Teile der GroBe n/b zerlegt.
@ Zerlegen sowie Zusammenfiigen der Teilldsungen benétigt Zeit g(n).
o Fiir eine Eingabe der Lange 1 betragt die Rechenzeit g(1).

Dies fiihrt fiir die Rechenzeit zu folgender Rekursionsgleichung:

t((1) = g(1)
t(n) = a-t(n/b)+g(n)
Technisches Problem: Was, wenn n nicht durch b teilbar ist?
o Losung 1: Ersetze n/b durch [n/b].
@ Loésung 2: Wir setzen voraus, dass n = b¥ fiir ein k > 0.

Falls dies nicht erfiillt ist: Strecke die Eingabe (Fiir jede Zahl n
existiert ein k > 0 mit n < bk < bn).
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Divide & Conquer
Losen einfacher Rekursionsgleichungen

Theorem 1

Seien a,b € N und b > 1, g : N — N und es gelte die
Rekursionsgleichung:

t(1) = g(1)
t(n) = a-t(n/b)+g(n)
Dann gilt fiir n = b* (d.h. fiir k = log,(n)):

t(n) = zk:ai-g (5) .
i=0
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Divide & Conquer
Losen einfacher Rekursionsgleichungen

Theorem 1

Seien a,b € N und b > 1, g : N — N und es gelte die
Rekursionsgleichung:

t(1) = &(1)
t(n) = a-t(n/b)+g(n)

Dann gilt fiir n = b* (d.h. fiir k = log,(n)):

t(n) = zk:ai-g (5) .
i=0

Beweis: Induktion iliber k.
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Divide & Conquer
Losen einfacher Rekursionsgleichungen

Theorem 1

Seien a,b € N und b > 1, g : N — N und es gelte die
Rekursionsgleichung:

t(1) = &(1)
t(n) = a-t(n/b)+g(n)

Dann gilt fiir n = b* (d.h. fiir k = log,(n)):

t(n) = zk:ai-g (5) .
i=0

Beweis: Induktion iliber k.

k=0:Esgilt n=5%=1und t(1) = g(1).
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Divide & Conquer

Losen einfacher Rekursionsgleichungen

k > 0 : Nach Induktion gilt
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Divide & Conquer
Mastertheorem |

Theorem 2 (Mastertheorem 1)

Seien a, b,c,d € N, mit b > 1 und es gelte die Rekursionsgleichung:
t(l) = d
t(n) = a-t(n/b)+d-n°

Dann gilt fiir alle n der Form b* mit k > 0:

©(n°) falls a < b€
t(n) e { ©(nlogn) fallsa=bc

@(n:gﬁ) falls a > b€

log a

Bemerkung: log b

= log, a. Falls a > b°, so ist log,a > c.
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Divide & Conquer
Beweis Mastertheorem |

Sei g(n) = dn®. Damit gilt nach Theorem 1 mit k = logy, n:

t(n)—d-nc-i<;>i.

=
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Divide & Conquer
Beweis Mastertheorem |

Sei g(n) = dn°. Damit gilt nach Theorem 1 mit k = log, n:

t(n)—d-nc-i<;>i.

=

1. Fall: a < b©

t(n)gd-nC-i(;)i:d.nc-l_la e O(n°).
i=0

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 14 / 298



Divide & Conquer
Beweis Mastertheorem |

Sei g(n) = dn°. Damit gilt nach Theorem 1 mit k = log, n:

t(n)—d-nc-i<;>i.

=

1. Fall: a < b©

t(n)Sd-nc'io:<bac)i:d~nc-1_1a
i=0

€ O(n°).
b

AuBerdem gilt t(n) € Q(n°). Hieraus folgt t(n) € ©(n°).
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Divide & Conquer
Beweis Mastertheorem |

Sei g(n) = dn°. Damit gilt nach Theorem 1 mit k = log, n:
k ani
t(n):d-nc-z<§> .

1. Fall: a < b©

1

t(n)éd'”c'i@)i:d'”c'l—;
i=0 ‘

€ O(n°).

AuBerdem gilt t(n) € Q(n°). Hieraus folgt t(n) € ©(n°).
2. Fall: a = b°

t(n) =(k+1)-d-n° € ©(nlogn).
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Divide & Conquer
Beweis Mastertheorem |

3. Fall a > b©

t(n) = d-n°- <a>i_d.,,6.(ln“_

i

k
e ( |Ogb(”)>

3l085(n)
pe logi( " pelogy(n)

SJogs( n)

€ ©

I
O]

o
_ e<blogb(a)logb )
o

log,(a )
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Divide & Conquer
Strecken der Eingabe macht nichts

Strecken der Eingabe auf b-Potenz Lange andert nichts an der Aussage
des Mastertheorems |.
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Divide & Conquer
Strecken der Eingabe macht nichts

Strecken der Eingabe auf b-Potenz Lange andert nichts an der Aussage
des Mastertheorems |.

Formal: Angenommen die Funktion t erfiillt die Rekursionsgleichung
t(l) = d
t(n) = a-t(n/b)+d-n°

fir b-Potenzen n.
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Divide & Conquer
Strecken der Eingabe macht nichts

Strecken der Eingabe auf b-Potenz Lange andert nichts an der Aussage
des Mastertheorems |.

Formal: Angenommen die Funktion t erfiillt die Rekursionsgleichung
t(l) = d
t(n) = a-t(n/b)+d-n°

fiir b-Potenzen n.

Definiere die Funktion s : N — N durch s(n) = t(m), wobei m die kleinste
b-Potenz groBer-gleich n ist (~» n < m < bn).
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Divide & Conquer
Strecken der Eingabe macht nichts

Strecken der Eingabe auf b-Potenz Lange andert nichts an der Aussage
des Mastertheorems |.

Formal: Angenommen die Funktion t erfiillt die Rekursionsgleichung
t(l) = d
t(n) = a-t(n/b)+d-n°

fiir b-Potenzen n.

Definiere die Funktion s : N — N durch s(n) = t(m), wobei m die kleinste
b-Potenz groBer-gleich n ist (~» n < m < bn).

Dann gilt nach dem Mastertheorem |

O(m°) = ©(n°) falls a < b©

s(n) =t(m) e ©(m°log m) = ©(nlogn) falls a = b¢
log a log a

O(mweb) = O(niesh) falls a > b°
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Divide & Conquer
Mastertheorem I

Theorem 3 (Mastertheorem I1)

Seir>0, Y i_yc <1 und fiir eine Konstante c sei

t(n) < <Z t([a,n1)> +c-n

i=0

Dann gilt t(n) € O(n).
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Divide & Conquer
Beweis Mastertheorem |l

Woaihle ein € > 0 und ein ng > 0 so, dass

r r

S fagn] < (Y ai) -+ (r+1) < (1-<)n
i=0 i=0
fiir alle n > ng.
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Woaihle ein € > 0 und ein ng > 0 so, dass

r r

S fagn] < (Y ai) -+ (r+1) < (1-<)n
i=0 i=0
fiir alle n > ng.

Wahle ein v so, dass ¢ < e und t(n) < n fir alle n < ng.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 18 / 298



Divide & Conquer
Beweis Mastertheorem |l

Woaihle ein € > 0 und ein ng > 0 so, dass

r r

D fain] <O i) n+(r+1)<(1-€)n
i=0 i=0

fiir alle n > ng.

Wahle ein v so, dass ¢ < e und t(n) < n fir alle n < ng.

Fiir den Induktionsschritt (n > ng) gilt:

t(n) < (Z t((a,-,ﬂ)) +cn
i=0
< <i7[a;n]> +cn (mit Induktion)
i=0
< (v(1—-¢)+c¢)n
<

yn
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Divide & Conquer Mergesort

Mergesort

Wir wollen eine Array A der Linge n sortieren, wobei n = 2 fiir ein k > 0.

Algorithmus mergesort

procedure mergesort(/, r)
var m : integer;
begin
if (/ <r) then
m:=(r+1) div 2;
mergesort(/, m);
mergesort(m + 1, r);
merge(/, m, r);
endif
endprocedure
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Divide & Conquer Mergesort

Mergesort

Algorithmus merge

procedure merge(/, m, r)
var i, j, k : integer;
begin
i=1j=m+1,
for k:=1tor—/+1do
if i=m+1or(i<mandj<randA[j] <A[i]) then
BIK] := Aljl; ji=j+1
else
Blk] :=A[i]; i==i+1
endif
endfor
for k:=0to r—/do
A[l + k] := Blk + 1]
endfor
endprocedure
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Divide & Conquer Mergesort

Mergesort

Beachte: merge(/, m, r) arbeitet in Zeit O(r — | + 1).
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Divide & Conquer Mergesort

Mergesort

Beachte: merge(/, m, r) arbeitet in Zeit O(r — | + 1).
Laufzeit: tms(n) =2 - tms(n/2) + d - n fiir Konstante d.
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Divide & Conquer Mergesort

Mergesort

Beachte: merge(/, m, r) arbeitet in Zeit O(r — | + 1).
Laufzeit: tms(n) =2 - tms(n/2) + d - n fiir Konstante d.

Mastertheorem |: tms(n) € ©(nlog n).
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Divide & Conquer Mergesort

Mergesort

Beachte: merge(/, m, r) arbeitet in Zeit O(r — | + 1).
Laufzeit: tms(n) =2 - tms(n/2) + d - n fiir Konstante d.
Mastertheorem |: tms(n) € ©(nlog n).

Wir werden noch sehen, dass O(nlog n) asymptotisch optimal fiir
vergleichsbasierte Sortieralgorithmen ist.
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Divide & Conquer Mergesort

Mergesort

Beachte: merge(/, m, r) arbeitet in Zeit O(r — | + 1).
Laufzeit: tms(n) =2 - tms(n/2) + d - n fiir Konstante d.

Mastertheorem |: tms(n) € ©(nlog n).

Wir werden noch sehen, dass O(nlog n) asymptotisch optimal fiir
vergleichsbasierte Sortieralgorithmen ist.

Nachteil von Mergesort: kein In-Place-Sortieralgorithmus
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Divide & Conquer Mergesort

Mergesort

Beachte: merge(/, m, r) arbeitet in Zeit O(r — | + 1).
Laufzeit: tms(n) =2 - tms(n/2) + d - n fiir Konstante d.
Mastertheorem |: tms(n) € ©(nlog n).

Wir werden noch sehen, dass O(nlog n) asymptotisch optimal fiir
vergleichsbasierte Sortieralgorithmen ist.

Nachteil von Mergesort: kein In-Place-Sortieralgorithmus

Ein Sortieralgorithmus arbeitet In-Place, falls zu jedem Zeitpunkt nur eine
konstante Zahl von Elementen des Eingabearrays A auBerhalb von A
gespeichert wird.
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Divide & Conquer Mergesort

Mergesort

Beachte: merge(/, m, r) arbeitet in Zeit O(r — | + 1).
Laufzeit: tms(n) =2 - tms(n/2) + d - n fiir Konstante d.
Mastertheorem |: tms(n) € ©(nlog n).

Wir werden noch sehen, dass O(nlog n) asymptotisch optimal fiir
vergleichsbasierte Sortieralgorithmen ist.

Nachteil von Mergesort: kein In-Place-Sortieralgorithmus

Ein Sortieralgorithmus arbeitet In-Place, falls zu jedem Zeitpunkt nur eine
konstante Zahl von Elementen des Eingabearrays A auBerhalb von A
gespeichert wird.

Wir werden noch In-Place-Sortieralgorithmen mit einer Laufzeit von
O(nlog n) kennenlernen.
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Multiplikation natiirlicher Zahlen

Wir wollen zwei natiirliche n-bit Zahlen multiplizieren, wobei n = 2 fiir
ein kK > 0.
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Multiplikation natiirlicher Zahlen

Wir wollen zwei natiirliche n-bit Zahlen multiplizieren, wobei n = 2 fiir
ein kK > 0.

Schulmethode: ©(n?) Bit-Operationen.
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Multiplikation natiirlicher Zahlen

Wir wollen zwei natiirliche n-bit Zahlen multiplizieren, wobei n = 2 fiir
ein kK > 0.

Schulmethode: ©(n?) Bit-Operationen.

Anderer Ansatz:

Dabei sind A (C) die ersten und B (D) die letzten n/2 Bits von r (s), d.h.
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Multiplikation natiirlicher Zahlen

Wir wollen zwei natiirliche n-bit Zahlen multiplizieren, wobei n = 2 fiir
ein kK > 0.

Schulmethode: ©(n?) Bit-Operationen.

Anderer Ansatz:

Dabei sind A (C) die ersten und B (D) die letzten n/2 Bits von r (s), d.h.

r=A2"24B;, s=C2"24+D
rs=AC2"+(AD+BC)2"?2+BD
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Multiplikation natiirlicher Zahlen

Wir wollen zwei natiirliche n-bit Zahlen multiplizieren, wobei n = 2 fiir
ein kK > 0.

Schulmethode: ©(n?) Bit-Operationen.

Anderer Ansatz:

Dabei sind A (C) die ersten und B (D) die letzten n/2 Bits von r (s), d.h.

r=A2"24B;, s=C2"24+D
rs=AC2"+(AD+BC)2"?2+BD

Mastertheorem I: tmui(n) = 4 - tmue(n/2) + 0(n) € ©(n?)
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Multiplikation natiirlicher Zahlen

Wir wollen zwei natiirliche n-bit Zahlen multiplizieren, wobei n = 2 fiir
ein kK > 0.

Schulmethode: ©(n?) Bit-Operationen.

Anderer Ansatz:

Dabei sind A (C) die ersten und B (D) die letzten n/2 Bits von r (s), d.h.

r=A2"24B;, s=C2"24+D
rs=AC2"+(AD+BC)2"?2+BD

Mastertheorem I: tmui(n) = 4 - tmue(n/2) + 0(n) € ©(n?)
Nichts gewonnen!
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Schnelle Multiplikation nach A. Karatsuba, 1960

Berechne stattdessen besser rekursiv AC, (A — B)(D — C) und BD.
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Schnelle Multiplikation nach A. Karatsuba, 1960

Berechne stattdessen besser rekursiv AC, (A — B)(D — C) und BD.

Damit:

rs=AC2"+(A-B)(D-C)2"2+(BD+AC)2"?+BD
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Schnelle Multiplikation nach A. Karatsuba, 1960

Berechne stattdessen besser rekursiv AC, (A — B)(D — C) und BD.
Damit:

rs=AC2"+(A-B)(D-C)2"2+(BD+AC)2"?+BD
Gesamtaufwand nach dem Mastertheorem I:

tmuit(n) = 3 tmue(n/2) + ©(n) € @(nﬁ) _ @(n1.58496...).
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Schnelle Multiplikation nach A. Karatsuba, 1960

Berechne stattdessen besser rekursiv AC, (A — B)(D — C) und BD.

Damit:
rs=AC2"+(A—B)(D—C)2"2+(BD+AC)2"?+BD
Gesamtaufwand nach dem Mastertheorem I:
bt (1) = 3 tmute(1/2) + ©(n) € O(niee2) = O(n!58496),

Wir haben also durch den Divide & Conquer Ansatz den Exponenten des
naiven Ansatzes von 2 auf 1.58496... heruntergesetzt.
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Wie schnell kann man Multiplizieren?

1971 konnten Arnold Schonhage and Volker Strassen einen Algorithmus
konstruieren, der zwei n-Bit Zahlen in Zeit O(n log n loglog n) auf einer

Mehrband-Turingmaschine multipliziert.
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Wie schnell kann man Multiplizieren?

1971 konnten Arnold Schonhage and Volker Strassen einen Algorithmus
konstruieren, der zwei n-Bit Zahlen in Zeit O(n log n loglog n) auf einer
Mehrband-Turingmaschine multipliziert.

Der Schonhage-Strassen Algorithmus basiert auf der schnellen
Fouriertransformation (kommt noch) in geeigneten Restklassenringen.
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1971 konnten Arnold Schonhage and Volker Strassen einen Algorithmus
konstruieren, der zwei n-Bit Zahlen in Zeit O(n log n loglog n) auf einer
Mehrband-Turingmaschine multipliziert.

Der Schonhage-Strassen Algorithmus basiert auf der schnellen
Fouriertransformation (kommt noch) in geeigneten Restklassenringen.

In der Praxis ist der Schonhage-Strassen Algorithmus erst fiir Zahlen mit
ca. 10.000 Dezimalstellen schneller als der Karatsuba Algorithmus, denoch
findet er Anwendung in der Praxis.
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Divide & Conquer Multiplikation natiirlicher Zahlen

Wie schnell kann man Multiplizieren?

1971 konnten Arnold Schonhage and Volker Strassen einen Algorithmus
konstruieren, der zwei n-Bit Zahlen in Zeit O(n log n loglog n) auf einer
Mehrband-Turingmaschine multipliziert.

Der Schonhage-Strassen Algorithmus basiert auf der schnellen
Fouriertransformation (kommt noch) in geeigneten Restklassenringen.

In der Praxis ist der Schonhage-Strassen Algorithmus erst fiir Zahlen mit
ca. 10.000 Dezimalstellen schneller als der Karatsuba Algorithmus, denoch
findet er Anwendung in der Praxis.

Erst 2007 konnte der Schonhage-Strassen Algorithmus von Martin Fiirer
geschlagen werden. Sein Algorithmus hat eine Laufzeit von

O(n log n 2'°¢" ). Hierbei ist log* n die Zahl k, so dass log, k-mal
angewendet auf n eine Zahl <1 ergibt.
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Divide & Conquer Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation mittels naiven Divide & Conquer

Seien A = (ajj)1<ij<n und B = (b;j)1<ij<n zwei (n x n)-Matrizen.
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Divide & Conquer Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation mittels naiven Divide & Conquer

Seien A = (ajj)1<ij<n und B = (b;j)1<ij<n zwei (n x n)-Matrizen.

Fiir die Produktmatrix AB = (¢;jj)i<ij<n = C gilt

n
Gij =) aikbi,
k=1

~~ ©(n3) skalare Multiplikationen.
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Divide & Conquer Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation mittels naiven Divide & Conquer

Seien A = (ajj)1<ij<n und B = (b;j)1<ij<n zwei (n x n)-Matrizen.

Fiir die Produktmatrix AB = (¢;jj)i<ij<n = C gilt

n
Gij =) aikbi,
k=1

~~ ©(n3) skalare Multiplikationen.

Divide & Conquer: A, B werden in 4 etwa gleichgroBe Untermatrizen
unterteilt, wobei sich das Produkt AB = C wie folgt darstellen |3sst:

( A A2 > < B B2 ) < Cin G2 >
Azt A B>y Boo (1 C

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015
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Divide & Conquer Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation naiver Divide-and-Conquer

< A1 A1 > < B B2 ) _ < (i1 Ci2 >
Az1 A B>y Boo 1 (o
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Divide & Conquer Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation naiver Divide-and-Conquer

< A1 A1 > < B B2 )
Axp A B>y B>

Dabei ergeben sich folgende Beziehungen:

< (i1 Ci2 >
1 (o

CGi1 = AuBu+ABx
C2 A11B12 + A12B»
Co1 A21B11 + A2 By
Cx = AxnBi+AnBx»
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Matrixmultiplikation naiver Divide-and-Conquer

< A1 A1 > < B B2 )
Axp A B>y B>

Dabei ergeben sich folgende Beziehungen:

< (i1 Ci2 >
1 (o

CGi1 = AuBu+ABx
C2 A11B12 + A12B»
Co1 A21B11 + A2 By
Cx = AxnBi+AnBx»

Also:

t(n) = 8-t(n/2) + O(n?) € O(n®)
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Divide & Conquer Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation naiver Divide-and-Conquer

(

A1
Axp

A1 > < B B2
A B>y B>

)

Dabei ergeben sich folgende Beziehungen:

Ci1
C2
Co1
C2

Also:

A11B11 + A12B1
A11B12 + A12B»
A21B11 + A2 Boy
A21B12 + A2 B

t(n) = 8-t(n/2) + O(n?) € O(n®)

Erneut keine Verbesserung.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen)

Algorithmen
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Divide & Conquer

Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation nach Volker Strassen (1969)

Berechne das Produkt von 2 x 2 Matrizen mit 7 Multiplikationen:

My
Mo
Ms
My
Ms
Ms
Mz

(A12 — A2)(B21 + Ba2)
(A11 + A2)(B11 + Bx2)
(A11 — A21)(B11 + Br2)
(A1 + A12) B
A11(Bi2 — B2)
A2 (B21 — Bi1)
(A21 + A22)Bi1

i
Ci2
Cn
C2

M1 4+ My — My + Mg
My + Ms
Mg + Mz
My — Mz + Ms — My

Markus Lohrey (Universitdt Siegen)
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Divide & Conquer Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation nach Volker Strassen (1969)

Berechne das Produkt von 2 x 2 Matrizen mit 7 Multiplikationen:

My
Mo
Ms
My
Ms
Ms
Mz

Laufzeit:

Markus Lohrey

= (A2 — Ax)(B21 + B22) Ci1
= (A11 + Ax)(B11 + B22) Ci2
= (A11 — Ax)(Bu + Br2) Co1
= (A1 + An)Bx C2

A11(B12 — B22)
A22(Bo1 — Bi1)

= (A1 + A»)Bui

t(n) =7-t(n/2) + ©(n?).

(Universitéat Siegen) Algorithmen

M1 4+ My — My + Mg
My + Ms
Mg + Mz
My — Mz + Ms — My
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Divide & Conquer Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation nach Volker Strassen (1969)

Berechne das Produkt von 2 x 2 Matrizen mit 7 Multiplikationen:

My
Mo
Ms
My
Ms
Ms
Mz

(A12 — A2)(B21 + Ba2) Cui1
(A11 + A2)(B11 + Bx2) Ci2
(A11 — A21)(B11 + Br2) Cn
(A1 + A12) B C2

A11(B12 — B22)
A22(Bo1 — Bi1)
(A21 + A22)Bi1

Laufzeit: t(n) =7 - t(n/2) + ©(n?).
Mastertheorem | (a =7, b=2, c =2):
t(n) € O(ro%:7) = O(n261-)

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen

M1 4+ My — My + Mg
My + Ms
Mg + Mz
My — Mz + Ms — My
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Divide & Conquer Matrixmultiplikation

Die Geschichte nach Strassen

Strassens Resultat wurde iiber die Jahre stetig verbessert:
@ Strassen 1969: n>81-
@ Pan 1979: n?7%:-
@ Bini, Capovani, Romani, Lotti 1979: n2:78...
@ Schénhage 1981: n?522-
@ Romani 1982: 517
o Coppersmith, Winograd 1981: n2496--
@ Strassen 1986: n%#79-
@ Coppersmith, Winograd 1987: n?376--
@ Stothers 2010: n?374-
@ Williams 2011: n%3727
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Konvolution von Polynomen

Betrachte zwei Polynome (mit Koeffizienten etwa aus C):
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Konvolution von Polynomen

Betrachte zwei Polynome (mit Koeffizienten etwa aus C):
f(x) = a0+ arx+axx®+---apx", g(x) = bg+ bix+ box?+- - - bypx™
reprasentiert durch ihre Koeffizientenfolgen
f=1(a0,---,an,ant1,---,an-1), & = (bo,--., bm, bm+1,--.,by-1)

wobei N=n+m+1, apy1=---=ay-1=bpy1=---=by_1=0.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Konvolution von Polynomen

Betrachte zwei Polynome (mit Koeffizienten etwa aus C):
f(x) = ap +arx +apx® +--- apx", g(x) = by + bix+ bax?® + - bypx™
reprasentiert durch ihre Koeffizientenfolgen
f=1(a0,---,an,ant1,---,an-1), & = (bo,--., bm, bm+1,--.,by-1)

wobei N=n+m+1, apy1=---=ay-1=bpy1=---=by_1=0.
Wir wollen das Produktpolynom

(fg)(x) = agbo + (a1bo + aghy)x + - - - + (apby—_1+ - - -+ an_1bo)xV 1
berechnen, welches durch die Koeffizientenfolge

fg = (aobo, a1bg + aoby, ..., a0by—1 + - - + an—1bo),
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Konvolution von Polynomen

Betrachte zwei Polynome (mit Koeffizienten etwa aus C):
f(x) = ap +arx +apx® +--- apx", g(x) = by + bix+ bax?® + - bypx™
reprasentiert durch ihre Koeffizientenfolgen
f=1(a0,---,an,ant1,---,an-1), & = (bo,--., bm, bm+1,--.,by-1)

wobei N=n+m+1, apy1=---=ay-1=bpy1=---=by_1=0.

Wir wollen das Produktpolynom

(fg)(x) = agbo + (a1bo + aghy)x + - - - + (apby—_1+ - - -+ an_1bo)xV 1
berechnen, welches durch die Koeffizientenfolge

fg = (aobo, a1bo + b1, ..., a0by-1 + - - + an—1bo),

(die Konvolution der Folgen f und g) reprasentiert wird.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Punktreprasentation von Polynomen

Naive Berechnung von fg: O(N?) skalare Operationen
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Punktreprasentation von Polynomen

Naive Berechnung von fg: O(N?) skalare Operationen

FFT (nach James Cooley und John Tukey, 1965) reduziert die Zeit auf
O(N log(N))
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Punktreprasentation von Polynomen

Naive Berechnung von fg: O(N?) skalare Operationen

FFT (nach James Cooley und John Tukey, 1965) reduziert die Zeit auf
O(N log(N))

Grundidee: Punktreprasentation von Polynomen

Ein Polynom f vom Grad N — 1 kann eindeutig durch die Folge der Werte

(f(§0)a f(gl)a RS f(CN—l))

reprasentiert werden, wobei (p,...,(ny—1 N verschiedene Werte aus dem
Grundbereich (z.B. komplexe Zahlen), sind.
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O(N log(N))
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Ein Polynom f vom Grad N — 1 kann eindeutig durch die Folge der Werte

(f(§0)a f(gl)a RS f(CN—l))

reprasentiert werden, wobei (p,...,(ny—1 N verschiedene Werte aus dem
Grundbereich (z.B. komplexe Zahlen), sind.

Offensichtlich gilt (fg)(¢) = f(¢)g(¢) ~
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Punktreprasentation von Polynomen

Naive Berechnung von fg: O(N?) skalare Operationen

FFT (nach James Cooley und John Tukey, 1965) reduziert die Zeit auf
O(N log(N))

Grundidee: Punktreprasentation von Polynomen

Ein Polynom f vom Grad N — 1 kann eindeutig durch die Folge der Werte

(f(g())a f(gl)a RS f(CN—l))

reprasentiert werden, wobei (p,...,(ny—1 N verschiedene Werte aus dem
Grundbereich (z.B. komplexe Zahlen), sind.

Offensichtlich gilt (fg)(¢) = f(¢)g(¢) ~

Die Punktreprasentation der Konvolution von f und g kann in Zeit O(N)
aus den Punktreprasentationen von f und g berechnet werden.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Grundprinzip der FFT

Grundprinzip der schnellen Fourier Transformation (FFT):

Koeffizientenrepr. von f und g

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 31 /298



Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Grundprinzip der FFT

Grundprinzip der FFT:

Koeffizientenrepr. von f und g

Auswertung

Punktrepr. f und g
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Grundprinzip der FFT

Grundprinzip der schnellen Fourier Transformation (FFT):

Koeffizientenrepr. von f und g

Auswertung

ktweises x
Punktrepr. f und g punfeweises = Punktrepr. fg
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Grundprinzip der FFT

Grundprinzip der schnellen Fourier Transformation (FFT):

Koeffizientenrepr. von f und g Koeffizientenrepr. von fg

Auswertung Interpolation

ktweises x
Punktrepr. f und g punfeweises = Punktrepr. fg

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 31 /298



Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Einheitswurzeln

Der entscheidende Punkt ist die Auswahl der Punkte (o, (1,. .., n—1-

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 32 /298



Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Einheitswurzeln

Der entscheidende Punkt ist die Auswahl der Punkte (o, (1,. .., n—1-

Annahme: Die Koeffizienten der Polynome stammen aus einem Kérper T,

so dass gilt:
@ N hat ein multiplikatives Inverses in IF, d.h. die Charakteristik von [F

teilt nicht N.
@ Das Polynom XN — 1 hat N verschiedene Nullstellen — die N-ten
Einheitswurzeln — welche sich als w’ (0 < i < N) fiir eine Nullstelle w

schreiben lassen.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Einheitswurzeln

Der entscheidende Punkt ist die Auswahl der Punkte (o, (1,. .., n—1-

Annahme: Die Koeffizienten der Polynome stammen aus einem Kérper T,
so dass gilt:
@ N hat ein multiplikatives Inverses in IF, d.h. die Charakteristik von [F
teilt nicht N.
@ Das Polynom XN — 1 hat N verschiedene Nullstellen — die N-ten
Einheitswurzeln — welche sich als w’ (0 < i < N) fiir eine Nullstelle w
schreiben lassen.

Fiir F = C sind die N-ten Einheitswurzeln etwa von der Form «/

vl

(0<j < N), wobei w=en.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Einheitswurzeln

Der entscheidende Punkt ist die Auswahl der Punkte (o, (1,. .., n—1-

Annahme: Die Koeffizienten der Polynome stammen aus einem Kérper T,
so dass gilt:

@ N hat ein multiplikatives Inverses in IF, d.h. die Charakteristik von [F
teilt nicht N.

@ Das Polynom XN — 1 hat N verschiedene Nullstellen — die N-ten
Einheitswurzeln — welche sich als w’ (0 < i < N) fiir eine Nullstelle w
schreiben lassen.

Fiir F = C sind die N-ten Einheitswurzeln etwa von der Form «/

vl

(0<j < N), wobei w=en.

Die Nullstelle w wird auch als primitive N-te Einheitswurzel bezeichnet.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Einheitswurzeln

Einige niitzliche Fakten aus der Algebra:

Sei w eine primitive N-te Einheitswurzel.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Einheitswurzeln

Einige niitzliche Fakten aus der Algebra:

Sei w eine primitive N-te Einheitswurzel.

o Fiiralle i,j € Z gilt: w' =« gdw. i=j mod N.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 33 /298



Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Einheitswurzeln

Einige niitzliche Fakten aus der Algebra:

Sei w eine primitive N-te Einheitswurzel.
o Fiiralle i,j € Z gilt: w' =« gdw. i=j mod N.
@ Fiir i € Z ist w' eine primitive N-te Einheitswurzel g.d.w.
ggT(i,N) =1 (wobei ggT(i, N) der groBte gemeinsame Teiler von |
und N ist).
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Einheitswurzeln

Einige niitzliche Fakten aus der Algebra:

Sei w eine primitive N-te Einheitswurzel.
o Fiiralle i,j € Z gilt: w' =« gdw. i=j mod N.
@ Fiir i € Z ist w' eine primitive N-te Einheitswurzel g.d.w.
ggT(i,N) =1 (wobei ggT(i, N) der groBte gemeinsame Teiler von |
und N ist).

@ Insbesondere ist w1 = wN-1

eine primitive N-te Einheitswurzel.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Fixiere eine primitive N-te Einheitswurzel w.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Fixiere eine primitive N-te Einheitswurzel w.
Wir wihlen die Punkte ¢; = w' (0 < i < N — 1) fiir die Auswertung von f

und g.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Fixiere eine primitive N-te Einheitswurzel w.

Wir wihlen die Punkte ¢; = w' (0 < i < N — 1) fiir die Auswertung von f
und g.

Auswertung von f = ag + aix + - - - any—_1xV~1 an den Punkten
WO =1,wh, ..., wN"1 l5uft auf eine Matrixmultiplikation hinaus:

1 1 1 e 1 ER f(1)
| w? s W a f(w)
1 w? w* e RN a | =| f(w?)
1 oN-1 2(N-1) w(N-1)? an_1 f(in—l)
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Fixiere eine primitive N-te Einheitswurzel w.

Wir wihlen die Punkte ¢; = w' (0 < i < N — 1) fiir die Auswertung von f
und g.

Auswertung von f = ag + aix + - - - any—_1xV~1 an den Punkten
WO =1,wh, ..., wN"1 l5uft auf eine Matrixmultiplikation hinaus:

1 1 1 e 1 ao f(1)
| w? s W a f(w)
1 w? w* e RN a | =| f(w?)
1 oN-1 2n-1) . (N-1)? aN.—l f(in—l)

Die durch die Matrix Fy(w) = (w¥)o<;j<n realisierte lineare Abbildung
wird als diskrete Fourier Transformation bezeichnet.
WS 2014/2015 34 /298
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Inverse FFT

(Fn(w))~t = & Fn(w™t), d.h. das Inverse der Matrix (w)o<; j<n ist

(‘”—,:,U (beachte: w=! ist eine primitive N-te Einheitswurzel).
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Inverse FFT

(Fn(w))~t = & Fn(w™t), d.h. das Inverse der Matrix (w)o<; j<n ist

(<) (beachte: w™L ist eine primitive N-te Einheitswurzel)
0<ij<N

Beweis: Da xN —1=(x—1)- ZjN;OI xJ gilt, ist jedes w' fiir 0 <i < N

eine Nullstelle von ZJ-N;()l P
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Inverse FFT

(Fn(w))~t = & Fn(w™t), d.h. das Inverse der Matrix (w)o<; j<n ist

(<) (beachte: w™L ist eine primitive N-te Einheitswurzel)
0<ij<N

Beweis: Da xN —1=(x—1)- ZjN;OI xJ gilt, ist jedes w' fiir 0 <i < N
eine Nullstelle von ZJ-N;()l P

Daher gilt fiir alle 0 <7 < N:

= . Joo fallsi>o
> i~

— N falls i =0
j=0
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Inverse FFT

(Fn(w))~t = & Fn(w™t), d.h. das Inverse der Matrix (w)o<; j<n ist

(<) (beachte: w™L ist eine primitive N-te Einheitswurzel)
0<ij<N

Beweis: Da xN —1=(x—1)- ZjN;OI xJ gilt, ist jedes w' fiir 0 <i < N

eine Nullstelle von ZJ-N;Ol P
Daher gilt fiir alle 0 <7 < N:
& (o falsi>o0
>~
— N falls i =0
j=0
Wir erhalten fiir alle 0 < /,j < N:
0 falls i # §

N—-1 N—1
wik—k — Wki=i) —
kz_;) kz_;) N falls i =4
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Wir miissen nun noch die diskrete Fouriertransformation
f— FN(w)f

(wobei f = (ag, a1, ...,an_1)7) in Zeit O(Nlog(N)) berechnen.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 36 / 298



Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Wir missen nun noch die diskrete Fouriertransformation
f— FN(w)f
(wobei f = (ag, a1, ...,an_1)7) in Zeit O(Nlog(N)) berechnen.

Dann kann die inverse diskrete Fouriertransformation (= Interpolation)

h— (Fy(w)) th= %FN(W_l)h

in der gleichen Zeitschranke berechnet werden.
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FFT mittels Divide & Conquer

Wir missen nun noch die diskrete Fouriertransformation
f— FN(w)f
(wobei f = (ag, a1, ...,an_1)7) in Zeit O(Nlog(N)) berechnen.

Dann kann die inverse diskrete Fouriertransformation (= Interpolation)

h— (Fy(w)) th= %FN(W_l)h

in der gleichen Zeitschranke berechnet werden.
Die “Schulmethode” fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

bendtigt Zeit O(N?): kein Gewinn gegeniiber der “Schulmethode” fiir
Polynommultiplikation.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Wir missen nun noch die diskrete Fouriertransformation
f— FN(w)f
(wobei f = (ag, a1, ...,an_1)7) in Zeit O(Nlog(N)) berechnen.

Dann kann die inverse diskrete Fouriertransformation (= Interpolation)

h— (Fy(w)) th= %FN(W_l)h

in der gleichen Zeitschranke berechnet werden.

Die “Schulmethode” fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor
bendtigt Zeit O(N?): kein Gewinn gegeniiber der “Schulmethode” fiir
Polynommultiplikation.

Wir berechnen Fy(w)f = (w¥)o<;j<nf mittel Divide & Conquer.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Angenommen N ist gerade. Fiir f(x) = ag + a;x + - - + ay_1xVN 7! sei

fo(x) = ap + apx? + agx* + - ay_oxN2?
-~ 2 N=-2
fo(x) = ap + axx + agx“ + -+ - + ay_ox 2

fi(x a1 + azx® + asx* + -+ ay_1x

f(x

)
)
)
)

a1+ asx +asx®> + -+ ay_1x 2
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Angenommen N ist gerade. Fiir f(x) = ap + aix + -+ ay_1x" " sei

fo(x) = ap + anx? + agx* + - ay_oxN~
ﬁ)(x = a0+ ax+ agx’+ -+ ay_ox 7

N-2

) =
) =
fi(x) = a1+ a3x? + asx* + -+ ay_1x
A(X) = a1 +asx +asx> + - +ay_1x 2
) =

Also: f(x) = fo(x) + xf(x), fo(x) = fo(x2) und fi(x) = A (x2).
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FFT mittels Divide & Conquer

Angenommen N ist gerade. Fiir f(x) = ag + a;x + - - + ay_1xVN 7! sei

fo(x) = ap + apx? + agx* + - ay_oxN2?
-~ 2 N=-2
fo(x) = ap + axx + agx“ + -+ - + ay_ox 2

N-2

f(x) = a1 +asx® +asx* + - +ay_1x""

E(X =a;+asx+asx’+ -+ aN_1x¥
Also: f(x) = fo(x) + xf(x), fo(x) = fo(x2) und fi(x) = A (x2).

Die Polynome fo(x) und fl(x) haben Grad < %

)
)
)
)
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Angenommen N ist gerade. Fiir f(x) = ag + a;x + - - + ay_1xVN 7! sei
fo(x) = ap + apx? + agx* + - ay_oxN2?
N—
ﬁ)(x —ag+ axx +agx® +---+ a,\/,sz2

=a + 33x2 + a5x4 + -+ an—1Xx
fl(x — a1+ azx+ agx> + -+ aN_1x¥

Also: £(x) = fo(x) + xfi(x), fox) = o(x2) und fi(x) = f(x2).
Die Polynome fo(x) und fl(x) haben Grad < %

Sei 0 < i < N. Da w? eine primitive X-Einheitswurzel ist, gilt:
p 2 g

)=
)=
fi(x) =
)=

(Fn(w)fo)i = fo(w') = fo(w?) = Fy(w? ™edN) =
fo(w2imod )y = F((w?)imed 2y = (F%(wz)%)imd%?
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Wir erhalten

Fu (w%)

Fu(w)f = (Fg(uﬂ)%

und analog

Fu (w2)?1>

2 —~
Fn (w2)f1
2

FN(w)fl = (
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Wir erhalten

Fn(w)fo = (

und analog

=h)

FN(w2)f0

FN(w2)f0
(w?)h >
Fu(w?)

Mit f(x) = fo(x) + xf(x) folgt

FN(w)fl = (

N\Z M\Z

=h)

Fn(w)f = Fy(w)fo + (Fy(w)x o Fy(w)f),

wobei Fy(w)x = (1,w,w?,...,wN"1)T und “o" die punktweise
Multiplikation von Vektoren bezeichnet.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Wir haben somit die Berechnung von Fy(w)f reduziert auf:

@ Die Berechnung von Fﬂ(w2)% und Fﬂ(wQ)fl
2 2
(2 FFTs der Dimension N/2)

@ O(N) viele weitere arithmetische Operationen.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Wir haben somit die Berechnung von Fy(w)f reduziert auf:

@ Die Berechnung von Fg(wz)fo und Fﬂ(wQ)fl
2 2
(2 FFTs der Dimension N/2)

@ O(N) viele weitere arithmetische Operationen.
Wir erhalten somit die Rekursionsgleichung
Tfft(N) = 2Tfft(N/2) + dN

fir eine Konstante d.
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

FFT mittels Divide & Conquer

Wir haben somit die Berechnung von Fy(w)f reduziert auf:

@ Die Berechnung von Fg(wz)fo und Fﬂ(wQ)fl
2 2
(2 FFTs der Dimension N/2)

@ O(N) viele weitere arithmetische Operationen.
Wir erhalten somit die Rekursionsgleichung
Tie(N) = 2T (N/2) + dN
fiir eine Konstante d.
Mastertheorem | (a=b=2,c =1):

Tie(N) € O(N log N).
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Grundprinzip der FFT:

Koeffizientenrepr. von f und g

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 40 / 298



Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Grundprinzip der FFT:

Koeffizientenrepr. von f und g

Fn(w)
O(N log(N)) | Auswertung

Punktrepr. f und g
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Grundprinzip der FFT:

Koeffizientenrepr. von f und g

Fn(w)
O(N log(N)) | Auswertung

punktweises X
Punktrepr. f und Punktrepr. f
p g O(N) pr. 18
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Divide & Conquer Schnelle Fourier Transformation

Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Grundprinzip der FFT:

Koeffizientenrepr. von f und g Koeffizientenrepr. von fg
Fn(w)
O(N log(N)) | Auswertung Interpolation | O(N log(N))
%FN(W_I)
punktweises X
Punktrepr. f und Punktrepr. fg
p g O(N) pr. 18

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 40 / 298



Sortieren

Uberblick

@ Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen
@ Quicksort

@ Heapsort
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Ein Sortieralgorithmus ist vergleichsbasiert falls die Elemente des Arrays
einen Datentypen bilden, dessen einzige Operation der Vergleich zweier
Elemente ist.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Ein Sortieralgorithmus ist vergleichsbasiert falls die Elemente des Arrays
einen Datentypen bilden, dessen einzige Operation der Vergleich zweier
Elemente ist.
Wir gehen fiir die folgende Betrachtung davon aus, dass das Input-Array
A[1, ..., n] folgende Eigenschaften hat:

o Alil €{1,...,n} furallel <i<n.

o Alil # A[j] fir i #j

WS 2014/2015 42 / 298

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen



Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Ein Sortieralgorithmus ist vergleichsbasiert falls die Elemente des Arrays
einen Datentypen bilden, dessen einzige Operation der Vergleich zweier

Elemente ist.

Wir gehen fiir die folgende Betrachtung davon aus, dass das Input-Array
A[1, ..., n] folgende Eigenschaften hat:

o Alil €{1,...,n} furallel <i<n.

o Alil # A[j] fir i #j

In anderen Worten: Die Eingabe ist eine Permutation der Liste [1,2,..., n].
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Ein Sortieralgorithmus ist vergleichsbasiert falls die Elemente des Arrays
einen Datentypen bilden, dessen einzige Operation der Vergleich zweier
Elemente ist.

Wir gehen fiir die folgende Betrachtung davon aus, dass das Input-Array
A[1, ..., n] folgende Eigenschaften hat:

o Alil €{1,...,n} furallel <i<n.

o Alil # A[j] fir i #j

In anderen Worten: Die Eingabe ist eine Permutation der Liste [1,2,..., n].

Der Sortieralgorithmus soll diese Liste sortieren.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Ein Sortieralgorithmus ist vergleichsbasiert falls die Elemente des Arrays
einen Datentypen bilden, dessen einzige Operation der Vergleich zweier
Elemente ist.

Wir gehen fiir die folgende Betrachtung davon aus, dass das Input-Array
A[1, ..., n] folgende Eigenschaften hat:

o Alil €{1,...,n} furallel <i<n.
o Alil # A[j] fir i #j
In anderen Worten: Die Eingabe ist eine Permutation der Liste [1,2,..., n].

Der Sortieralgorithmus soll diese Liste sortieren.

Andere Sichtweise: Der Sortieralgorithmus soll die Permutation
[i1, f2, ..., in] ausgeben, so dass A[ix] = k fiir alle 1 < k < n gilt.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Ein Sortieralgorithmus ist vergleichsbasiert falls die Elemente des Arrays
einen Datentypen bilden, dessen einzige Operation der Vergleich zweier
Elemente ist.

Wir gehen fiir die folgende Betrachtung davon aus, dass das Input-Array
A[1, ..., n] folgende Eigenschaften hat:

o Alil €{1,...,n} furallel <i<n.

o Alil # A[j] fir i #j

In anderen Worten: Die Eingabe ist eine Permutation der Liste [1,2,..., n].
Der Sortieralgorithmus soll diese Liste sortieren.

Andere Sichtweise: Der Sortieralgorithmus soll die Permutation
[i1, f2, ..., in] ausgeben, so dass A[ix] = k fiir alle 1 < k < n gilt.

Beispiel: Bei Eingabe [2,3,1] soll [3,1, 2] ausgegeben werden.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Worst-Case

Fiir jeden vergleichsbasierten Sortieralgorithmus und jedes n existiert ein
Array der Lange n, auf dem der Algorithmus mindestens

nlog,(n) — logy(e)n > nlogy(n) — 1,443n

viele Vergleiche macht.
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Untere Schranke fiir den Worst-Case

Fiir jeden vergleichsbasierten Sortieralgorithmus und jedes n existiert ein
Array der Lange n, auf dem der Algorithmus mindestens

nlog,(n) — logy(e)n > nlogy(n) — 1,443n

viele Vergleiche macht.

Beweis: Wir fiihren den Algorithmus in Gedanken auf einem Array
A[l,...,n] aus, ohne dabei die konkreten Werte A[i] zu kennen.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Worst-Case

Fiir jeden vergleichsbasierten Sortieralgorithmus und jedes n existiert ein
Array der Lange n, auf dem der Algorithmus mindestens

nlog,(n) — logy(e)n > nlogy(n) — 1,443n

viele Vergleiche macht.

Beweis: Wir fiihren den Algorithmus in Gedanken auf einem Array
A[l,...,n] aus, ohne dabei die konkreten Werte A[i] zu kennen.

Dies ergibt einen Entscheidungsbaum, der wie folgt konstruiert ist.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Worst-Case

Theorem 5

Fiir jeden vergleichsbasierten Sortieralgorithmus und jedes n existiert ein
Array der Lange n, auf dem der Algorithmus mindestens

nlog,(n) — logy(e)n > nlogy(n) — 1,443n

viele Vergleiche macht.

Beweis: Wir fiihren den Algorithmus in Gedanken auf einem Array
A[l,...,n] aus, ohne dabei die konkreten Werte A[i] zu kennen.

Dies ergibt einen Entscheidungsbaum, der wie folgt konstruiert ist.

Angenommen, der Algorithmus vergleicht als erstes A[i] und A[j].
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Worst-Case

Theorem 5

Fiir jeden vergleichsbasierten Sortieralgorithmus und jedes n existiert ein
Array der Lange n, auf dem der Algorithmus mindestens

nlog,(n) — logy(e)n > nlogy(n) — 1,443n

viele Vergleiche macht.

Beweis: Wir fiihren den Algorithmus in Gedanken auf einem Array
A[l,...,n] aus, ohne dabei die konkreten Werte A[i] zu kennen.

Dies ergibt einen Entscheidungsbaum, der wie folgt konstruiert ist.
Angenommen, der Algorithmus vergleicht als erstes A[i] und A[j].

Wir beschriften die Wurzel des Entscheidungsbaums mit i : j.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Worst-Case

Theorem 5
Fiir jeden vergleichsbasierten Sortieralgorithmus und jedes n existiert ein
Array der Lange n, auf dem der Algorithmus mindestens

nlog,(n) — logy(e)n > nlogy(n) — 1,443n

viele Vergleiche macht.

Beweis: Wir fiihren den Algorithmus in Gedanken auf einem Array
A[l,...,n] aus, ohne dabei die konkreten Werte A[i] zu kennen.

Dies ergibt einen Entscheidungsbaum, der wie folgt konstruiert ist.
Angenommen, der Algorithmus vergleicht als erstes A[i] und A[j].
Wir beschriften die Wurzel des Entscheidungsbaums mit i : j.

Der linke (rechte) Teilbaum ergibt sich, indem wir den Algorithmus unter
der Annahme A[i] < A[j] (A[i/] > A[j]) weiter laufen lassen.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Worst-Case

Dies ergibt einen Binarbaum mit n! vielen Blattern, denn jede
Eingabepermutation muss zu einem anderen Blatt fiihren.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Worst-Case

Dies ergibt einen Binarbaum mit n! vielen Blattern, denn jede
Eingabepermutation muss zu einem anderen Blatt fiihren.

Beispiel: Hier ist ein Eintscheidungsbaum fiir das Sortieren eines Arrays
der Lange 3.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Worst-Case

Beachte: Die Tiefe (= max. Anzahl der Kanten von der Wurzel zu einem
Blatt) des Entscheidunbsbaums ist die maximale Anzahl von Vergleichen
des Algorithmus auf einem Array der Lange n.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Worst-Case

Beachte: Die Tiefe (= max. Anzahl der Kanten von der Wurzel zu einem
Blatt) des Entscheidunbsbaums ist die maximale Anzahl von Vergleichen
des Algorithmus auf einem Array der Lange n.

Ein Bindrbaum mit N vielen Blattern hat Tiefe mindestens log,(/V).
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Worst-Case

Beachte: Die Tiefe (= max. Anzahl der Kanten von der Wurzel zu einem
Blatt) des Entscheidunbsbaums ist die maximale Anzahl von Vergleichen
des Algorithmus auf einem Array der Lange n.

Ein Bindrbaum mit N vielen Blattern hat Tiefe mindestens log,(/V).
Stirlings Formel (wir benétigen nur n! > +/2wn(n/e)") impliziert

log,(n!) > nlogy(n) — logy(e)n + Q(log n) > nlog,(n) — 1,443n.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 45 / 298



Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Worst-Case

Beachte: Die Tiefe (= max. Anzahl der Kanten von der Wurzel zu einem
Blatt) des Entscheidunbsbaums ist die maximale Anzahl von Vergleichen
des Algorithmus auf einem Array der Lange n.

Ein Bindrbaum mit N vielen Blattern hat Tiefe mindestens log,(/V).
Stirlings Formel (wir benétigen nur n! > +/2wn(n/e)") impliziert
log,(n!) > nlogy(n) — logy(e)n + Q(log n) > nlog,(n) — 1,443n.

Also gibt es eine Eingabepermutation, fiir die der Algorithmus mindestens
nlog,(n) — 1,443n viele Vergleiche macht. O
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Average-Case

Ein vergleichsbasierter Sortieralgorithmus macht sogar auf fast allen
Permutationen mindestens nlog,(n) — 2,443n viele Vergleiche.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Average-Case

Ein vergleichsbasierter Sortieralgorithmus macht sogar auf fast allen
Permutationen mindestens nlog,(n) — 2,443n viele Vergleiche.

Theorem 6

Fiir jeden vergleichsbasierten Sortieralgorithmus gilt: Der Anteil aller
Permutationen, auf denen der Algorithmus mindestens

logo(n!) — n > nlogy(n) — 2,443n

viele Vergleiche macht, ist mindestens 1 — 2~"+1.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Average-Case

Ein vergleichsbasierter Sortieralgorithmus macht sogar auf fast allen
Permutationen mindestens nlog,(n) — 2,443n viele Vergleiche.

Theorem 6

Fiir jeden vergleichsbasierten Sortieralgorithmus gilt: Der Anteil aller
Permutationen, auf denen der Algorithmus mindestens

logo(n!) — n > nlogy(n) — 2,443n

viele Vergleiche macht, ist mindestens 1 — 2~"+1,

Fiir den Beweis bendtigen wir ein einfaches Lemma:

Sei A C {0,1}* mit |A| = N, und sei 1 < n < log,(N). Dann haben
mindestens (1 — 2= "TY)N viele Wérter in A Linge > log,(N) — n.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Average-Case

Betrachte nun wieder den Entscheidungsbaum; er hat n! Blatter, und jedes
Blatt entspricht einer Permutation der Zahlen {1,..., n}.
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Average-Case

Betrachte nun wieder den Entscheidungsbaum; er hat n! Blatter, und jedes
Blatt entspricht einer Permutation der Zahlen {1,..., n}.

Jede der n! vielen Permutationen kann daher durch ein Wort iiber dem
Alphabet {0,1} reprdsentiert werden:

@ 0 bedeutet: Gehe im Entscheidungsbaum zum linken Kind.

@ 1 bedeutet: Gehe im Entscheidunbsbaum zum rechten Kind.

Lemma 7 ~ Der Entscheidungsbaum hat mindestens (1 —2~"+1)n! viele
Waurzel-Blatt Pfade der Lange > log,(n!) — n > nlogy(n) — 2,443n. O
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Average-Case

Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt im Durchschnitt
mindestens nlog,(n) — 2,443n viele Vergleiche zum Sortieren eines Arrays
der Lange n (fiir n groB genug).
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Sortieren Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Untere Schranke fiir den Average-Case

Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt im Durchschnitt
mindestens nlog,(n) — 2,443n viele Vergleiche zum Sortieren eines Arrays
der Lange n (fiir n groB genug).

Beweis: Wegen Theorem 6 werden im Durchschnitt mindestens

(1—27""1) . (logy(n!) — n) 4+ 271

log,(n!) —n—1
logo(n!) — n — 2( 2?11 >
I N—n-1
nlog,(n) — 2,443n + Q(log, n) — ogz(n2?7_1 L >

nlog,(n) — 2,443n

viele Vergleiche gemacht. [
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Quicksort

Der Quicksort-Algorithmus (Tony Hoare, 1962):
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Quicksort

Der Quicksort-Algorithmus (Tony Hoare, 1962):

@ Wahle ein Array-Element A[i] (das Pivotelement).

@ Partitionieren: Sortiere das Array so um, so dass links (bzw. rechts)
vom Pivoelement alle Elemente stehen die kleiner gleich (bzw. groBer)
als das Pivoelement sind (benétigt n — 1 Vergleiche).
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@ Partitionieren: Sortiere das Array so um, so dass links (bzw. rechts)
vom Pivoelement alle Elemente stehen die kleiner gleich (bzw. groBer)
als das Pivoelement sind (benétigt n — 1 Vergleiche).

@ Wende den Algorithmus rekursiv auf die Subarrays links und rechts
vom Pivoelement an.

Kritisch: die Wahl des Pivotelements.

o Laufzeit ist optimal, falls das Pivotelement gleich dem mittleren
Element des Feldes (Median) ist.
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Quicksort

Der Quicksort-Algorithmus (Tony Hoare, 1962):

@ Wahle ein Array-Element A[i] (das Pivotelement).

@ Partitionieren: Sortiere das Array so um, so dass links (bzw. rechts)
vom Pivoelement alle Elemente stehen die kleiner gleich (bzw. groBer)
als das Pivoelement sind (benétigt n — 1 Vergleiche).

@ Wende den Algorithmus rekursiv auf die Subarrays links und rechts
vom Pivoelement an.

Kritisch: die Wahl des Pivotelements.

o Laufzeit ist optimal, falls das Pivotelement gleich dem mittleren
Element des Feldes (Median) ist.

@ In der Praxis bewahrt: die Median-aus-Drei-Methode.
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Sortieren Quicksort

Partitionieren

Zunichst geben wir die Prozedur zum Partitionieren eines Subarrays
All, ..., r] bzgl. eines Pivotelements P = A[p] an, wobei ¢ < r und
(< p <r gelte.

Ergebnis dieser Prozedur ist ein Index m € {¢,...,r — 1}, der folgende
Eigenschaften erfiillt:

o Alk] < P firalle { < k<m

o Alk] > Pfiralle m+1<k<r
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Partitionieren

Algorithmus Partitionieren

function partitioniere(A[(. .. r] : array of integer, p : integer) : integer
begin

swap(p, r);
P = Alr];
=01

for j:==/(tor—1do
if A[j] < P then
i=i+1;
swap(i, j)
endif
endfor
swap(i +1,r)
return / + 1
endfunction
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Sortieren Quicksort

Partitionieren

Folgende Invarianten gelten vor jeder Iteration der for-Schleife:
o Alr]="P
o Firalle{ < k <igilt AK]<P
o Firallei+1<k<j—1gilt Alk] > P
Somit gilt vor der return-Anweisung:
o Akl < Pfirallet<k<i+1
o Alk] > Pfirallei+2<k<r
@ Ali+1]=P

Beachte: partitioniere(A[(. .. r]) macht r — ¢ viele Vergleiche.
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Quicksort

Algorithmus Quicksort

procedure quicksort(A[(...r] : array of integer)
begin
if £ < r then
p := Index des Medians von A[¢], A[(¢ + r) div 2], A[r];
m := partitioniere(A[(...r], p);
quicksort(A[(...m — 1]);
quicksort(A[m+1...r]);
endif
endprocedure

Worst-Case Laufzeit: O(n?).

Tritt ein, wenn nach jedem Aufruf von partitioniere(A[(...r], p) eines der
beiden Teilarrays (A[¢...m — 1] oder Alm+ 1...r]) leer ist.
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Sortieren Quicksort

Quicksort: Durschnittsanalyse

Durchschnittsanalyse unter der Annahme einer zufalliger Auswahl des
Pivotelements.

Alternativ: Eingabearray ist zufillig angeordnet.

Es sei Q(n) die mittlere Anzahl der Schliisselvergleiche bei einem
Eingabearray der Lange n.

Theorem 8
Es gilt Q(n) = 2(n+ 1)H(n) — 4n, wobei

H(n) == Z%
k=1

die n-te harmonische Zahl ist. )
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Quicksort: Durschnittsanalyse

Beweis: Fiir n =1 gilt offensichtlich Q(1)=0=2-2-1—-4-1.
Fir n > 2 gilt:

Q(n) = (n—1)+ Z[Q/—l +Q(n—1)]

= (n—l)—i—;ZQ(i—l)
i=1

Dabei ist:
@ (n— 1) = Zahl der Vergleiche beim Partitionieren
o Q(i — 1)+ Q(n — i) = mittlere Zahl der Vergleiche fiir das rekursive
Sortieren der beiden Teilhalften.

Der Faktor 1/n ergibt sich, da alle Positionen fiir das Pivotelement gleich
wahrscheinlich sind.
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Quicksort: Durschnittsanalyse

Damit gilt:
nQ(n) = n(n—1)+2> Qi —1)
i=1
Also:
nQ(n)— (n—1)Q(n—1) = n(n—1)+2> Q(i—1)
i=1
n—1
—~(n=1)(n-2)-2> Qi —1)
i=1
= nn—=1)—(n—2)(n—1)+2Q(n—1)
= 2(n—1)+2Q(n—-1)
Wir erhalten:

nQ(n) = 2(n—=1)42Q(n—-1)+(n—1)Q(n—1)
= 2(n—1)+(n+1)Q(n—1)
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Quicksort: Durschnittsanalyse

Indem wir durch n(n + 1) teilen, erhalten wir

Qn) _2(n-1) , Q(n-1)

n+1 n(n+1) n

Hieraus folgt mit Induktion nach n:

Q) _ ~2Ak-1)
n+1 — k(k+1)
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Quicksort: Durschnittsanalyse

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 58 / 298



Sortieren Quicksort

Quicksort: Durschnittsanalyse

SchlieBlich erhalt man fiir Q(n):

Q(n) = 2(n+1)H(n)+4—4(n+1)
2(n+1)H(n) — 4n. O

Esist H(n) — Inn =~ 0,57721... = Eulersche Konstante. Also:
Q(n) =~ 2(n+1)(0,58+Inn)—4n
~ 2nlnn—2,8n~1,38nlogn— 2,3n.
Theoretische Grenze: log(n!) ~ nlogn — 1,44n;
Quicksort ist im Mittel um 38% schlechter.

Die Durchschnittsanalyse der Median-aus-Drei Methode liefert
1,18nlogn — 2,2n.
Dies ist im Mittel nur noch um 18% schlechter.
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Sortieren Heapsort

Definition 9

Ein (Max-)Heap ist ein Feld a[l...n] mit der Eigenschaft a[|i/2]] > a]i]
fur alle 2 < i < [n].

Beispiel:

16(14(10|1 8| 7193|241
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Sortieren Heapsort

Einsinkprozess

Als erstes wollen wir die Eintrage eines Arrays a[l, ..., n] so permutieren,
dass danach die Heap-Bedingung erfiillt ist.
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Als erstes wollen wir die Eintrage eines Arrays a[l, ..., n] so permutieren,
dass danach die Heap-Bedingung erfiillt ist.

Angenommen, das Subarray a[i + 1,..., n] erfiillt bereits die
Heap-Bedingung.
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Als erstes wollen wir die Eintrage eines Arrays a[l, ..., n] so permutieren,
dass danach die Heap-Bedingung erfiillt ist.

Angenommen, das Subarray a[i + 1,..., n] erfiillt bereits die
Heap-Bedingung.

Um die Heap-Bedingung auch fiir i zu erzwingen, lassen wir a[i] einsinken:

I

2i i+1
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Einsinkprozess

Als erstes wollen wir die Eintrage eines Arrays a[l, ..., n] so permutieren,
dass danach die Heap-Bedingung erfiillt ist.

Angenommen, das Subarray a[i + 1,..., n] erfiillt bereits die
Heap-Bedingung.

Um die Heap-Bedingung auch fiir i zu erzwingen, lassen wir a[i] einsinken:

I

2i i+1

Mit 2 Vergleichen kénnen wir max{x, y, z} bestimmen.
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Sortieren Heapsort

Einsinkprozess

Als erstes wollen wir die Eintrage eines Arrays a[l, ..., n] so permutieren,
dass danach die Heap-Bedingung erfiillt ist.

Angenommen, das Subarray a[i + 1,..., n] erfiillt bereits die
Heap-Bedingung.

Um die Heap-Bedingung auch fiir i zu erzwingen, lassen wir a[i] einsinken:

I

2i i+1

Mit 2 Vergleichen kénnen wir max{x, y, z} bestimmen.

Ist x das Max., so stoppt der Einsinkprozess.
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Einsinkprozess

Als erstes wollen wir die Eintrage eines Arrays a[l, ..., n] so permutieren,
dass danach die Heap-Bedingung erfiillt ist.

Angenommen, das Subarray a[i + 1,..., n] erfiillt bereits die
Heap-Bedingung.

Um die Heap-Bedingung auch fiir i zu erzwingen, lassen wir a[i] einsinken:

I

2i i+1

Mit 2 Vergleichen kénnen wir max{x, y, z} bestimmen.

Ist y das Max., so vertauschen wir x und y und machen bei 2/ weiter.
i

2i i+1
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Sortieren Heapsort

Einsinkprozess

Als erstes wollen wir die Eintrage eines Arrays a[l, ..., n] so permutieren,
dass danach die Heap-Bedingung erfiillt ist.

Angenommen, das Subarray a[i + 1,..., n] erfiillt bereits die
Heap-Bedingung.

Um die Heap-Bedingung auch fiir i zu erzwingen, lassen wir a[i] einsinken:

I

2i i+1

Mit 2 Vergleichen kénnen wir max{x, y, z} bestimmen.

Ist z das Max., so vertauschen wir x und z und machen bei 2/ + 1 weiter.
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Sortieren Heapsort

Reheap

Algorithmus Reheap

procedure reheap(i, n: integer) (¢ i ist die Wurzel *)
var m: integer;
begin
if i <n/2 then
m := max{ali], a[2i], a[2i + 1]}; (* 2 Vergleiche! x)
if (m # a[i]) A (m = a[2i]) then
swap(/, 2i); (* vertausche x, y )

reheap(2i, n)
elsif (m # a[i]) A (m = a[2i + 1]) then
swap(i, 2i + 1); ( vertausche x,z *)
reheap(2i + 1, n)
endif
endif
endprocedure

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 62 / 298



Sortieren Heapsort

Heap-Aufbau

Algorithmus Build Heap

procedure build-heap(n: integer)
begin
for i := | 5| downto 1 do
reheap(i, n)
endfor
endprocedure
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Heap-Aufbau

Algorithmus Build Heap

procedure build-heap(n: integer)
begin
for i := | 5| downto 1 do
reheap(i, n)
endfor
endprocedure

Invariante: Vor dem Aufruf von reheap(i, n) erfiillt das Subarray
a[i+1,...,n|] die Heap-Bedingung.
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Heap-Aufbau

Algorithmus Build Heap

procedure build-heap(n: integer)
begin
for i := | 5| downto 1 do
reheap(i, n)
endfor
endprocedure

Invariante: Vor dem Aufruf von reheap(i, n) erfiillt das Subarray
a[i+1,...,n|] die Heap-Bedingung.

Fiir i = LgJ ist dies trivialerweise richtig.
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Heap-Aufbau

Algorithmus Build Heap

procedure build-heap(n: integer)
begin
for i := | 5| downto 1 do
reheap(i, n)
endfor
endprocedure

Invariante: Vor dem Aufruf von reheap(i, n) erfiillt das Subarray
a[i+1,...,n|] die Heap-Bedingung.

Fiir i = LgJ ist dies trivialerweise richtig.

Angenommen die Invariante gilt fiir i.
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Heap-Aufbau

Algorithmus Build Heap

procedure build-heap(n: integer)
begin
for i := | 5| downto 1 do
reheap(i, n)
endfor
endprocedure

Invariante: Vor dem Aufruf von reheap(i, n) erfiillt das Subarray
a[i+1,...,n|] die Heap-Bedingung.

Fiir i = LgJ ist dies trivialerweise richtig.
Angenommen die Invariante gilt fiir i.

Die Heap-Bedingung ist daher nur fiir i eventuell verletzt.
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Sortieren Heapsort

Heap-Aufbau

Algorithmus Build Heap

procedure build-heap(n: integer)
begin
for i := | 5| downto 1 do
reheap(i, n)
endfor
endprocedure

Invariante: Vor dem Aufruf von reheap(i, n) erfiillt das Subarray
a[i+1,...,n|] die Heap-Bedingung.

Fir i = HJ ist dies trivialerweise richtig.

Angenommen die Invariante gilt fiir i.

Die Heap-Bedingung ist daher nur fiir i eventuell verletzt.

Nach dem Einsinken von ai] gilt dann die Heap-Bedingung auch fiir i.
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Sortieren Heapsort

Zeitanalyse fiir Heap-Aufbau

Theorem 10
Built-heap liuft in Zeit O(n).
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Zeitanalyse fiir Heap-Aufbau

Theorem 10
Built-heap liuft in Zeit O(n).

Beweis: Einsinken von a[i] kostet 2 - (Hohe des Teilbaums unter a[i]) viele
Vergleiche.
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Zeitanalyse fiir Heap-Aufbau

Theorem 10
Built-heap liuft in Zeit O(n).

Beweis: Einsinken von a[i] kostet 2 - (Hohe des Teilbaums unter a[i]) viele
Vergleiche.

Wir fiihren die Analyse fiir n = 2K — 1 durch.
Dann haben wir eine vollen Bindrbaum der Tiefe k — 1 vorliegen.

Es gibt dann
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Zeitanalyse fiir Heap-Aufbau

Theorem 10
Built-heap liuft in Zeit O(n).

Beweis: Einsinken von a[i] kostet 2 - (Hohe des Teilbaums unter a[i]) viele
Vergleiche.

Wir fiihren die Analyse fiir n = 2K — 1 durch.
Dann haben wir eine vollen Bindrbaum der Tiefe k — 1 vorliegen.

Es gibt dann
@ 20 Biume der Hohe k — 1,
o 2! Biume der Hohe k — 2,
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Zeitanalyse fiir Heap-Aufbau

Theorem 10
Built-heap liuft in Zeit O(n).

Beweis: Einsinken von a[i] kostet 2 - (Hohe des Teilbaums unter a[i]) viele
Vergleiche.

Wir fiihren die Analyse fiir n = 2K — 1 durch.
Dann haben wir eine vollen Bindrbaum der Tiefe k — 1 vorliegen.

Es gibt dann
@ 20 Biume der Hohe k — 1,
o 2! Biume der Hohe k — 2,

@ 2/ Biume der Hohe k — 1 — |,
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Zeitanalyse fiir Heap-Aufbau

Theorem 10
Built-heap liuft in Zeit O(n).

Beweis: Einsinken von a[i] kostet 2 - (Hohe des Teilbaums unter a[i]) viele
Vergleiche.

Wir fiihren die Analyse fiir n = 2K — 1 durch.
Dann haben wir eine vollen Bindrbaum der Tiefe k — 1 vorliegen.

Es gibt dann
@ 20 Biume der Hohe k — 1,
o 2! Biume der Hohe k — 2,

@ 2/ Biume der Hohe k — 1 — |,

@ 2k~1 Biume der Hdhe 0.
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Zeitanalyse fiir Heap-Aufbau

Daher sind zum Heapaufbau maximal

k—1 k—1
2-) 2k—1—i) = 2. 2k
i=0 i=0

k—1
= 2k-2i.2—"
i=0
(n4+1)-> i-27

i>0

IA

viele Vergleiche notig.
Behauptung: Y. j- 27/ =2
Beweise der Behauptung: Fiir |z| < 1 gilt:

: 1
ZZJ: 1—z

j=0

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 65 / 298



Sortieren Heapsort

Zeitanalyse fiir Heap-Aufbau

Ableiten ergibt

, 1
Foi—1
I

Jj=0
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Sortieren Heapsort

Zeitanalyse fiir Heap-Aufbau

Ableiten ergibt
; 1
Foi—1
I

und damit

ZJ'ZJ:(I—Z)T

Jj=0

Einsetzen von z = 1/2 ergibt

Zj.z—jZQ

Jj=0
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Sortieren Heapsort

Standard Heapsort (W. J. Williams, 1964)

Algorithmus Heapsort

procedure heapsort(n: integer)
begin
build-heap(n)
for i := n downto 2 do
swap(1, i);
reheap(1,i — 1)
endfor
endprocedure
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Standard Heapsort (W. J. Williams, 1964)

Algorithmus Heapsort

procedure heapsort(n: integer)
begin
build-heap(n)
for i := n downto 2 do
swap(1, i);
reheap(1,i — 1)
endfor
endprocedure

Standard Heapsort sortiert ein Array mit n Elementen und erfordert
2nlog, n+ O(n) Vergleiche.
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Sortieren Heapsort

Standard Heapsort

Beweis:

Korrektheit: Nach build-heap(n) ist a[1] das maximale Element des
Arrays.

Dieses wird mittels swap(1, n) an seine korrekte Position (n) transportiert.

Nach Induktion wird wahrend der restlichen Laufzeit das Subarray
a[l,...,n— 1] sortiert.

Laufzeit: Der Heap-Aufbau erfordert O(n) und der Abbau durch
Einsinken 2nlog, n Vergleiche. [
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Beispiel fiir Standard Heapsort
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Sortieren Heapsort

Bottom-Up-Heapsort

Bemerkung: Eine Analyse der Durchschnittskomplexitdt von Heapsort
ergibt einen mittlerer Aufwand von 2nlog, n Vergleichen (kommt noch).
Damit ist Standard-Heapsort zu Quicksort nicht konkurrenzfahig.
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ergibt einen mittlerer Aufwand von 2nlog, n Vergleichen (kommt noch).
Damit ist Standard-Heapsort zu Quicksort nicht konkurrenzfahig.

Bottom-Up-Heapsort benotigt wesentlich weniger Vergleiche.

Nach dem Vertauschen swap(1, /) wird zuerst der potentielle Einsinkpfad
des Elementes a[i] bestimmt.
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Bottom-Up-Heapsort benotigt wesentlich weniger Vergleiche.

Nach dem Vertauschen swap(1, /) wird zuerst der potentielle Einsinkpfad
des Elementes a[i] bestimmt.

Es wird der Weg verfolgt, der immer zum gréBeren der beiden Nachfolger
fiihrt (Kosten: nur log n statt 2log, n Vergleiche).
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ergibt einen mittlerer Aufwand von 2nlog, n Vergleichen (kommt noch).
Damit ist Standard-Heapsort zu Quicksort nicht konkurrenzfahig.

Bottom-Up-Heapsort benotigt wesentlich weniger Vergleiche.

Nach dem Vertauschen swap(1, /) wird zuerst der potentielle Einsinkpfad
des Elementes a[i] bestimmt.

Es wird der Weg verfolgt, der immer zum gréBeren der beiden Nachfolger
fiihrt (Kosten: nur log n statt 2log, n Vergleiche).

Da erwartungsgemaB a[i] tief einsinken wird, bietet sich anschlieBend eine
bottom-up Bestimmung der tatsdchlichen Position auf dem Einsinkpfad an.
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Bottom-Up-Heapsort

Bemerkung: Eine Analyse der Durchschnittskomplexitdt von Heapsort
ergibt einen mittlerer Aufwand von 2nlog, n Vergleichen (kommt noch).
Damit ist Standard-Heapsort zu Quicksort nicht konkurrenzfahig.

Bottom-Up-Heapsort benotigt wesentlich weniger Vergleiche.

Nach dem Vertauschen swap(1, /) wird zuerst der potentielle Einsinkpfad
des Elementes a[i] bestimmt.

Es wird der Weg verfolgt, der immer zum gréBeren der beiden Nachfolger
fiihrt (Kosten: nur log n statt 2log, n Vergleiche).

Da erwartungsgemaB a[i] tief einsinken wird, bietet sich anschlieBend eine
bottom-up Bestimmung der tatsdchlichen Position auf dem Einsinkpfad an.

Hoffnung: Die bottom-up Bestimmung erfordert insgesamt nur O(n)
Vergleiche.
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Sortieren Heapsort

Der Einsinkpfad

Das Einsinken wird auf dem Pfad [xo, x1, X2, . . ., Xk—1, Xk] geschehen,
welcher mittels log, n Vergleiche bestimmt werden kann.
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Sortieren Heapsort

Einsortieren auf dem Einsinkpfad

Wir bestimmen jetzt vom Blatt des Einsinkpfades aus (also bottom-up)
die tatsichliche Position p auf dem Einsinkpfad.
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Einsortieren auf dem Einsinkpfad

Wir bestimmen jetzt vom Blatt des Einsinkpfades aus (also bottom-up)
die tatsichliche Position p auf dem Einsinkpfad.

Ist diese Position p gefunden, so werden die Elemente xo, ..., x, zyklisch

vertauscht (xp geht an die Stelle von x,, und xi, ..., X, rutschen hoch).
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Sortieren Heapsort

Average Analyse von Heapsort

Unser Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes:

Theorem 12

Standard-Heapsort macht auf einem Anteil von mindestens 1 — 2—(n—1)
vieler Eingabepermutationen mindestens 2nlog,(n) — O(n) viele
Vergleiche.

Bottomup-Heapsort macht auf einem Anteil von mindestens 1 — 2~(1—1)
vieler Eingabepermutationen héchstens nlogy(n) + O(n) viele Vergleiche.

Beweis: Durch ein informationstheoretisches Argument.

Ein Sortieralgorithmus produziert aus einer Permutation von [1,..., n] die
sortierte Liste [1,...,n].

Wir kénnen daher die Eingabepermutation dadurch spezifizieren, indem

wir zusatzliche Information in Form eines {0, 1}-Strings angeben, welche
es erlaubt, den Algorithmus von der Ausgabe [1,..., n] riichwarts laufen
zu lassen.
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Average Analyse von Heapsort

Im Fall von Standard-Heapsort: Wir merken uns die Einsinkpfade, d.h.
jedes mal, wenn wir ein Element mit dem linken (bzw. rechten) Kind

vertauschen, schreiben wir eine 0 bzw. 1 auf. Dadurch wird Heapsort
reversibel.

Aber: Wir miissen aufeinanderfolgende Einsinkpfade (= {0, 1}-Strings)
voneinander trennen.

1. Alternative: Wir kodieren ein Wort w = a1az - - - a;—1a¢ € {0,1}* duch
Cl(W) = 810320 cee at_10at1.

Beachte: |c1(w)| = 2|w]|.
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Average Analyse von Heapsort

Im Fall von Standard-Heapsort: Wir merken uns die Einsinkpfade, d.h.
jedes mal, wenn wir ein Element mit dem linken (bzw. rechten) Kind

vertauschen, schreiben wir eine 0 bzw. 1 auf. Dadurch wird Heapsort
reversibel.

Aber: Wir miissen aufeinanderfolgende Einsinkpfade (= {0, 1}-Strings)
voneinander trennen.

1. Alternative: Wir kodieren ein Wort w = a1az - - - a;—1a¢ € {0,1}* duch
c(w) = a10a0- - - a;_10a,1.
Beachte: |c1(w)| = 2|w]|.
2. Alternative: Wir kodieren ein Wort w = ajay - -+ a;—1a; € {0,1}* duch
c(w) = ci(Binérdarstellung von t)a; - - - a;

Dann gilt |c(w)| = |w| + 2log,(|w|).
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Sortieren Heapsort

Average Analyse von Heapsort

Fiir den Heapaufbau (Phase 1) verwenden wir ¢, fiir den Heapabbau
(Phase 2) verwenden wir folgende Variante von c;:

Wir kodieren den Einsinkpfad w = ajay---a; € {0,1}* durch
cy(w) = c1(Binardarstellung von logy(n) — t)ay - - - ar.

Beachte: ¢t < log,(n), denn jeder Einsinkpfad hat Linge hochstens log, n.

Unser Argument, welches gezeigt hat, dass der Heapaufbau nur O(n) viele
Vergleiche benétigt, zeigt: In Phase 1 wird ein {0, 1}-String der Lange
O(n) erzeugt.

Wir analysieren nun die Lénge des in Phase 2 erzeugten {0, 1}-Strings.
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Average Analyse von Heapsort

Sein t1,...,t, die Langen der Einsinkpfade wahrend Phase 2.
Also wird in Phase 2 ein {0, 1}-String der Lange

n

Z(t, + 2logy(logs(n) — t7)) Z ti + 2 Z log,(logy(n) — t))

i=1
generiert.
Definiere den Mittelwert

Doy ti

Dann gilt:

St + 23 logy(loga(n) — 1)) < nE+2 logs(logy(n) — B)
i=1 i=1 i=1
= nt+ 2nlog,(logy(n) — t).
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Average Analyse von Heapsort

Insgesamt erhalten wir: Die Eingabepermutation o von [1,..., n] kann
durch einen {0, 1}-String der Lange

(o) < cn+ nt 4 2nlog,(log,(n) — t)

kodiert werden, wobei ¢ eine Konstante (fiir Phase 1) ist.

Lemma 7 impliziert, dass fiir mindestens (1 — 2~ "+1)n! viele
Eingabepermutationen gilt:

cn+ nt + 2nlogy(logy(n) — &) > 1(0) > logy(n!) — n > nlogy(n) — 2,443n
Umgeformt mit d = 2,443 + c:

t > logy(n) — 2logy(logy(n) — t) — d. (1)
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Average Analyse von Heapsort

Wegen t > 0 folgt:

t > logy(n) — 2log;(logy(n)) — d. (2)
Aus (1) und (2) folgt die bessere Abschatzung

t > logy(n) — 2logy(2 logy(logy(n)) + d) — d. (3)

Diese Abschatzung kénnen wir wieder in (1) einsetzen, ...

Nach endlich vielen Iterationen erhalten wir eine Konstante a mit
t > logy(n) —a—d. (4)

Also gilt fiir mindestens (1 — 27 ""1)n! viele Eingabepermutationen

n
Z ti > nlogy, n — O(n).
i=1
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Average Analyse von Heapsort

Die Aussage von Theorem 12 fiir Standard-Heapsort folgt nun einfach
In Phase 2 macht Standard-Heapsort 27, t; viele Vergleiche.

Also macht Standard-Heapsort fiir mindestens (1 — 27"+1)n! viele
Eingabepermutationen mindestens 2nlog, n — O(n) viele Vergleiche.

Nun zu Bottomup-Heapsort: Dieser macht in Phase 2 hochstens
n n
nlogy(n) + Y (logy(n) — t;) = 2nlogy(n) = > t;
i=1 i=1

viele Vergleiche.

Also macht Bottomup-Heapsort fiir mindestens (1 — 2-"1)n! viele
Eingabepermutationen hochstens

O(n) + 2nlogy(n) — Z ti < nlogy(n) + O(n)
i=1

viele Vergleiche.
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Sortieren Heapsort

Variante nach Svante Carlsson, 1986

Es kann gezeigt werden, dass Bottom-up Heapsort im schlechtesten Fall
hochstens 1.5nlog n 4+ O(n) viele Vergleiche macht.
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Es kann gezeigt werden, dass Bottom-up Heapsort im schlechtesten Fall
hochstens 1.5nlog n 4+ O(n) viele Vergleiche macht.

Wenn man nach Carlsson auf dem Einsinkpfad eine binidre Suche
anwendet, so kommt man auf einen worst-case Aufwand von hochstens

nlogn+ O(nloglog n).
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Variante nach Svante Carlsson, 1986

Es kann gezeigt werden, dass Bottom-up Heapsort im schlechtesten Fall
hochstens 1.5nlog n 4+ O(n) viele Vergleiche macht.

Wenn man nach Carlsson auf dem Einsinkpfad eine binidre Suche
anwendet, so kommt man auf einen worst-case Aufwand von hochstens

nlogn+ O(nloglog n).

Eine bindre Suche ist aber in der Praxis zu aufwendig und auBerdem steigt
man in den Pfad i.A. zu hoch ein.
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Sortieren Sortieren in linearer Zeit

Counting-Sort

Zur Erinnerung: Die Q(nlog n)-Schranke gilt nur fiir vergleichsbasierte
Sortieralgorithmen.
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Zur Erinnerung: Die Q(nlog n)-Schranke gilt nur fiir vergleichsbasierte
Sortieralgorithmen.

Wenn wir gewisse Annahmen Uber die Arrayeintrdge machen, kénnen wir
in Zeit O(n) sortieren.
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in Zeit O(n) sortieren.

Annahme: Die Arrayelemente A[1],... A[n] sind Zahlen aus dem Bereich
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Counting-Sort (siehe nachste Folie) sortiert unter dieser Annahme in Zeit
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Counting-Sort

Zur Erinnerung: Die Q(nlog n)-Schranke gilt nur fiir vergleichsbasierte
Sortieralgorithmen.

Wenn wir gewisse Annahmen Uber die Arrayeintrdge machen, kénnen wir
in Zeit O(n) sortieren.

Annahme: Die Arrayelemente A[1],... A[n] sind Zahlen aus dem Bereich
[0, ].

Counting-Sort (siehe nachste Folie) sortiert unter dieser Annahme in Zeit
O(k + n).

Gilt also k € O(n), so sortiert Counting-Sort in Linearzeit.
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Sortieren Sortieren in linearer Zeit

Counting-Sort

Algorithmus Counting-Sort

procedure counting-sort(Array A[1l, n] mit A[1],...A[n] € [0, k])
begin
var Arrays C|[0, k], B[1, n]
for i :=0to k do
Cli]:=0
for i :=1to ndo
CIA[] := CIA[]] + 1
for i:=1to k do
Cli):= C[i]+ C[i — 1]
for n downto 1 do
BICIALT]] := Alil;
CIA[l]] .= CIA[]]] — 1
endprocedure
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Sortieren Sortieren in linearer Zeit

Counting-Sort

Bemerkung: Counting-Sort ist ein stabiler Sortieralgorithmus.
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Bemerkung: Counting-Sort ist ein stabiler Sortieralgorithmus.

Dies bedeutet: Gilt A[i] = A[j] fiir i < J, so steht in dem sortierten Array
B der Array-Eintrag A[i] links von A[j].

Dies ist relevant, wenn die Array-Eintrdge neben den Schliisseln, nach
denen sortiert wird, noch andere Informationen enthalten.
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Counting-Sort

Bemerkung: Counting-Sort ist ein stabiler Sortieralgorithmus.

Dies bedeutet: Gilt A[i] = A[j] fiir i < J, so steht in dem sortierten Array
B der Array-Eintrag A[i] links von A[j].

Dies ist relevant, wenn die Array-Eintrdge neben den Schliisseln, nach
denen sortiert wird, noch andere Informationen enthalten.

Stabilitat von Counting-Sort wird auf der ndchsten Folie fiir Radix-Sort
bendtigt.
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Sortieren Sortieren in linearer Zeit

Radix-Sort

Wir benutzen nun Counting-Sort, um ein Array A[1, n] zu sortieren, wobei
A[1],..., A[n] d-stellige Zahlen zur Basis k sind (wobei die niederwertigste
Stelle ganz links ist).

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 84 / 298



Sortieren Sortieren in linearer Zeit

Radix-Sort

Wir benutzen nun Counting-Sort, um ein Array A[1, n] zu sortieren, wobei
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Radix-Sort

Wir benutzen nun Counting-Sort, um ein Array A[1, n] zu sortieren, wobei
A[1],..., A[n] d-stellige Zahlen zur Basis k sind (wobei die niederwertigste
Stelle ganz links ist).

Radix-Sort sortiert solch ein Array in Zeit O(d(n + k)).

Gilt also d € O(1) und k € O(n) (womit sich Zahlen im Bereich O(n9)
darstellen lassen), so arbeitet Radix-Sort in Linearzeit.
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Radix-Sort

Wir benutzen nun Counting-Sort, um ein Array A[1, n] zu sortieren, wobei
A[1],..., A[n] d-stellige Zahlen zur Basis k sind (wobei die niederwertigste
Stelle ganz links ist).

Radix-Sort sortiert solch ein Array in Zeit O(d(n + k)).

Gilt also d € O(1) und k € O(n) (womit sich Zahlen im Bereich O(n9)
darstellen lassen), so arbeitet Radix-Sort in Linearzeit.

Algorithmus Radix-Sort

procedure radix-sort(Array A[l, n] mit A[1],...A[n])
begin
for i:==1to d do
Sortiere das Array A mittels Counting-Sort nach der j-ten Stelle.
endfor
endprocedure
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Sortieren Medianberechnung

Medianberechnung

Gegeben: Array a[l, ..., n] von Zahlen und 1 < k < n.
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Medianberechnung

Gegeben: Array a[l, ..., n] von Zahlen und 1 < k < n.

Gesucht: k-kleinste Element m, d.h. die Zahl m € {a[i] | 1 < i < n} so
dass

{i|a[il]<m} <k—-1 und |{i]|a[i]>m} <n—k

Spezialfall: k = [n/2] ~+ Median
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Medianberechnung

Gegeben: Array a[l, ..., n] von Zahlen und 1 < k < n.

Gesucht: k-kleinste Element m, d.h. die Zahl m € {a[i] | 1 < i < n} so,

dass
{i|a[il]<m} <k—-1 und |{i]|a[i]>m} <n—k

Spezialfall: k = [n/2] ~+ Median

Naiver Ansatz:
@ Sortiere Array a in Zeit O(nlog n)

@ Gebe das k-te Element des sortierten Arrays zuriick.
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Sortieren Medianberechnung

Median der Mediane

Ziel: Berechne k-kleinstes Element in Linearzeit.
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Median der Mediane

Ziel: Berechne k-kleinstes Element in Linearzeit.

|dee: Bestimme ein Pivotelement (wie bei Quicksort) als Median der
Mediane aus 5:
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Sortieren Medianberechnung

Median der Mediane

Ziel: Berechne k-kleinstes Element in Linearzeit.

|dee: Bestimme ein Pivotelement (wie bei Quicksort) als Median der
Mediane aus 5:
@ Wir teilen das Feld in Fiinferblocken auf.

@ In jedem Block wird der Median bestimmt (mit 6 Vergleichen
moglich).

@ Wir bestimmen rekursiv den Median p dieses Feldes (mit dem
gesamten Algorithmus). Der Wert p wird als Pivotelement im
folgenden verwendet.

Kosten: T(g).
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Sortieren Medianberechnung

Quicksortschritt

Mit dem Pivot p partitioniere das Array so, dass fiir gewisse m; < ms gilt:

a[i] < p firl<i<m
alil = p firm <i<m
a[i] > p firmy <i<n
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alil = p firm <i<m
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Kosten: maximal n Schritte.
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Sortieren Medianberechnung

Quicksortschritt

Mit dem Pivot p partitioniere das Array so, dass fiir gewisse m; < ms gilt:

a[i] < p firl<i<m
alil = p firm <i<m
a[i] > p flirmy <i<n

Kosten: maximal n Schritte.

Fallunterscheidung:
© k < my: Suche das k-te Element rekursiv in a[1],. .., a[mi].
Q@ m < k < my: Das Ergebnis ist p.
© k > my: Suche das (k — my)-te Element in a[m, 4+ 1],. .., a[n].
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Sortieren Medianberechnung

30 — 70 Aufteilung

Die Wahl des Pivots als Median-aus-Fiinf ergibt die folgende
Ungleichungen fiir my, mo:

1—0n < my und m < l—on
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Sortieren Medianberechnung

30 — 70 Aufteilung

Die Wahl des Pivots als Median-aus-Fiinf ergibt die folgende
Ungleichungen fiir my, mo:

3

—n<mp und m < —n

10 — 10

Damit ergeben sich die Kosten fiir den Rekursionsschritt als T(%’).

WS 2014/2015
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Sortieren Medianberechnung

Zeitanalyse

Sei T(n) die Gesamtzahl der Vergleiche.
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Zeitanalyse

Sei T(n) die Gesamtzahl der Vergleiche.

Wir erhalten folgende Rekursionsgleichung fiir T(n):

T < 7 (131) + 7 (15g1) + o)
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Sortieren Medianberechnung

Zeitanalyse

Sei T(n) die Gesamtzahl der Vergleiche.

Wir erhalten folgende Rekursionsgleichung fiir T(n):

T < 7 (131) + 7 (15g1) + o)

Aus dem Mastertheorem Il folgt damit T(n) € O(n).
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Sortieren Medianberechnung

Etwas genauer

10 5 5
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Sortieren Medianberechnung

Etwas genauer

n n 6n 2n
Tn)=T()+T(=)+—+=
(n) (5)+ (10) TE T

Hierbei ist:

° % der Aufwand fiir die Bestimmung der Blockmediane und

° % der Aufwand fiir den Zerlegungsschritt.

Damit kann nun gezeigt werden, dass damit T(n) < 16n gilt:
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Sortieren Medianberechnung

Etwas genauer

10 5 5
Hierbei ist:

° % der Aufwand fiir die Bestimmung der Blockmediane und

° % der Aufwand fiir den Zerlegungsschritt.
Damit kann nun gezeigt werden, dass damit T(n) < 16n gilt:

Mit £ + 5 = = erhalten wir T(n) < T(33) + & und damit
T(n) <10-8% = 16n.
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Sortieren Medianberechnung

Quickselect

Quickselect ist ein randomisierter Algorithmus zur Medianberechnung:
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Sortieren Medianberechnung

Quickselect

Quickselect ist ein randomisierter Algorithmus zur Medianberechnung:

Algorithmus

function quickselect(A[(...r] : array of integer, k : integer) : integer
begin
if { = r then
return A[/]
else
p := random(¥, r);
m := partitioniere(A[(. .. r], p);
k':=(m—{+1);
if kK <k’ then
return quickselect(A[¢. .. m]|, k)
else
return quickselect(A[m+1...r], k — k') endif endif

endfunction
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Sortieren Medianberechnung

Analyse von Quickselect

Es sei Q(n) die mittlere Anzahl von Vergleichen, die Quickselect auf einem
Array mit n Elementen macht.
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Analyse von Quickselect

Es sei Q(n) die mittlere Anzahl von Vergleichen, die Quickselect auf einem
Array mit n Elementen macht.

Dann gilt:

Q(n) < (n—1) ZQ(max{l n—i})

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 92 / 298



Sortieren Medianberechnung

Analyse von Quickselect

Es sei Q(n) die mittlere Anzahl von Vergleichen, die Quickselect auf einem
Array mit n Elementen macht.

Dann gilt:
Q(n) < (n—1) ZQ(max{l n—i})

Hierbei ist
@ (n— 1) wiederum die Anzahl der Vergleiche fiir das Partitionieren und

o Q(max{i,n— i}) die mittlere Anzahl der Vergleiche fiir den
rekursiven Aufruf auf einem der beiden Teilfelder.
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Sortieren Medianberechnung

Analyse von Quickselect

Es sei Q(n) die mittlere Anzahl von Vergleichen, die Quickselect auf einem
Array mit n Elementen macht.

Dann gilt:
Q(n) < (n—1) ZQ(max{l n—i})

Hierbei ist
@ (n— 1) wiederum die Anzahl der Vergleiche fiir das Partitionieren und

o Q(max{i,n— i}) die mittlere Anzahl der Vergleiche fiir den
rekursiven Aufruf auf einem der beiden Teilfelder.

Dabei machen wir die Annahme, dass wir stets im groBeren Teilfeld
suchen, daher <.
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Analyse von Quickselect
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Analyse von Quickselect

Behauptung: Q(n) < 4- n:
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Analyse von Quickselect

Behauptung: Q(n) < 4- n:

Beweis mit Induktion: OK fir n = 1.
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Sortieren Medianberechnung

Analyse von Quickselect

Behauptung: Q(n) < 4- n:
Beweis mit Induktion: OK fiir n = 1.

Sei Q(i) <4 - firalle i< n.
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Analyse von Quickselect
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Analyse von Quickselect

<
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Analyse von Quickselect

< (n—l)—i—% Z i
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Analyse von Quickselect
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Theorem 13 (Blum, Floyd, Pratt, Rivest, Tarjan 1973)

Fiir jeden vergleichsbasierten Algorithmus zur Mediansuche und jedes n
existiert ein Array der Lange n, auf dem der Algorithmus mindestens
1,5n — O(log n) viele Vergleiche macht.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 95 / 298



Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Theorem 13 (Blum, Floyd, Pratt, Rivest, Tarjan 1973)

Fiir jeden vergleichsbasierten Algorithmus zur Mediansuche und jedes n
existiert ein Array der Lange n, auf dem der Algorithmus mindestens
1,5n — O(log n) viele Vergleiche macht.

Fiir den Beweis verwenden wir das folgende Lemma.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 95 / 298



Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Theorem 13 (Blum, Floyd, Pratt, Rivest, Tarjan 1973)

Fiir jeden vergleichsbasierten Algorithmus zur Mediansuche und jedes n
existiert ein Array der Lange n, auf dem der Algorithmus mindestens
1,5n — O(log n) viele Vergleiche macht.

Fiir den Beweis verwenden wir das folgende Lemma.

Fiir jeden vergleichsbasierten Algorithmus zur Bestimmung des Minimums
eines Arrays gilt: Der Algorithmus macht auf jedem Array der Linge n
mindestens n — 1 viele Vergleiche.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 95 / 298



Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis: Wir lassen den Algorithmus auf allen Arrays A[1,. .., n], wobei
i — A[i] eine Permutation von {1,...,n} ist, laufen.
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Beweis: Wir lassen den Algorithmus auf allen Arrays A[1,. .., n], wobei
i — A[i] eine Permutation von {1,...,n} ist, laufen.

Wir erhalten so einen Entscheidungsbaum T,,.
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Beweis: Wir lassen den Algorithmus auf allen Arrays A[1,. .., n], wobei
i — A[i] eine Permutation von {1,...,n} ist, laufen.

Wir erhalten so einen Entscheidungsbaum T,,.

Fiir ein Eingabearray A der Lange n erhalten wir einen Pfad p in T,.
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Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis: Wir lassen den Algorithmus auf allen Arrays A[1,. .., n], wobei
i — A[i] eine Permutation von {1,...,n} ist, laufen.

Wir erhalten so einen Entscheidungsbaum T,,.
Fiir ein Eingabearray A der Lange n erhalten wir einen Pfad p in T,.

Sei A[m] =1 das Minimum des Arrays.
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Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis: Wir lassen den Algorithmus auf allen Arrays A[1,. .., n], wobei
i — A[i] eine Permutation von {1,...,n} ist, laufen.

Wir erhalten so einen Entscheidungsbaum T,,.
Fiir ein Eingabearray A der Lange n erhalten wir einen Pfad p in T,.
Sei A[m] =1 das Minimum des Arrays.

Dann muss fiir jeden Index i # m ein Knoten auf dem Pfad p existieren,
wo i mit einem Index j verglichen wird, fiir den A[i] > A[j] gilt.
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis: Wir lassen den Algorithmus auf allen Arrays A[1, ..., n], wobei
i — A[i] eine Permutation von {1,...,n} ist, laufen.

Wir erhalten so einen Entscheidungsbaum T,,.
Fiir ein Eingabearray A der Lange n erhalten wir einen Pfad p in T,.
Sei A[m] =1 das Minimum des Arrays.

Dann muss fiir jeden Index i # m ein Knoten auf dem Pfad p existieren,
wo i mit einem Index j verglichen wird, fiir den A[i] > A[j] gilt.

Also muss der Pfad p aus mindestens n — 1 Knoten bestehen. ]
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis von Theorem 13: Sei n 0.B.d.A. ungerade.

Wir lassen den Algorithmus auf allen Arrays A[1,. .., n], wobei i — A[i]
eine Permutation von {1,..., n} ist, laufen.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 97 / 298



Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis von Theorem 13: Sei n 0.B.d.A. ungerade.

Wir lassen den Algorithmus auf allen Arrays A[1,. .., n], wobei i — A[i]
eine Permutation von {1,..., n} ist, laufen.

Wir erhalten so einen Entscheidungsbaum T,,.
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Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis von Theorem 13: Sei n 0.B.d.A. ungerade.

Wir lassen den Algorithmus auf allen Arrays A[1,. .., n], wobei i — A[i]
eine Permutation von {1,..., n} ist, laufen.

Wir erhalten so einen Entscheidungsbaum T,,.

Fiir eine Eingabepermutation A endet der durch A bestimmte Pfad in
einem mit /i beschrifteten Blatt, wobei A[i] = [n/2].
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis von Theorem 13: Sei n 0.B.d.A. ungerade.

Wir lassen den Algorithmus auf allen Arrays A[1,. .., n], wobei i — A[i]
eine Permutation von {1,..., n} ist, laufen.

Wir erhalten so einen Entscheidungsbaum T,,.

Fiir eine Eingabepermutation A endet der durch A bestimmte Pfad in
einem mit /i beschrifteten Blatt, wobei A[i] = [n/2].

Behauptung: Die Anzahl der Blitter des Baums T, ist mindestens
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Also existiert in T, ein Pfad der Lange mindestens

1 _3n-
log, ( 2° 23) =1,5n— O(log n).

n
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Untere Schranke fiir Mediansuche

Also existiert in T, ein Pfad der Lange mindestens

n

1 _3n-
log, ( 2° 23) =1,5n— O(log n).

Beweis der Behauptung:
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Untere Schranke fiir Mediansuche

Also existiert in T, ein Pfad der Lange mindestens

1 _3n-
log, ( 2° 23) =1,5n— O(log n).

n
Beweis der Behauptung:

Fiir ein Array A sei
Ma={i|1<i<nA[i]<][n/2]}

(Menge aller Indizes i, so das A[i] kleiner als der Median ist).
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Also existiert in T, ein Pfad der Lange mindestens

n

1 _3n-
log, ( 2° 23) =1,5n— O(log n).

Beweis der Behauptung:

Fiir ein Array A sei
Ma={i|1<i<nA[i]<][n/2]}

(Menge aller Indizes i, so das A[i] kleiner als der Median ist).

Beachte: |Ma| = | n/2].
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Also existiert in T, ein Pfad der Lange mindestens

1 _3n-
log, (23 2 3) =1,5n— O(log n).
n

Beweis der Behauptung:

Fiir ein Array A sei

Ma={i|1<i<nA[i]<][n/2]}
(Menge aller Indizes i, so das A[i] kleiner als der Median ist).
Beachte: |Ma| = | n/2].

Behauptung 1: Wenn My # Mg, dann sind die durch A und B
bestimmten Pfade in T, verschieden.
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis von Behauptung 1: Angenommen M, # Mg aber A und B
bestimmen den gleichen Pfad p in T,,.
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis von Behauptung 1: Angenommen M, # Mg aber A und B
bestimmen den gleichen Pfad p in T,,.

Insbesondere steht der Median an der gleichen Position m in A und B:
Alm] = B[m] = [n/2].

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 99 / 298



Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis von Behauptung 1: Angenommen M, # Mg aber A und B
bestimmen den gleichen Pfad p in T,,.

Insbesondere steht der Median an der gleichen Position m in A und B:
Alm] = B[m] = [n/2].
Wegen My # Mg existiert 1 < ig < n mit ip € Mx \ Mpg.
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Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis von Behauptung 1: Angenommen M, # Mg aber A und B
bestimmen den gleichen Pfad p in T,,.

Insbesondere steht der Median an der gleichen Position m in A und B:
Alm] = B[m] = [n/2].

Wegen My # Mg existiert 1 < ip < n mit ip € Ma \ Mp.

Also gilt Alip] < [n/2] = A[m] und Blip] > [n/2] = B[m].
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis von Behauptung 1: Angenommen M, # Mg aber A und B
bestimmen den gleichen Pfad p in T,,.

Insbesondere steht der Median an der gleichen Position m in A und B:

A[lm] = B[m] = [n/2].
Wegen My # Mg existiert 1 < ig < n mit ip € Mx \ Mpg.
Also gilt Alip] < [n/2] = A[m] und Blip] > [n/2] = B[m].

Seien i1, ..., ix so, dass ix = m, Alisy1] = Alis] + 1 fir0 <s < k—1.
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Alm] = B[m] = [n/2].

Wegen My # Mg existiert 1 < ip < n mit ip € Ma \ Mp.

Also gilt Alip] < [n/2] = A[m] und Blip] > [n/2] = B[m].

Seien i1, ..., ix so, dass ix = m, Alisy1] = Alis] + 1 fir0 <s < k—1.

Insbesondere gilt i1,...,ik_1 € Ma.
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis von Behauptung 1: Angenommen My # Mg aber A und B
bestimmen den gleichen Pfad p in T,,.

Insbesondere steht der Median an der gleichen Position m in A und B:
A[lm] = B[m] = [n/2].

Wegen My # Mg existiert 1 < ip < n mit ip € Ma \ Mp.

Also gilt Alip] < [n/2] = A[m] und Blip] > [n/2] = B[m].

Seien i1, ..., ix so, dass ix = m, Alisy1] = Alis] + 1 fir0 <s < k—1.
Insbesondere gilt i1,...,ik_1 € Ma.

O.B.d.A. gelte i1,...,ix_1 € Mg, d.h.

B[il],. ce B[I'kfl] < [n/21 = B[fk] < B[io].
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Untere Schranke fiir Mediansuche

Beweis von Behauptung 1: Angenommen My # Mg aber A und B
bestimmen den gleichen Pfad p in T,,.

Insbesondere steht der Median an der gleichen Position m in A und B:
A[lm] = B[m] = [n/2].

Wegen My # Mg existiert 1 < ip < n mit ip € Ma \ Mp.

Also gilt Alip] < [n/2] = A[m] und Blip] > [n/2] = B[m].

Seien i1, ..., ix so, dass ix = m, Alisy1] = Alis] + 1 fir0 <s < k—1.
Insbesondere gilt i1,...,ik_1 € Ma.

O.B.d.A. gelte i1,...,ix_1 € Mg, d.h.

B[il],. ce B[I'kfl] < [n/21 = B[fk] < B[io].

Also gilt Alip] < Alis] und Blig] > Blis] fiir alle 1 <'s < k.
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bestimmen den gleichen Pfad p in T,,.

Insbesondere steht der Median an der gleichen Position m in A und B:

A[lm] = B[m] = [n/2].
Wegen My # Mg existiert 1 < ig < n mit ip € Mx \ Mpg.
Also gilt Alip] < [n/2] = A[m] und Blip] > [n/2] = B[m].

Seien i1, ..., ix so, dass ix = m, Alisy1] = Alis] + 1 fir0 <s < k—1.

Insbesondere gilt i1,...,ik_1 € Ma.
0O.B.d.A. gelte i,...,ik_1 € Mg, d.h.

Bli],-. .. Blix—1] < [n/2] = Blix] < Blio]-
Also gilt Alip] < Alis] und Blig] > Blis] fiir alle 1 <'s < k.

Dies bedeutet, dass auf dem Pfad p kein Vergleich der Form iy : is
(1 <'s < k) stattfindet.
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Wir definieren nun ein drittes Array C durch
[n/2—| = A[ik] fijrj =1y
Cl] = q Alis-1] firj=1,1<s<k
Alj] sonst
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Wir definieren nun ein drittes Array C durch
[n/2] = Ali]  fiirj = o
Clil = { Alis-1] firj=1is,1<s<k
Alj] sonst
Dann bestimmt C den gleichen Pfad durch den Entscheidungsbaum T,
wie A.

Dies widerpricht jedoch Clip] = [n/2], iy # m, was Behauptung 1 zeigt.
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[n/2—| = A[ik] fijrj =1y
Cl] = q Alis-1] firj=1,1<s<k
Alj] sonst

Dann bestimmt C den gleichen Pfad durch den Entscheidungsbaum T,
wie A.
Dies widerpricht jedoch Clip] = [n/2], iy # m, was Behauptung 1 zeigt.

Wegen Behauptung 1 kdnnen wir jedem Blatt v von T, eine Menge
M, C {1,...,n} zuordnen, so dass Ma = M, fiir jedes Array A, das zum
Blatt v fiihrt, gilt.
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Dann bestimmt C den gleichen Pfad durch den Entscheidungsbaum T,
wie A.

Dies widerpricht jedoch Clip] = [n/2], iy # m, was Behauptung 1 zeigt.
Wegen Behauptung 1 kdnnen wir jedem Blatt v von T, eine Menge

M, C {1,...,n} zuordnen, so dass Ma = M, fiir jedes Array A, das zum
Blatt v fiihrt, gilt.

Ausserdem gibt es fiir jede Menge M C {1,...,n} mit [M| = |n/2] ein
Blatt v mit M, = M.
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Wir definieren nun ein drittes Array C durch
[n/2—| = A[ik] fijrj = io
Cl] = q Alis-1] firj=1,1<s<k
Alj] sonst

Dann bestimmt C den gleichen Pfad durch den Entscheidungsbaum T,
wie A.

Dies widerpricht jedoch Clip] = [n/2], iy # m, was Behauptung 1 zeigt.
Wegen Behauptung 1 kdnnen wir jedem Blatt v von T, eine Menge

M, C {1,...,n} zuordnen, so dass Ma = M, fiir jedes Array A, das zum
Blatt v fiihrt, gilt.

Ausserdem gibt es fiir jede Menge M C {1,...,n} mit [M| = |n/2] ein
Blatt v mit M, = M.

Insbesondere gibt es mindestens (Ln72J) viele Blitter.
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Behauptung 2: Fiir jede Menge M C {1,...,n} mit [M| = [n/2] gibt es
mindestens 2("=3)/2 viele Blatter v mit M, = M.
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Untere Schranke fiir Mediansuche

Behauptung 2: Fiir jede Menge M C {1,...,n} mit [M| = [n/2] gibt es
mindestens 2("=3)/2 viele Blatter v mit M, = M.

Beweis von Behauptung 2:
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Behauptung 2: Fiir jede Menge M C {1,...,n} mit [M| = [n/2] gibt es
mindestens 2("=3)/2 viele Blatter v mit M, = M.

Beweis von Behauptung 2:

Fixiere M C {1,...,n} mit [M| = [n/2].
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Beweis von Behauptung 2:
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mindestens 2("=3)/2 yiele Blitter v mit M, = M.

Beweis von Behauptung 2:

Fixiere M C {1,...,n} mit [M| = [n/2].

Fixiere auBerdem eine beliebige Abbildung f: M — {1,...,|n/2]}.

Sei nun £ die Menge aller Eingabearrays A mit der Eigenschaft:
Alil = f(i) fir alle i € M.
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Fixiere auBerdem eine beliebige Abbildung f: M — {1,...,|n/2]}.

Sei nun £ die Menge aller Eingabearrays A mit der Eigenschaft:
Alil = f(i) fir alle i € M.

Dann gilt:
@ Fiir jedes Array A € £ gilt My = M.
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Behauptung 2: Fiir jede Menge M C {1,...,n} mit [M| = |n/2] gibt es
mindestens 2("=3)/2 yiele Blitter v mit M, = M.

Beweis von Behauptung 2:

Fixiere M C {1,...,n} mit [M| = [n/2].

Fixiere auBerdem eine beliebige Abbildung f: M — {1,...,|n/2]}.

Sei nun £ die Menge aller Eingabearrays A mit der Eigenschaft:
Alil = f(i) fir alle i € M.
Dann gilt:

@ Fiir jedes Array A € £ gilt My = M.

@ Also fiilhrt A im Entscheidungsbaum T, zu einem Blatt v mit
M, = M.
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Behauptung 2: Fiir jede Menge M C {1,...,n} mit [M| = |n/2] gibt es
mindestens 2("=3)/2 yiele Blitter v mit M, = M.

Beweis von Behauptung 2:

Fixiere M C {1,...,n} mit [M| = [n/2].

Fixiere auBerdem eine beliebige Abbildung f: M — {1,...,|n/2]}.

Sei nun £ die Menge aller Eingabearrays A mit der Eigenschaft:
Alil = f(i) fir alle i € M.
Dann gilt:

@ Fiir jedes Array A € £ gilt My = M.

@ Also fiilhrt A im Entscheidungsbaum T, zu einem Blatt v mit
M, = M.

@ Ein Arraymenge & entspricht der Menge der Arrays mit den [n/2]
Eintragen [n/2],...,n.
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Aus dem Entscheidungsbaum T,, konstruieren wir nun einen neuen
Entscheidungsbaum Ty, 2], welcher das Minimum eines Arrays mit den
[n/2] Eintragen [n/2],...,n bestimmt.

Fiir jeden inneren Knoten v von T,, der mit dem Vergleich i : j beschriftet
ist, tue folgendes (T, sei der in v gewurzelte Teilbaum):

@ Wenn i,j ¢ M, dann tue nichts.

@ Wenn j € M, j & M, dann ersetzte T, durch den Teilbaum, der zu
Ali] < A[j] gehort (linker Teilbaum).

@ Wenn i,j € M mit f(i) < f(j), dann ersetzte T, durch den Teilbaum,
der zu A[i] < A[j] gehort (linker Teilbaum).

So behalten wir in T, genau die Pfade, die fiir Eingabearrays aus &
durchlaufen werden.
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Der resultierende Entscheidungsbaum T, o1 hat folgende Eigenschaften:

@ Fiir jedes Blatt v von Tp,/27 gilt My, = M.
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Der resultierende Entscheidungsbaum T, o1 hat folgende Eigenschaften:
@ Fiir jedes Blatt v von Tp,/27 gilt My, = M.

@ Trp)2) ist ein Entscheidungsbaum zur Bestimmung des Minimums
eines Arrays mit den [n/2] Eintragen [n/2],...,n.
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Der resultierende Entscheidungsbaum T, o1 hat folgende Eigenschaften:

@ Fiir jedes Blatt v von Tp,/27 gilt My, = M.

@ Trp)2) ist ein Entscheidungsbaum zur Bestimmung des Minimums
eines Arrays mit den [n/2] Eintragen [n/2],...,n.

@ Aus dem vorhergehenden Punkt und Lemma 14 folgt, dass jeder Pfad
von T(,,/z] mindestens Lange [n/2] — 1 = [n/2]| Knoten hat.
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Sortieren Medianberechnung

Untere Schranke fiir Mediansuche

Der resultierende Entscheidungsbaum T, o1 hat folgende Eigenschaften:
@ Fiir jedes Blatt v von Tp,/27 gilt My, = M.

@ Trp)2) ist ein Entscheidungsbaum zur Bestimmung des Minimums
eines Arrays mit den [n/2] Eintragen [n/2],...,n.

@ Aus dem vorhergehenden Punkt und Lemma 14 folgt, dass jeder Pfad
von T]—n/2-| mindestens Lange [n/2] — 1 = [n/2]| Knoten hat.

@ Also hat Ty, /o1 mindestens 2ln/2]=1 — 2(n=3)/2 \iele Blitter.

Dies zeigt Behauptung 2 und damit Theorem 13. O

Man kann die untere Schranke 1,5n — O(log n) verbessern zu 2n + o(n)
(Brent, John 1985).

Andererseits kann man den Median mit 2,95n + o(n) vielen Vergleichen
finden (Dor, Zwick 1995)
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Greedy-Algorithmen

Uberblick

o Matroide
@ Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Bdume

@ Dijkstras Algorithmus fiir kiirzeste Pfade
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Greedy-Algorithmen
Optimalitatsprinzip

Greedy (,,gierig") bezeichnet Losungsstrategien, die auf der schrittweisen
Berechnung von Teillésungen (lokalen Optima) basieren.
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Berechnung von Teillésungen (lokalen Optima) basieren.

Dieses Verfahren eignet sich fiir Probleme, bei denen jede Folge von lokal
optimalen Berechnungsschritten ein globales Optimum findet
(Optimalitatsprinzip).
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Greedy-Algorithmen
Optimalitatsprinzip

Greedy (,,gierig") bezeichnet Losungsstrategien, die auf der schrittweisen
Berechnung von Teillésungen (lokalen Optima) basieren.

Dieses Verfahren eignet sich fiir Probleme, bei denen jede Folge von lokal
optimalen Berechnungsschritten ein globales Optimum findet
(Optimalitatsprinzip).

Diese Technik funktioniert, wenn die zugrundeliegende Struktur ein
Matroid bildet.
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Greedy-Algorithmen Matroide

Optimierungsprobleme

Sei E eine endliche Menge und U C 2F eine Menge von Teilmengen von E.
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Optimierungsprobleme

Sei E eine endliche Menge und U C 2F eine Menge von Teilmengen von E.

Das Paar (E, U) ist ein Teilmengensystem, falls gilt:
°ohecU
@ Wenn AC B € U dann gilt auch Ae U
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Das Paar (E, U) ist ein Teilmengensystem, falls gilt:
°ohecU
@ Wenn AC B € U dann gilt auch Ae U

Ein Menge A € U ist maximal (bzgl. Q) falls fiir alle B € U gilt: Wenn
A C B, dann A= B.
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Greedy-Algorithmen Matroide

Optimierungsprobleme

Sei E eine endliche Menge und U C 2F eine Menge von Teilmengen von E.

Das Paar (E, U) ist ein Teilmengensystem, falls gilt:
°ohecU
@ Wenn AC B € U dann gilt auch Ae U

Ein Menge A € U ist maximal (bzgl. Q) falls fiir alle B € U gilt: Wenn
A C B, dann A= B.

Das zu (E, U) gehérende Optimierungsproblem ist:
@ Eingabe: Eine Gewichtsfunktion w : E — R

@ Ausgabe: Eine maximale Menge A € U mit w(A) > w(B) fiir alle
maximalen Mengen B € U, wobei

w(C) =) w(a)
aeC

(wir nennen A ein optimale Losung).
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Greedy-Algorithmen Matroide

Optimierungsprobleme

Zur Lésung eines solchen Optimierungssystems kann man versuchen, den
folgenden kanonischen Greedy-Algorithmus anzuwenden:

Algorithmus kanonischer Greedy-Algorithmus

procedure find-optimum(Teilmengensystem (E, U), w : E — R)

begin
ordne Menge E nach absteigenden Gewichten als eg, e, ..., e, mit
w(er) > w(ex) > - > w(ey)
T:=0

for k:=1to ndo
if TU{ex} € Uthen T :=TU{e}
endfor
return (T)
endprocedure

107 / 298
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Greedy-Algorithmen Matroide

Matroide

Beachte: Die vom kanonischen Greedy-Algorithmus berechnete Lésung ist
eine maximale Teilmenge.

Leider gibt es aber Teilmengensysteme fiir die der kanonische
Greedy-Algorithmus keine optimale Lésung findet (Ubung).

Ein Teilmengensystem (E, U) ist ein Matroid, falls folgende Eigenschaft
gilt (Austauscheigenschaft):

VABEU:|A < |B| = 3IxeB\A:AU{x}eU

Bemerkung: Wenn (E, U) ein Matroid ist, dann haben alle maximalen
Teilmengen in U die gleiche Machtigkeit.
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Greedy-Algorithmen Matroide

Matroide

Beachte: Die vom kanonischen Greedy-Algorithmus berechnete Lésung ist
eine maximale Teilmenge.

Leider gibt es aber Teilmengensysteme fiir die der kanonische
Greedy-Algorithmus keine optimale Lésung findet (Ubung).

Ein Teilmengensystem (E, U) ist ein Matroid, falls folgende Eigenschaft
gilt (Austauscheigenschaft):

VABEU:|A < |B| = 3IxeB\A:AU{x}eU

Bemerkung: Wenn (E, U) ein Matroid ist, dann haben alle maximalen
Teilmengen in U die gleiche Machtigkeit.

Beispiel: Sei E eine endliche Menge und k < |E|. Dann ist
(E,{ACE[|A[<kK})

ein Matroid.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 108 / 298



Greedy-Algorithmen Matroide

Matroide

Sei (E, U) ein Teilmengensystem. Der kanonische Greedy-Algorithmus
berechnet fiir jede Gewichtsfunktion w : E — R eine optimale Lésung
genau dann, wenn (E, U) ein Matroid ist.

Beweis: Sei zunichst (E, U) ein Matroid.

Sei w : E — R eine Gewichtsfunktion und sei E = {e1, e,..., €5} mit
w(er) > w(ep) > -+ > w(ep).

Sei T ={ej,...,ej} mit i <ip <---< i die vom kanonischen

Greedy-Algorithmus berechnete Losung.

Annahme: Es gibt eine maximale Menge S = {e;;,..., ¢} € U mit
w(S) > w(T), wobei j1 < jo < -+ < jj.

Da (E, U) ein Matroid ist, gilt k = /.
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Greedy-Algorithmen Matroide

Matroide

Wegen w(S) > w(T) gibt esein 1 < p < k mit w(ej,) > w(e;,).
Da die Gewichte absteigend sortiert wurden, muss j, < i, gelten.

Wende nun die Austauscheigenschaft an auf

A={ey,...,e, ;€U und B={e;,...,¢,} €U.
Wegen |A| < |B| gibt es ein Element ¢;, € B\ Amit AU {g; } € U.
Also gilt jg < jp < Ip.

Dann hatte der kanonische Greedy-Algorithmus aber auch e;, ausgewahlt,
was ein Widerspruch ist.
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Greedy-Algorithmen Matroide

Matroide

Sei nun (E, U) kein Matroid, d.h. die Austauscheigenschaft ist verletzt.
Seien A, B € U mit |A| < |B|, so dass fiir alle b € B\ Agilt: AU{b} & U.
Sei r = |B| und damit |A| <r —1.

Definiere die Gewichtsfunktion w : E — R wie folgt:

r+1 firxeA
w(x)=1<r firxe B\ A
0 sonst

Der kanonische Greedy-Algorithmus berechnet daher eine Lésung T mit
AC Tund TN(B\A)=0.

Daher gilt: w(T) = (r+1)-|A < (r+1)(r—1)=r>—1.
Sei nun S € U eine maximale Teilmenge mit B C S.

Dann gilt w(S) > w(B) > r2. O
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Greedy-Algorithmen Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Baume

Aufspannende Teilbdume

Sei G = (V, E) ein endlicher ungerichteter Graph.
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Aufspannende Teilbdume

Sei G = (V, E) ein endlicher ungerichteter Graph.

Ein Pfad von u € V nach v € V ist eine Folge von Knoten (u1, u2, ..., up)
mit uy = u, up = v und (uj,uiy1) € Efiralle1 <i<n-1.
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Ein Pfad von u € V nach v € V ist eine Folge von Knoten (u1, u2, ..., up)
mit uy = u, up = v und (uj,uiy1) € Efiralle1 <i<n-1.

G ist zusammenhingend, falls fiir alle u,v € V mit u # v ein Pfad von u
nach v existiert.
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mit uy = u, up = v und (uj,uiy1) € Efiralle1 <i<n-1.

G ist zusammenhingend, falls fiir alle u,v € V mit u # v ein Pfad von u
nach v existiert.

Ein Kreis ist ein Pfad (u1, up, ..., u,) mit n > 3, u; # u; fiir alle
1<i<j<nund (usu)€E.

G ist ein Baum, falls G zusammenhangend ist und keine Kreise hat.
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Greedy-Algorithmen Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Baume

Aufspannende Teilbdume

Sei G = (V, E) ein endlicher ungerichteter Graph.

Ein Pfad von u € V nach v € V ist eine Folge von Knoten (u1, u2, ..., up)
mit uy = u, up = v und (uj,uiy1) € Efiralle1 <i<n-1.

G ist zusammenhingend, falls fiir alle u,v € V mit u # v ein Pfad von u
nach v existiert.

Ein Kreis ist ein Pfad (u1, up, ..., u,) mit n > 3, u; # u; fiir alle
1<i<j<nund (usu)€E.

G ist ein Baum, falls G zusammenhangend ist und keine Kreise hat.

Ubung: Fiir jeden Baum T = (V,E) gilt |E| = |V| — 1.
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Greedy-Algorithmen Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Baume

Aufspannende Teilbdume

Sei G = (V, E) ein endlicher ungerichteter Graph.

Ein Pfad von u € V nach v € V ist eine Folge von Knoten (u1, u2, ..., up)
mit uy = u, up = v und (uj,uiy1) € Efiralle1 <i<n-1.

G ist zusammenhingend, falls fiir alle u,v € V mit u # v ein Pfad von u
nach v existiert.

Ein Kreis ist ein Pfad (u1, up, ..., u,) mit n > 3, u; # u; fiir alle
1<i<j<nund (usu)€E.

G ist ein Baum, falls G zusammenhangend ist und keine Kreise hat.
Ubung: Fiir jeden Baum T = (V,E) gilt |E| = |V| — 1.

Sei nun G = (V, E) zusammenhiangend. Ein aufspannender Teilbaum von
G ist eine Teilmenge F C E von Kanten, so dass (V, F) ein Baum ist.
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Aufspannende Teilbdume

Sei G = (V, E) ein endlicher ungerichteter Graph.

Ein Pfad von u € V nach v € V ist eine Folge von Knoten (u1, u2, ..., up)
mit uy = u, up = v und (uj,uiy1) € Efiralle1 <i<n-1.

G ist zusammenhingend, falls fiir alle u,v € V mit u # v ein Pfad von u
nach v existiert.

Ein Kreis ist ein Pfad (u1, up, ..., u,) mit n > 3, u; # u; fiir alle
1<i<j<nund (usu)€E.

G ist ein Baum, falls G zusammenhangend ist und keine Kreise hat.
Ubung: Fiir jeden Baum T = (V, E) gilt |E| = |V| — 1.

Sei nun G = (V, E) zusammenhangend. Ein aufspannender Teilbaum von
G ist eine Teilmenge F C E von Kanten, so dass (V, F) ein Baum ist.

Ubung: Fiir jeden zusammenhingenden Graphen existiert ein
aufspannender Teilbaum.
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Greedy-Algorithmen Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Baume

Aufspannende Teilbdume

Beispiel:
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Greedy-Algorithmen Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Baume

Matroid der kreisfreien Kantenmengen

Sei G = (V, E) wieder zusammenhangend, und sei w : E — R eine
Gewichtsfunktion.

Das Gewicht eines aufspannenden Teilbaums F C E ist

ecF
Ziel: Berechne einen aufspannenden Teilbaum mit maximalen Gewicht.

Das folgende Lemma erlaubt uns, den kanonischen Greedy-Algorithmus zu
verwenden:

Das Teilmengensystem (E,{A C E | (V, A) ist kreisfrei}) ist ein Matroid.
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Greedy-Algorithmen Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Baume

Matroid der kreisfreien Kantenmengen

Beweis: Seien A, B C E kreisfreie Kantenmengen mit |A| < |B|.
Seien Vi, V5 ..., V, die Zusammenhangskomponenten des Graphens
(V,A).
Dann gilt |A| = >"7 ;(]Vi| — 1), denn der auf V; induzierte Teilgraph von
(V,A) ist ein Baum, hat also |V;| — 1 viele Knoten.
Fiir jede Kante e = (u, v) € B gilt genau einer der beiden folgenden Fille:
© Esgibteinl <i<nmituveV,
Q Esgibti# jmituec Viundv eV,
In B kdnnen aber nur hochstens > (|Vi| — 1) = |A| vielen Kanten vom

Typ 1 vorhanden sein (wenn nicht, wiirde B einen Kreis in einer der
Mengen V; haben).

Also gibt es eine Kante e € B, die zwei Zusammenhangskomponenten von
(V,A) verbindent.

Also ist AU {e} wieder kreisfrei. O
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Greedy-Algorithmen Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Baume

Kruskals Algorithmus

Algorithmus Kruskals Algorithmus

procedure kruskal(Kanten-gewichteter zusammenhangender Graph (V, E, w)
begin

ordne Menge E nach absteigenden Gewichten als e, e, ..., e, mit
w(er) > w(e2) > - > w(en)
F:=0

for k:=1to ndo
if ex verbindet verschiedene Zusammenhangskomp. von (V, F) then
F:=FU{e}
endfor
return (F)
endprocedure
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Kruskals Algorithmus

Beispiel fiir Kruskals Algorithmus:
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Kruskals Algorithmus

Beispiel fiir Kruskals Algorithmus:
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Kruskals Algorithmus

Beispiel fiir Kruskals Algorithmus:
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Beispiel fiir Kruskals Algorithmus:

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 117 / 298



Greedy-Algorithmen Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Baume

Kruskals Algorithmus

Beispiel fiir Kruskals Algorithmus:
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Kruskals Algorithmus

Beispiel fiir Kruskals Algorithmus:
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Kruskals Algorithmus

Beispiel fiir Kruskals Algorithmus:
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Greedy-Algorithmen Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Baume

Laufzeit von Kruskals Algorithmus

Beachte: Da G zusammenhingend ist, gilt |V| -1 < |E| < |V/]2.
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Greedy-Algorithmen Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Baume

Laufzeit von Kruskals Algorithmus

Beachte: Da G zusammenhingend ist, gilt |V| -1 < |E| < |V/]2.

Sortieren der Kanten nach ihrem Gewicht bendtigt Zeit
O(|E|log |E[) = O(|E] log [ V).
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Laufzeit von Kruskals Algorithmus

Beachte: Da G zusammenhingend ist, gilt |V| -1 < |E| < |V/]2.

Sortieren der Kanten nach ihrem Gewicht bendtigt Zeit
O(|E|log |E[) = O(|E] log [ V).

Die Zusammenhangskomponenten von (V/, F) kann man sich als eine
Partition der Knotenmenge V' verwalten.
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Beachte: Da G zusammenhingend ist, gilt |V| -1 < |E| < |V/]2.

Sortieren der Kanten nach ihrem Gewicht bendtigt Zeit
O(|E|log |E[) = O(|E] log [ V).

Die Zusammenhangskomponenten von (V/, F) kann man sich als eine
Partition der Knotenmenge V' verwalten.

Wir beginnen mit der Partition {{v} | v € V}.
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Greedy-Algorithmen Kruskals Algorithmus fiir aufspannende Baume

Laufzeit von Kruskals Algorithmus

Beachte: Da G zusammenhingend ist, gilt |V| -1 < |E| < |V]2.
Sortieren der Kanten nach ihrem Gewicht bendtigt Zeit

O(|E|log |E[) = O(|E] log [ V).

Die Zusammenhangskomponenten von (V/, F) kann man sich als eine
Partition der Knotenmenge V' verwalten.

Wir beginnen mit der Partition {{v} | v € V}.

In jedem Durchlauf der for-Schleife (|E| viele) testen wir, ob die Endknoten
der Kante e, in verschiedenen Mengen A, B der Partition liegen.
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Laufzeit von Kruskals Algorithmus

Beachte: Da G zusammenhingend ist, gilt |V| -1 < |E| < |V]2.
Sortieren der Kanten nach ihrem Gewicht bendtigt Zeit

O(|E|log |E[) = O(|E] log [ V).

Die Zusammenhangskomponenten von (V/, F) kann man sich als eine
Partition der Knotenmenge V' verwalten.

Wir beginnen mit der Partition {{v} | v € V}.

In jedem Durchlauf der for-Schleife (|E| viele) testen wir, ob die Endknoten
der Kante e, in verschiedenen Mengen A, B der Partition liegen.

Falls dies der Fall ist, ersetzen wir in der Partition A und B durch die
Menge AU B.
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O(|E|log |E[) = O(|E] log [ V).

Die Zusammenhangskomponenten von (V/, F) kann man sich als eine
Partition der Knotenmenge V' verwalten.

Wir beginnen mit der Partition {{v} | v € V}.

In jedem Durchlauf der for-Schleife (|E| viele) testen wir, ob die Endknoten
der Kante e, in verschiedenen Mengen A, B der Partition liegen.

Falls dies der Fall ist, ersetzen wir in der Partition A und B durch die
Menge AU B.

Wir werden hierfiir spater eine Datenstruktur (Union-Find) entwickeln,
welche diese Operationen in Zeit insgesamt O(«(|V|) - |E|) fiir eine sehr
schwach wachsende Funktion o bewerkstelligt.
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Laufzeit von Kruskals Algorithmus

Beachte: Da G zusammenhingend ist, gilt |V| -1 < |E| < |V]2.
Sortieren der Kanten nach ihrem Gewicht bendtigt Zeit

O(|E|log |E[) = O(|E] log [ V).

Die Zusammenhangskomponenten von (V/, F) kann man sich als eine
Partition der Knotenmenge V' verwalten.

Wir beginnen mit der Partition {{v} | v € V}.

In jedem Durchlauf der for-Schleife (|E| viele) testen wir, ob die Endknoten
der Kante e, in verschiedenen Mengen A, B der Partition liegen.

Falls dies der Fall ist, ersetzen wir in der Partition A und B durch die
Menge AU B.

Wir werden hierfiir spater eine Datenstruktur (Union-Find) entwickeln,
welche diese Operationen in Zeit insgesamt O(«(|V|) - |E|) fiir eine sehr
schwach wachsende Funktion o bewerkstelligt.

Dies liefert dann eine Laufzeit von O(|E|log |V/|) fiir Kruskals Algorithmus.
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Kiirzeste Wege

Weiteres Beispiel fiir die Greedy-Strategie: Bestimmung kiirzester Wege in
einem Kanten-gewichteten gerichteten Graphen G = (V/, E,~).

@ V ist die Knotenmenge.
@ E C V x V ist die Kantenmenge, wobei (x, x) ¢ E fiir alle x € V

gelten soll.
@ v : E — N ist die Gewichtsfunktion.
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Kiirzeste Wege

Weiteres Beispiel fiir die Greedy-Strategie: Bestimmung kiirzester Wege in
einem Kanten-gewichteten gerichteten Graphen G = (V/, E,~).

@ V ist die Knotenmenge.
@ E C V x V ist die Kantenmenge, wobei (x, x) ¢ E fiir alle x € V

gelten soll.
@ v : E — N ist die Gewichtsfunktion.

n—1
Gewicht eines Pfades (vp, vi, va,..., vp): Z’y(v,-, Vit1)
i=0
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Kiirzeste Wege

Weiteres Beispiel fiir die Greedy-Strategie: Bestimmung kiirzester Wege in
einem Kanten-gewichteten gerichteten Graphen G = (V/, E,~).

@ V ist die Knotenmenge.
@ E C V x V ist die Kantenmenge, wobei (x, x) ¢ E fiir alle x € V

gelten soll.
@ v : E — N ist die Gewichtsfunktion.

n—1
Gewicht eines Pfades (vp, vi, va,..., vp): Z’y(v,-, Vit1)
i=0

Fir u,v € Vist d(u, v) das Minimum der Gewichte aller Pfade von u nach
v (d(u, v) = oo, falls kein Pfad von u nach v existiert, und d(u, u) = 0).
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Kiirzeste Wege

Weiteres Beispiel fiir die Greedy-Strategie: Bestimmung kiirzester Wege in
einem Kanten-gewichteten gerichteten Graphen G = (V/, E,~).

@ V ist die Knotenmenge.

@ E C V x V ist die Kantenmenge, wobei (x, x) ¢ E fiir alle x € V
gelten soll.

@ v : E — N ist die Gewichtsfunktion.
n—1
Gewicht eines Pfades (vp, vi, va,..., vp): Z’y(v,-, Vit1)
i=0

Fir u,v € Vist d(u, v) das Minimum der Gewichte aller Pfade von u nach
v (d(u, v) = oo, falls kein Pfad von u nach v existiert, und d(u, u) = 0).

Ziel: Gegeben G = (V/, E, ) und Startknoten u € V/, berechne fiir jedes

v € V einen Pfad u = vg, vi, o, ..., Vy_1, Vs, = v mit minimalem Gewicht
d(u,v).
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

B := () (Baumknoten); R := {u} (Rand); U := V \ {u} (unbekannt);
p(u) := nil; D(u) :==0;
while R # () do
x = nil; o := o0;
forall y € R do
if D(y) < a then
x:=y; a:=D(y)
endif
endfor
B:=BU{x}; R:=R\ {x}
forall (x,y) € E do
if y € U then
D(y) == D(x) +v(x,y); p(y) :==x; U:=U\{y} R:=RU{y}
elsif y € R and D(x) + v(x,y) < D(y) then
D(y) := D(x) +v(x, y); p(y) == x
endif
endfor
endwhile
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Beispiel zu Dijkstras Algorithmus

Baumknoten source node

Rand

unbekannte Knoten

O

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 121 / 298



Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Beispiel zu Dijkstras Algorithmus

Baumknoten Startknoten

Rand

unbekannte Knoten

O
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Baumknoten Startknoten

Rand
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Theorem 17 (Korrektheit von Dijkstras Algorithmus)

Der Dijkstra—Algorithmus berechnet alle kiirzesten Pfade von einer Quelle
aus.
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Theorem 17 (Korrektheit von Dijkstras Algorithmus)

Der Dijkstra—Algorithmus berechnet alle kiirzesten Pfade von einer Quelle
aus.

Beweis: Wir zeigen, dass die folgenden Invarianten durch die
while-Schleife erhalten bleiben:

© Die Mengen B, R, und U bilden eine Partition der Knotenmenge V.
Q@ R={y|3xeB:(x,y)€e E}\ B
© Fir alle x € B gilt D(x) = d(u, x)
Q Firalle y € R gilt D(y) = min{D(x) +v(x,y) | x € B,(x,y) € E}

Betrachte eine Ausfiihrung der while-Schleife, wobei der Knoten x von R
nach B verschoben wird.
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© Die Mengen B, R, und U bilden eine Partition der Knotenmenge V.
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© Fir alle x € B gilt D(x) = d(u, x)
Q Firalle y € R gilt D(y) = min{D(x) +v(x,y) | x € B,(x,y) € E}

Betrachte eine Ausfiihrung der while-Schleife, wobei der Knoten x von R
nach B verschoben wird.

(1)-(4) gelten vor der Ausfiihrung der while-Schleife.
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Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Theorem 17 (Korrektheit von Dijkstras Algorithmus)

Der Dijkstra—Algorithmus berechnet alle kiirzesten Pfade von einer Quelle
aus.

Beweis: Wir zeigen, dass die folgenden Invarianten durch die
while-Schleife erhalten bleiben:

© Die Mengen B, R, und U bilden eine Partition der Knotenmenge V.
Q@ R={y|3xeB:(x,y)€e E}\ B
© Fir alle x € B gilt D(x) = d(u, x)
Q Firalle y € R gilt D(y) = min{D(x) +v(x,y) | x € B,(x,y) € E}

Betrachte eine Ausfiihrung der while-Schleife, wobei der Knoten x von R
nach B verschoben wird.

(1)-(4) gelten vor der Ausfiihrung der while-Schleife.
Es ist offensichtlich, dass (1) und (2) erhalten bleiben.
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Zu (3): Wegen (4) existiert eine Knoten z € B mit

D(x) = D(z) +(z,x) = d(u, z) + v(z, x).
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Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Zu (3): Wegen (4) existiert eine Knoten z € B mit
D(x) = D(z) +(z,x) = d(u, z) + v(z, x).

Angenommen, es gibt einen Pfad von u nach x mit einem Gewicht < D(x).
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Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Zu (3): Wegen (4) existiert eine Knoten z € B mit
D(x) = D(z) +(z,x) = d(u, z) + v(z, x).

Angenommen, es gibt einen Pfad von u nach x mit einem Gewicht < D(x).

Sei w € R der erste Knoten auf diesem Pfad, der nicht mehr zu B gehort
(existiert, da x € B) und sei v € B der Vorgédnger von w auf dem Pfad
(existiert, da u € B).
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Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Zu (3): Wegen (4) existiert eine Knoten z € B mit
D(x) = D(z) +(z,x) = d(u, z) + v(z, x).

Angenommen, es gibt einen Pfad von u nach x mit einem Gewicht < D(x).

Sei w € R der erste Knoten auf diesem Pfad, der nicht mehr zu B gehort
(existiert, da x € B) und sei v € B der Vorgédnger von w auf dem Pfad
(existiert, da u € B).

Da der gesamte Pfad ein Gewicht < D(x) hat, muss gelten:
D(w) = min{D(W')+~vy(w',w)|w € B,(w,w) e E}
< D(v) +7(v,w)
< D(x),

was der Auswahl von x € R widerspricht.
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Zu (3): Wegen (4) existiert eine Knoten z € B mit
D(x) = D(z) +(z,x) = d(u, z) + v(z, x).

Angenommen, es gibt einen Pfad von u nach x mit einem Gewicht < D(x).

Sei w € R der erste Knoten auf diesem Pfad, der nicht mehr zu B gehort
(existiert, da x € B) und sei v € B der Vorgédnger von w auf dem Pfad
(existiert, da u € B).

Da der gesamte Pfad ein Gewicht < D(x) hat, muss gelten:
D(w) = min{D(W')+~vy(w',w)|w € B,(w,w) e E}
< D(v) + (v, w)
< D(x),
was der Auswahl von x € R widerspricht.

Also gilt d(u, x) = D(x).
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Zu (4): Seien B, R', U’, D' die Werte der Programmvariablen B, R, U, D
nach Ausfiihrung der der while-Schleife.
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Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Zu (4): Seien B, R', U’, D' die Werte der Programmvariablen B, R, U, D
nach Ausfiihrung der der while-Schleife.

Beachte: B’ = BU {x}, D(z) = D'(z) fiir alle z € B und D(x) = D'(x).
Seiy e R.
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Zu (4): Seien B', R, U', D' die Werte der Programmvariablen B, R, U, D

nach Ausfiihrung der der while-Schleife.

Beachte: B’ = BU {x}, D(z) = D'(z) fiir alle z € B und D(x) = D'(x).

Seiy e R.

1. Fall: y € R\ {x} und (x,y) € E. Dann gilt:

D'(y) = min{D(y), D(x) +(x,y)}
= min{min{D(z) +(z,y) | z € B,(z,y) € E}, D(x) +7(x,y)}
= min{min{D'(2) + 1(2,y) | 2 € B, (2,y) € E}, D'(x) +1(x,y)}
= min{D'(z) +v(z,y) | z€ B, (z,y) € E}
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

Zu (4): Seien B, R', U’, D' die Werte der Programmvariablen B, R, U, D
nach Ausfiihrung der der while-Schleife.
Beachte: B’ = BU {x}, D(z) = D'(z) fiir alle z € B und D(x) = D'(x).
Seiy e R.
1. Fall: y € R\ {x} und (x,y) € E. Dann gilt:
D'(y) = min{D(y), D(x) +~(x, y)}
= min{min{D(z) +(z,y) | z € B,(z,y) € E}, D(x) +7(x,y)}
= min{min{D'(2) + 1(2,y) | 2 € B, (2,y) € E}, D'(x) +1(x,y)}
= min{D'(z) +v(z,y) | z€ B',(z,y) € E}
2.Fall y € R\ {x} und (x,y) & E. Dann gilt:
D'(y) D(y)
= min{D(z) +(z,y) | z€ B,(z,y) € E}
= min{D'(z) ++v(z,y) | z € B',(z,y) € E}.
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

3.Fall: y ¢ R. Dann gilt (x,y) € E, aber es gibt keine Kante (z,y) € E
mit z € B (wegen (2)).
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Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

3.Fall: y ¢ R. Dann gilt (x,y) € E, aber es gibt keine Kante (z,y) € E
mit z € B (wegen (2)).

Es gilt daher:
D'(y) = D(x)+7(x,y)

D'(x) + (v, x)
= min{D'(z) +v(z,y) | z€ B',(z,y) € E}.
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Korrektheit von Dijkstras Algorithmus

3.Fall: y ¢ R. Dann gilt (x,y) € E, aber es gibt keine Kante (z,y) € E
mit z € B (wegen (2)).

Es gilt daher:
D'(y) = D(x)+7(x,y)

D'(x) + (v, x)
= min{D'(z) +v(z,y) | z€ B',(z,y) € E}.

Bemerkung: Dijkstras Algorithmus liefert nicht notwendigerweise ein
korrektes Ergebnis, falls negative Kantengewichte erlaubt werden.
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Dijkstra mit abstrakten Datentyp fiir Rand

Um die Laufzeit von Dijkstras Algorithmus zu analysieren, ist es niitzlich
ihn mit einem abstrakten Datentyp fiir den Rand R zu formulieren.

Folgende Operationen werden fiir den Rand R bendtigt:

insert Fiige ein neues Element in R ein.

decrease-key Verringere den Schliisselwert eines Elements von R
(und erhalte die Eigenschaften des Datentyps R).

delete-min Suche ein Element mit minimalem Schliisselwert
und entferne dieses aus R (und erhalte die Eigen-
schaften des Datentyps R).

WS 2014/2015 126 / 298

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen



Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Dijkstra mit abstrakten Datentyp fiir Rank

B:=0; R:={u}; U:=V\{u}; p(v) := nil; D(u) :=0;
while (R # () do
x := delete-min(R);
B:=BU{x};
forall (x,y) € E do
if y € U then
U:=U\{y}: ply) :=x D(y) := D(x) +(x,y);
insert(R, y, D(y));
elsif y € R and D(x) + v(x,y) < D(y) then
p(y) = x; D(y) := D(x) +v(x,y);
decrease-key(R, y, D(y));
endif
endfor
endwhile
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Greedy-Algorithmen Kiirzeste Wege und Dijkstras Algorithmus

Laufzeit von Dijkstras Algorithmus

Anzahl der Operationen (n = Anzahl der Knoten, e = Anzahl der Kanten):

insert n
decrease-key e
delete-min n

Die Laufzeit hdangt von der fiir den Rand verwendeten Datenstruktur ab:

© Arrays der GréBe n:
einzelnes insert/decrease-key: O(1)
einzelnes delete-min: O(n)
resultierende Laufzeit: O(n + e + n?) = O(n?)

© Heap (balancierter Bindrbaum der Tiefe O(log(n)):
einzelnes insert/decrease-key/delete-min: O(log(n))
resultierende Laufzeit: O(nlog(n) + elog(n)) = O(elog(n)).

Falls O(e) C o(n?/log n) gilt, ist ein Heap also besser als ein Array.
Fiir planare Graphen gilt etwa e < 3n— 6 fiir n > 3
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps (Fredman & Tarjan 1984)

Fibonacci-Heaps schlagen sowohl Arrays als auch Heaps: O(e + nlog n)
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps (Fredman & Tarjan 1984)

Fibonacci-Heaps schlagen sowohl Arrays als auch Heaps: O(e + nlog n)
Ein Fibonacci-Heap H ist eine List gewurzelter Biume, also ein Wald.

V ist die Menge der Knoten.
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Fibonacci-Heaps (Fredman & Tarjan 1984)

Fibonacci-Heaps schlagen sowohl Arrays als auch Heaps: O(e + nlog n)

Ein Fibonacci-Heap H ist eine List gewurzelter Biume, also ein Wald.

V ist die Menge der Knoten.

Jeder Knoten v € V ist mit einem Schliissel key (v) € N markiert.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps (Fredman & Tarjan 1984)

Fibonacci-Heaps schlagen sowohl Arrays als auch Heaps: O(e + nlog n)
Ein Fibonacci-Heap H ist eine List gewurzelter Biume, also ein Wald.
V ist die Menge der Knoten.

Jeder Knoten v € V ist mit einem Schliissel key (v) € N markiert.

Heap-Bedingung: Vx € V : y ist Kind von x = key(x) < key(y)
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps (Fredman & Tarjan 1984)

Fibonacci-Heaps schlagen sowohl Arrays als auch Heaps: O(e + nlog n)
Ein Fibonacci-Heap H ist eine List gewurzelter Biume, also ein Wald.
V ist die Menge der Knoten.

Jeder Knoten v € V ist mit einem Schliissel key (v) € N markiert.
Heap-Bedingung: Vx € V : y ist Kind von x = key(x) < key(y)

Einige der Knoten aus V sind markiert. Die Wurzel eins Baums ist niemals
markiert.
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Datenstrukturen

Beispiel fiir Fibonacci-Heap
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps

@ Die Elternknoten-Kind Beziehung wird durch Zeiger realisiert, da die
Baume nicht notwendigerweise balanciert sind.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps

@ Die Elternknoten-Kind Beziehung wird durch Zeiger realisiert, da die
Baume nicht notwendigerweise balanciert sind.

@ D.h., Zeigermanipulationen ersetzen die Indexberechnungen bei
Standard-Heaps.
@ Operationen:
© merge
Q insert
© delete-min
©Q decrease-key
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von merge und insert
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Implementierung von merge und insert

@ merge: Konkatenation zweier Listen — konstante Zeit
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von merge und insert

@ merge: Konkatenation zweier Listen — konstante Zeit
@ insert: Spezialfall von merge — konstante Zeit

@ merge und insert erzeugen schlieBlich lange Listen einelementiger
Baume.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von merge und insert

@ merge: Konkatenation zweier Listen — konstante Zeit
@ insert: Spezialfall von merge — konstante Zeit

@ merge und insert erzeugen schlieBlich lange Listen einelementiger
Baume.

@ Jede solche Liste ist ein Fibonacci-Heap.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

@ Sei H ein Fibonacci-Heap bestehend aus T B3aumen und n Knoten.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

@ Sei H ein Fibonacci-Heap bestehend aus T B3aumen und n Knoten.

@ Fiir einen Knoten x € V sei rank(x) die Anzahl der Kinder von x.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

@ Sei H ein Fibonacci-Heap bestehend aus T B3aumen und n Knoten.
@ Fiir einen Knoten x € V sei rank(x) die Anzahl der Kinder von x.

@ Fiir einen Baum B in H sei rank(B) der Rang der Wurzel von B.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

@ Sei H ein Fibonacci-Heap bestehend aus T B3aumen und n Knoten.
@ Fiir einen Knoten x € V sei rank(x) die Anzahl der Kinder von x.
@ Fiir einen Baum B in H sei rank(B) der Rang der Wurzel von B.

@ Sei rmax(n) der maximale Rang der in einem Fibonacci-Heap mit n
Knoten auftreten kann.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

o
*]
*]
*]

Sei H ein Fibonacci-Heap bestehend aus T Biumen und n Knoten.
Fiir einen Knoten x € V sei rank(x) die Anzahl der Kinder von x.
Fiir einen Baum B in H sei rank(B) der Rang der Wurzel von B.

Sei rmax(n) der maximale Rang der in einem Fibonacci-Heap mit n
Knoten auftreten kann.

(]

Natiirlich gilt rmax(n) < n. Spater werden wir zeigen, dass
rmax(n) € O(log n) gilt.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

© Suche die Wurzel x mit minimalen Schliissel. Zeit: O(T)
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

© Suche die Wurzel x mit minimalen Schliissel. Zeit: O(T)

@ Entferne x und ersetze den in x gewurzelten Baum durch seine
rank(x) vielen Teilbdume. Entferne eventuelle Markierungen von den
neuen Wurzeln. Zeit: O(rank(x)) € O(fmax(n)).
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

© Suche die Wurzel x mit minimalen Schliissel. Zeit: O(T)

@ Entferne x und ersetze den in x gewurzelten Baum durch seine
rank(x) vielen Teilbdume. Entferne eventuelle Markierungen von den
neuen Wurzeln. Zeit: O(rank(x)) € O(fmax(n)).

© Definiere ein Array L[0, ..., rmax(n)], wobei L[i] die Liste aller Baume
von Rang i ist. Zeit: O(T + rmax(n)).

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 134 / 298



Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

© Suche die Wurzel x mit minimalen Schliissel. Zeit: O(T)

@ Entferne x und ersetze den in x gewurzelten Baum durch seine
rank(x) vielen Teilbdume. Entferne eventuelle Markierungen von den
neuen Wurzeln. Zeit: O(rank(x)) € O(fmax(n)).

© Definiere ein Array L[0, ..., rmax(n)], wobei L[i] die Liste aller Baume
von Rang i ist. Zeit: O(T + rmax(n)).
Q for i := 0 to rmax(n) — 1 do
while |L[/]| > 2 do
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

© Suche die Wurzel x mit minimalen Schliissel. Zeit: O(T)

@ Entferne x und ersetze den in x gewurzelten Baum durch seine
rank(x) vielen Teilbdume. Entferne eventuelle Markierungen von den
neuen Wurzeln. Zeit: O(rank(x)) € O(fmax(n)).

© Definiere ein Array L[0, ..., rmax(n)], wobei L[i] die Liste aller Baume
von Rang i ist. Zeit: O(T + rmax(n)).
Q for i := 0 to rmax(n) — 1 do
while |L[/]| > 2 do
entferne zwei Bdume aus L]/
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

© Suche die Wurzel x mit minimalen Schliissel. Zeit: O(T)

@ Entferne x und ersetze den in x gewurzelten Baum durch seine
rank(x) vielen Teilbdume. Entferne eventuelle Markierungen von den
neuen Wurzeln. Zeit: O(rank(x)) € O(fmax(n)).

© Definiere ein Array L[0, ..., rmax(n)], wobei L[i] die Liste aller Baume
von Rang i ist. Zeit: O(T + rmax(n)).
Q for i := 0 to rmax(n) — 1 do
while |L[/]| > 2 do
entferne zwei Bdume aus L]/
mache die Wurzel mit dem gréBeren Schliissel zu einem Kind
der anderen Wurzel
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

© Suche die Wurzel x mit minimalen Schliissel. Zeit: O(T)

@ Entferne x und ersetze den in x gewurzelten Baum durch seine
rank(x) vielen Teilbdume. Entferne eventuelle Markierungen von den
neuen Wurzeln. Zeit: O(rank(x)) € O(fmax(n)).

© Definiere ein Array L[0, ..., rmax(n)], wobei L[i] die Liste aller Baume
von Rang i ist. Zeit: O(T + rmax(n)).

Q for i := 0 to rmax(n) — 1 do

while |L[/]| > 2 do
entferne zwei Bdume aus L]/

mache die Wurzel mit dem gréBeren Schliissel zu einem Kind
der anderen Wurzel

flige den so erhaltenen Baum in L[i + 1] ein
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

© Suche die Wurzel x mit minimalen Schliissel. Zeit: O(T)

@ Entferne x und ersetze den in x gewurzelten Baum durch seine
rank(x) vielen Teilbdume. Entferne eventuelle Markierungen von den
neuen Wurzeln. Zeit: O(rank(x)) € O(fmax(n)).

© Definiere ein Array L[0, ..., rmax(n)], wobei L[i] die Liste aller Baume
von Rang i ist. Zeit: O(T + rmax(n)).
Q for i := 0 to rmax(n) — 1 do
while |L[/]| > 2 do
entferne zwei Bdume aus L]/
mache die Wurzel mit dem gréBeren Schliissel zu einem Kind
der anderen Wurzel
flige den so erhaltenen Baum in L[i + 1] ein
endwhile endfor
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von delete-min

© Suche die Wurzel x mit minimalen Schliissel. Zeit: O(T)

@ Entferne x und ersetze den in x gewurzelten Baum durch seine
rank(x) vielen Teilbdume. Entferne eventuelle Markierungen von den
neuen Wurzeln. Zeit: O(rank(x)) € O(fmax(n)).

© Definiere ein Array L[0, ..., rmax(n)], wobei L[i] die Liste aller Baume
von Rang i ist. Zeit: O(T + rmax(n)).
Q for i := 0 to rmax(n) — 1 do
while |L[/]| > 2 do
entferne zwei Bdume aus L]/
mache die Wurzel mit dem gréBeren Schliissel zu einem Kind
der anderen Wurzel
flige den so erhaltenen Baum in L[i + 1] ein
endwhile endfor
Zeit: O(T + rmax(n))
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beispiel fiir delete-min
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beispiel fiir delete-min
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beispiel fiir delete-min

@ @) g % @ D
6 @ &9 D
@y

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 135 / 298



Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Bemerkungen zu delete-min
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Bemerkungen zu delete-min

o delete-min bendtigt Zeit O(T + rmax(n)), wobei T die Anzahl der
Baume vor der Operation ist.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Bemerkungen zu delete-min

o delete-min bendtigt Zeit O(T + rmax(n)), wobei T die Anzahl der
Baume vor der Operation ist.

@ Nach Ausfiihrung von delete-min existiert fiir jedes i < rmax(n)
hochstens ein Baum von Rang i.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Bemerkungen zu delete-min

o delete-min bendtigt Zeit O(T + rmax(n)), wobei T die Anzahl der
Baume vor der Operation ist.

@ Nach Ausfiihrung von delete-min existiert fiir jedes i < rmax(n)
hochstens ein Baum von Rang i.

@ Insbesondere ist die Anzahl der Bdume durch rpax(n) beschrankt.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von decrease-key

Sei x der Knoten, fiir den der Schliissel verringert werden soll.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von decrease-key

Sei x der Knoten, fiir den der Schliissel verringert werden soll.

© Falls x eine Wurzel ist, kénnen wir key(x) ohne sonstige
Veranderungen reduzieren. Sei nun x keine Wurzel und sei
X = Y0, ¥1,---,Ym der Pfad von x zur Wurzel y,, (m > 1).
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von decrease-key

Sei x der Knoten, fiir den der Schliissel verringert werden soll.

© Falls x eine Wurzel ist, kénnen wir key(x) ohne sonstige
Veranderungen reduzieren. Sei nun x keine Wurzel und sei
X = Y0, ¥1,---,Ym der Pfad von x zur Wurzel y,, (m > 1).
Sei yk (1 < k < m) der erste nicht markierte Knoten auf diesem

Pfad, der nicht x ist. (beachte: yp, ist nicht markiert).
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von decrease-key

Sei x der Knoten, fiir den der Schliissel verringert werden soll.

© Falls x eine Wurzel ist, kénnen wir key(x) ohne sonstige
Veranderungen reduzieren. Sei nun x keine Wurzel und sei
X = Y0, ¥1,---,Ym der Pfad von x zur Wurzel y,, (m > 1).
Sei yk (1 < k < m) der erste nicht markierte Knoten auf diesem
Pfad, der nicht x ist. (beachte: y,, ist nicht markiert).

© Fiir alle 0 </ < k schneiden wir y; von seinem Elternknoten y;,; ab
und entfernen die Markierung von y; (yo = x kann markiert sein).
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von decrease-key

Sei x der Knoten, fiir den der Schliissel verringert werden soll.

© Falls x eine Wurzel ist, kénnen wir key(x) ohne sonstige
Veranderungen reduzieren. Sei nun x keine Wurzel und sei
X = Y0, ¥1,---,Ym der Pfad von x zur Wurzel y,, (m > 1).
Sei yk (1 < k < m) der erste nicht markierte Knoten auf diesem
Pfad, der nicht x ist. (beachte: yp, ist nicht markiert).

© Fiir alle 0 </ < k schneiden wir y; von seinem Elternknoten y;,; ab

und entfernen die Markierung von y; (yo = x kann markiert sein).
yi (0 <i < k) ist dann die (unmarkierte) Wurzel eines neuen Baums.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 137 / 298



Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Implementierung von decrease-key

Sei x der Knoten, fiir den der Schliissel verringert werden soll.

© Falls x eine Wurzel ist, kénnen wir key(x) ohne sonstige
Veranderungen reduzieren. Sei nun x keine Wurzel und sei
X = Y0, ¥1,---,Ym der Pfad von x zur Wurzel y,, (m > 1).
Sei yk (1 < k < m) der erste nicht markierte Knoten auf diesem
Pfad, der nicht x ist. (beachte: y,, ist nicht markiert).

© Fiir alle 0 </ < k schneiden wir y; von seinem Elternknoten y;,; ab
und entfernen die Markierung von y; (yo = x kann markiert sein).
yi (0 <i < k) ist dann die (unmarkierte) Wurzel eines neuen Baums.

© Falls yx keine Wurzel ist, markieren wir yx (und speichern auf diese
Weise, dass yj ein Kind verloren hat).
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beispiel zu decrease-key

@ @) g % @ D
6 @ &9 D
@y

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 138 / 298



Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beispiel zu decrease-key

decrease-key(Knoten mit Schliissel 39, 6)
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beispiel zu decrease-key

decrease-key(Knoten mit Schliissel 39, 6)
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beispiel zu decrease-key

decrease-key(Knoten mit Schliissel 38,29)
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beispiel zu decrease-key

decrease-key(Knoten mit Schliissel 38,29)
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beispiel zu decrease-key

decrease-key(Knoten mit Schliissel 38,29)
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Bemerkungen zu decrease-key
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Bemerkungen zu decrease-key

o Zeit: O(k) + O(1)
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Bemerkungen zu decrease-key

o Zeit: O(k)+ O(1)
@ decrease-key reduziert die Anzahl der markierten Knoten um
mindestens k — 2 (k > 1).
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Bemerkungen zu decrease-key

o Zeit: O(k)+ O(1)
@ decrease-key reduziert die Anzahl der markierten Knoten um
mindestens k — 2 (k > 1).

o decrease-key erhoht die Anzahl der Baume um k.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Definition von Fibonacci-Heaps

Definition 18

Ein Fibonacci-Heap ist eine Liste von gewurzelten Baumen wie vorher
beschrieben, die aus der leeren Liste mittels beliebig vieler Anwendungen
der Operationen merge, insert, delete-min, und decrease-key erhalten

werden kann.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Definition von Fibonacci-Heaps

Definition 18

Ein Fibonacci-Heap ist eine Liste von gewurzelten Baumen wie vorher
beschrieben, die aus der leeren Liste mittels beliebig vieler Anwendungen
der Operationen merge, insert, delete-min, und decrease-key erhalten
werden kann.

Lemma 19 (Fibonacci-Heap Lemma)

Sei x ein Knoten in einem Fibonacci-Heap mit rank(x) = k
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Definition von Fibonacci-Heaps

Definition 18

Ein Fibonacci-Heap ist eine Liste von gewurzelten Baumen wie vorher
beschrieben, die aus der leeren Liste mittels beliebig vieler Anwendungen
der Operationen merge, insert, delete-min, und decrease-key erhalten
werden kann.

Lemma 19 (Fibonacci-Heap Lemma)
Sei x ein Knoten in einem Fibonacci-Heap mit rank(x) = k
© Falls ci,. .., ck die Kinder von x sind, und c; vor ciy+1 ein Kind von x
wurde, dann gilt rank(c;) > i — 2.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Definition von Fibonacci-Heaps

Definition 18

Ein Fibonacci-Heap ist eine Liste von gewurzelten Baumen wie vorher
beschrieben, die aus der leeren Liste mittels beliebig vieler Anwendungen
der Operationen merge, insert, delete-min, und decrease-key erhalten
werden kann.

Lemma 19 (Fibonacci-Heap Lemma)
Sei x ein Knoten in einem Fibonacci-Heap mit rank(x) = k
© Falls ci,. .., ck die Kinder von x sind, und c; vor ciy+1 ein Kind von x
wurde, dann gilt rank(c;) > i — 2.
© Der in x gewurzelte Teilbaum enthalt mindestens Fy1 viele Knoten.
Hierbei ist Fi,1 die (k 4+ 1)-te Fibonacci-Zahl
(FO = F1 = ]_, Fk+1 = Fk + Fk,1 fiir k > ].)

140 / 298

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015



Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 1:
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 1:

Zu dem Zeitpunkt, als ¢; ein Kind von x wurde, waren die Knoten

c1,...,Cj_1 bereits Kinder von x, d.h. der Rang von x war zu diesem
Zeitpunkt mindestens i — 1.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 1:

Zu dem Zeitpunkt, als ¢; ein Kind von x wurde, waren die Knoten
c1,...,Cj_1 bereits Kinder von x, d.h. der Rang von x war zu diesem
Zeitpunkt mindestens i — 1.

Da nur Bdume mit gleichen Rang zu einem Baum verschmolzen werden (in
delete-min), war der Rang von ¢; zu diesem Zeitpunkt mindestens i — 1.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 1:

Zu dem Zeitpunkt, als ¢; ein Kind von x wurde, waren die Knoten
c1,...,Cj_1 bereits Kinder von x, d.h. der Rang von x war zu diesem
Zeitpunkt mindestens i — 1.

Da nur Bdume mit gleichen Rang zu einem Baum verschmolzen werden (in
delete-min), war der Rang von ¢; zu diesem Zeitpunkt mindestens i — 1.

In der Zwischenzeit konnte Knoten ¢; hochstens ein Kind verloren haben:
Wenn ¢; durch decrease-key ein Kind verliert, dann wird ¢; markiert, und
beim Verlust eines weiteren Kindes wiirde ¢; von seinem Elternknoten x
abgetrennt werden.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 1:

Zu dem Zeitpunkt, als ¢; ein Kind von x wurde, waren die Knoten
c1,...,Cj_1 bereits Kinder von x, d.h. der Rang von x war zu diesem
Zeitpunkt mindestens i — 1.

Da nur Bdume mit gleichen Rang zu einem Baum verschmolzen werden (in
delete-min), war der Rang von ¢; zu diesem Zeitpunkt mindestens i — 1.

In der Zwischenzeit konnte Knoten ¢; hochstens ein Kind verloren haben:
Wenn ¢; durch decrease-key ein Kind verliert, dann wird ¢; markiert, und
beim Verlust eines weiteren Kindes wiirde ¢; von seinem Elternknoten x
abgetrennt werden.

Daher gilt rank(c;) > i — 2.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 2:
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 2:

Sei By die minimale Anzahl von Knoten in einem Teilbaum von Rang k in
einem Fibonacci-Heap. Wir zeigen By > Fy41
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 2:

Sei By die minimale Anzahl von Knoten in einem Teilbaum von Rang k in
einem Fibonacci-Heap. Wir zeigen By > Fy41

Fir k=0und k=1 ist dieswahr: B >1=F, B1>2=F;.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 2:

Sei By die minimale Anzahl von Knoten in einem Teilbaum von Rang k in
einem Fibonacci-Heap. Wir zeigen By > Fy41

Fir k=0und k=1 ist dieswahr: B >1=F, B1>2=F;.

Sei nun x ein Knoten mit rank(x) = k + 1 und By vielen Knoten in dem
in x gewurzelten Teilbaum.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 2:

Sei By die minimale Anzahl von Knoten in einem Teilbaum von Rang k in
einem Fibonacci-Heap. Wir zeigen By > Fy41

Fir k=0und k=1 ist dieswahr: B >1=F, B1>2=F;.

Sei nun x ein Knoten mit rank(x) = k + 1 und By vielen Knoten in dem
in x gewurzelten Teilbaum.

Beachte: j > i = B; > B;.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 2:

Sei By die minimale Anzahl von Knoten in einem Teilbaum von Rang k in
einem Fibonacci-Heap. Wir zeigen By > Fy41

Fir k=0und k=1 ist dieswahr: B >1=F, B1>2=F;.

Sei nun x ein Knoten mit rank(x) = k + 1 und By vielen Knoten in dem
in x gewurzelten Teilbaum.

Beachte: j > i = B; > B;.

Seien ci, ..., ckt1 die Kinder von x sortiert nach abnehmenden Alter.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Beweis des Fibonacci-Heap Lemmas

Teil 2:

Sei By die minimale Anzahl von Knoten in einem Teilbaum von Rang k in
einem Fibonacci-Heap. Wir zeigen By > Fy41

Fir k=0und k=1 ist dieswahr: B >1=F, B1>2=F;.

Sei nun x ein Knoten mit rank(x) = k + 1 und By vielen Knoten in dem
in x gewurzelten Teilbaum.

Beachte: j > i = B; > B;.
Seien ci, ..., ckt1 die Kinder von x sortiert nach abnehmenden Alter.

Aus Teil 1 des Lemmas folgt:

k+1 k+1 k
Biy1>2+> Bi2>2+> F1=2+Y Fi=F
i=2 i=2 i=1
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Wachstum der Fibonacci-Zahlen

Theorem 20
Fiir k > 0 gilt:
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Wachstum der Fibonacci-Zahlen

Theorem 20
Fiir k > 0 gilt:

F_i 1_'_\/5 k—&—l_L 1_\/§ k+1
KT 2 NAUE

Die Fibonacci-Zahlen wachsen also exponeniell.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Wachstum der Fibonacci-Zahlen

Theorem 20
Fiir k > 0 gilt:

(59" ()
Fr=— ——

NAWE:

Die Fibonacci-Zahlen wachsen also exponeniell.

Konsequenz: rmax(n) € O(log n).
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Zusammenfassung der Laufzeiten
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Zusammenfassung der Laufzeiten

@ merge, insert: konstante Zeit
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Zusammenfassung der Laufzeiten

@ merge, insert: konstante Zeit

o delete-min: O(T + rmax(n)) € O(T + log n), wobei T die aktuelle
Zahl der Baume ist.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Zusammenfassung der Laufzeiten

@ merge, insert: konstante Zeit

o delete-min: O(T + rmax(n)) € O(T + log n), wobei T die aktuelle
Zahl der Baume ist.

o decrease-key: O(1) + O(k) (k > 1), wobei mindestens k — 2
Markierungen aus dem Fibonacci-Heap entfernt werden.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Definition 21
Fiir einen Fibonacci-Heap H definieren wir sein Potential pot(H) als

pot(H) := T 4+ 2M, wobei T die Anzahl der Bdume ist und M die Anzahl

der markierten Knoten ist.

WS 2014/2015
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Definition 21
Fiir einen Fibonacci-Heap H definieren wir sein Potential pot(H) als
pot(H) := T 4+ 2M, wobei T die Anzahl der Bdume ist und M die Anzahl

der markierten Knoten ist.
Fiir eine Operation op sei Apot(op) die Differenz aus dem Potential nach
und vor der Ausfiihrung der Operation.

Apot(op) = pot(Heap nach op) — pot (Heap bevor op).
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Definition 21

Fiir einen Fibonacci-Heap H definieren wir sein Potential pot(H) als
pot(H) := T 4+ 2M, wobei T die Anzahl der Bdume ist und M die Anzahl
der markierten Knoten ist.

Fiir eine Operation op sei Apot(op) die Differenz aus dem Potential nach
und vor der Ausfiihrung der Operation.

Apot(op) = pot(Heap nach op) — pot (Heap bevor op).

Die amortisierte Zeit der Operation op ist

tamort(op) = t(op) + Apot(OP) :
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Das Potential hat folgende Eigenschaften:
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Amortisierte Zeiten

Das Potential hat folgende Eigenschaften:
@ pot(H) >0
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Das Potential hat folgende Eigenschaften:
@ pot(H) >0
e pot(H) € O(|H])
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Das Potential hat folgende Eigenschaften:
@ pot(H) >0
e pot(H) € O(|H])
@ pot(nil) =0
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Das Potential hat folgende Eigenschaften:

@ pot(H) >0

e pot(H) € O(|H])

@ pot(nil) =0
Sei nun op1,0p2,0p3,...,0pm eine Folge von m Operationen, die auf
einen zu Begin leeren Fibonacci-Heap angewendet werden.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Das Potential hat folgende Eigenschaften:

@ pot(H) >0

e pot(H) € O(|H])

@ pot(nil) =0
Sei nun op1,0p2,0p3,...,0pm eine Folge von m Operationen, die auf
einen zu Begin leeren Fibonacci-Heap angewendet werden.

Dann gilt:
m m
D t(opi) <D tamore(opi) .
i=1 i=1
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Das Potential hat folgende Eigenschaften:
@ pot(H) >0
e pot(H) € O(|H])
@ pot(nil) =0

Sei nun op1,0p2,0p3,...,0pm eine Folge von m Operationen, die auf
einen zu Begin leeren Fibonacci-Heap angewendet werden.
Dann gilt:

m m

D t(opi) <D tamore(opi) .

i=1 i=1

Bemerkung: Die Differenz zwischen den beiden Summen ist das Potential
des erzeugten Fibonacci-Heaps.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Das Potential hat folgende Eigenschaften:
@ pot(H) >0
e pot(H) € O(|H])
@ pot(nil) =0
Sei nun op1,0p2,0p3,...,0pm eine Folge von m Operationen, die auf

einen zu Begin leeren Fibonacci-Heap angewendet werden.
Dann gilt:

m

Z t(op;) < Z tamort(OPi) .

i=1 i=1

Bemerkung: Die Differenz zwischen den beiden Summen ist das Potential
des erzeugten Fibonacci-Heaps.
Daher geniigt es, tamort(0p) abzuschétzen.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Konvention:

Indem wir alle Terme in den folgenden Berechnungen mit einer geeigneten
Konstante multiplizieren, kdnnen wir annehmen, dass merge und insert
nur einen Zeitschritt bendtigen, dass delete-min T + log n Zeitschritte
bendtigt, und dass decrease-key k + 1 Zeitschritte bendtigt. Dies erlaubt
es uns die O-Notation zu vermeiden.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

@ timort(merge) = t(merge) = 1, denn das Potential der
Konkatenation der beiden Teillisten ist die Summe der Potentiale der
beiden Teillisten.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

@ timort(merge) = t(merge) = 1, denn das Potential der
Konkatenation der beiden Teillisten ist die Summe der Potentiale der
beiden Teillisten.

® tamort(insert) = t(insert)+Apor(op) =1+1=2.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

@ timort(merge) = t(merge) = 1, denn das Potential der
Konkatenation der beiden Teillisten ist die Summe der Potentiale der
beiden Teillisten.

® tamort(insert) = t(insert)+Apor(op) =1+1=2.

o Fiir delete-min gilt t(delete-min) < T + log n, wobei T die Anzahl
der Baume vor der Anwendung von delete-min ist.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

@ timort(merge) = t(merge) = 1, denn das Potential der
Konkatenation der beiden Teillisten ist die Summe der Potentiale der
beiden Teillisten.

® tamort(insert) = t(insert)+Apor(op) =1+1=2.
o Fiir delete-min gilt t(delete-min) < T + log n, wobei T die Anzahl
der Baume vor der Anwendung von delete-min ist.

Nach delete-min ist die Anzahl der Bdume durch rimax(n).
beschrankt.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

@ timort(merge) = t(merge) = 1, denn das Potential der
Konkatenation der beiden Teillisten ist die Summe der Potentiale der
beiden Teillisten.

® tamort(insert) = t(insert)+Apor(op) =1+1=2.

o Fiir delete-min gilt t(delete-min) < T + log n, wobei T die Anzahl
der Baume vor der Anwendung von delete-min ist.

Nach delete-min ist die Anzahl der Bdume durch rimax(n).
beschrankt.
Die Anzahl der markierten Knoten kann nur abnehmen.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

@ timort(merge) = t(merge) = 1, denn das Potential der
Konkatenation der beiden Teillisten ist die Summe der Potentiale der
beiden Teillisten.

® tamort(insert) = t(insert)+Apor(op) =1+1=2.

o Fiir delete-min gilt t(delete-min) < T + log n, wobei T die Anzahl
der Baume vor der Anwendung von delete-min ist.

Nach delete-min ist die Anzahl der Bdume durch rimax(n).
beschrankt.

Die Anzahl der markierten Knoten kann nur abnehmen.
Also gilt Apot(op) < rmax(n) — T und

tamort(delete-min) < T +logn — T + rmax(n) € O(logn).
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

o Fiir decrease-key gilt t(decrease-key) < k + 1 (k > 1), wobei
mindestens k — 2 Markierungen entfernt werden. AuBerdem werden k
neue Biume zum Fibonacci-Heap hinzugefiigt.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

o Fiir decrease-key gilt t(decrease-key) < k + 1 (k > 1), wobei
mindestens k — 2 Markierungen entfernt werden. AuBerdem werden k
neue Biume zum Fibonacci-Heap hinzugefiigt.

Also gilt:
Apot(op) = A(T)+2A(M)
< k+2-(2—k)
= 4—k,
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

o Fiir decrease-key gilt t(decrease-key) < k + 1 (k > 1), wobei
mindestens k — 2 Markierungen entfernt werden. AuBerdem werden k
neue Biume zum Fibonacci-Heap hinzugefiigt.

Also gilt:
Apot(op) = A(T)+2A(M)
< k+2-(2-k)
= 4—k,

und damit tymore(decrease-key) < k+1+4—k=5¢ O(1).
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Amortisierte Zeiten

Theorem 22

Fiir einen Fibonacci-Heap gelten die folgenden amortisierten Zeitschranken:

tamore(merge) € O(1)
tamort(insert) € O(1)
tamort(delete-min) € O(log n)
tamort(decrease-key) € O(1)
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps fiir Dijkstra

Zuriick zu Dijkstras Algorithmus:

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 151 / 298



Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps fiir Dijkstra

Zuriick zu Dijkstras Algorithmus:

Fiir Dijkstras Algorithm sei V der Rand, und key(v) sei die aktuelle
Abschiatzung fiir d(u, v).

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 151 / 298



Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps fiir Dijkstra

Zuriick zu Dijkstras Algorithmus:

Fiir Dijkstras Algorithm sei V der Rand, und key(v) sei die aktuelle
Abschiatzung fiir d(u, v).

Sei n die Anzahl der Knoten und e die Anzahl der Kanten des
Eingabegraphens.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps fiir Dijkstra

Zuriick zu Dijkstras Algorithmus:
Fiir Dijkstras Algorithm sei V der Rand, und key(v) sei die aktuelle
Abschiatzung fiir d(u, v).

Sei n die Anzahl der Knoten und e die Anzahl der Kanten des
Eingabegraphens.

Dann werden hochstens n insert-, e decrease-key- und n
delete-min-Operationen ausgefiihrt.
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps fiir Dijkstra

tDijkstra < n - tamort(insert)
+ e tamort(decrease-key)
+ N tamort(delete-min)
€ O(n+ e+ nlogn)
= O(e+ nlogn)
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Datenstrukturen Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps fiir Dijkstra

tDijkstra < n - tamort(insert)
+ e tamort(decrease-key)
+ N tamort(delete-min)
€ O(n+ e+ nlogn)
= O(e+ nlogn)

Zur Erinnerung:
@ Mit Arrays haben wir tpjjkstra € O(n?) erhalten.
@ Mit Standard-Heaps haben wir tpjjkstra € O(elog(n)) erhalten.
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Partitionen

Erinnerung: Im Algorithmus von Kruskal miissen wir eine Partition der
Knotenmenge verwalten.

Definitionen

Eine Partition P einer Menge M ist eine Teilmenge P C 2M\ {()}, so dass
gilt:

M = UAund
AeP
VABEP:ANB#0=A=B
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Union-Find-Datenstrukturen

Sei P eine Partition von M. Fiir alle a € M sei [a] die eindeutige Menge
Ac P mitac A
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Datenstrukturen Union-Find

Union-Find-Datenstrukturen

Sei P eine Partition von M. Fiir alle a € M sei [a] die eindeutige Menge
A€ P mitacA
Eine Union-Find-Datenstruktur unterstiitzt die folgenden Operationen:

o find(a) fiir a € M liefert ein kanonisches Element von [a]. Wir setzen
voraus, dass zu jedem Zeitpunkt find(a) = find(b) gilt, genau dann,
wenn [a] = [b].

@ union(a, b) fiir a, b € M ersetzt die Partition P durch

PAAlal, [b]} U {[a] U [b]}-
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Datenstrukturen Union-Find

Union-Find mit Arrays

Eine einfache Implementierung, die Arrays benutzt:

a |1|2[3[4[5]6[7[8]0]10]11]12
find(a) (12|33 |1|2[1[3]1|2|1]3

union(2, 4) liefert:
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Union-Find mit Arrays

Eine einfache Implementierung, die Arrays benutzt:

a |1|2[3[4[5]6[7[8]0]10]11]12
find(a) (12|33 |1|2[1[3]1|2|1]3

union(2, 4) liefert:

find(a) 1|22 2]1|2][1][2]1] 2] 1]2
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Union-Find mit Arrays

Fiir ein Array mit n Elementen erhalten wir die folgenden Laufzeiten:
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Union-Find mit Arrays

Fiir ein Array mit n Elementen erhalten wir die folgenden Laufzeiten:
o find: O(1).
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Union-Find mit Arrays

Fiir ein Array mit n Elementen erhalten wir die folgenden Laufzeiten:
o find: O(1).

@ union: O(n).
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Datenstrukturen Union-Find

Union-Find mit Arrays

Fiir ein Array mit n Elementen erhalten wir die folgenden Laufzeiten:
o find: O(1).

@ union: O(n).

In vielen Anwendungsfillen (z.B. Kruskal) liegt die Anzahl der
union-Aufrufe in ©(n).
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Datenstrukturen Union-Find

Union-Find mit Arrays

Fiir ein Array mit n Elementen erhalten wir die folgenden Laufzeiten:

o find: O(1).

@ union: O(n).

In vielen Anwendungsfillen (z.B. Kruskal) liegt die Anzahl der
union-Aufrufe in ©(n).

Dies ergibt eine Gesamtlaufzeit von O(n?) fiir Arrays.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015
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Datenstrukturen Union-Find

Union-Find mit Baumen

Union-find mit Bdumen: Sei M eine endliche Menge und P eine Partition
von M.
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Union-Find mit Baumen

Union-find mit Bdumen: Sei M eine endliche Menge und P eine Partition
von M.

Eine Menge A € P wird als ein Wurzelbaum mit Knotenmenge A
reprasentiert.
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Union-Find mit Baumen

Union-find mit Bdumen: Sei M eine endliche Menge und P eine Partition
von M.

Eine Menge A € P wird als ein Wurzelbaum mit Knotenmenge A
reprasentiert.

Fiir a € M liefert find(a) die Wurzel des eindeutigen Baums, der a enthilt.
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Union-Find mit Baumen

Union-find mit Bdumen: Sei M eine endliche Menge und P eine Partition
von M.

Eine Menge A € P wird als ein Wurzelbaum mit Knotenmenge A
reprasentiert.

Fiir a € M liefert find(a) die Wurzel des eindeutigen Baums, der a enthilt.

Fiir jedes Element a € M werden die folgenden Eigenschaften festgehalten:
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Datenstrukturen Union-Find

Union-Find mit Baumen

Union-find mit Bdumen: Sei M eine endliche Menge und P eine Partition
von M.

Eine Menge A € P wird als ein Wurzelbaum mit Knotenmenge A
reprasentiert.

Fiir a € M liefert find(a) die Wurzel des eindeutigen Baums, der a enthilt.

Fiir jedes Element a € M werden die folgenden Eigenschaften festgehalten:

pred(a) € MU {nil}: Der Vaterknoten von a oder nil,
falls a eine Wurzel ist.

count(a) € N:  Die Anzahl der Knoten des Teilbaums mit Wurzel a,
falls a eine Wurzel ist.
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Union-Find mit Baumen

Zu Anfang: pred(a) := nil und count(a) := 1 fiir alle a € M.
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Datenstrukturen Union-Find

Union-Find mit Baumen

Zu Anfang: pred(a) := nil und count(a) := 1 fiir alle a € M.

Implementierung von union: union(a, b) wird nur auf zwei Knoten
a, b € M angewandt, die Wurzeln sind:
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Datenstrukturen Union-Find

Union-Find mit Baumen

Zu Anfang: pred(a) := nil und count(a) := 1 fiir alle a € M.

Implementierung von union: union(a, b) wird nur auf zwei Knoten
a, b € M angewandt, die Wurzeln sind:

union(a, b)
if count(a) > count(b) then

pred(b) := a; count(a) := count(a) + count(b);
else

pred(a) := b; count(b) := count(a) + count(b);
endfi
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Datenstrukturen Union-Find

Union-Find mit Baumen

Zu Anfang: pred(a) := nil und count(a) := 1 fiir alle a € M.

Implementierung von union: union(a, b) wird nur auf zwei Knoten
a, b € M angewandt, die Wurzeln sind:

union(a, b)
if count(a) > count(b) then

pred(b) := a; count(a) := count(a) + count(b);
else

pred(a) := b; count(b) := count(a) + count(b);
endfi

Der kleinere Baum wird also ein Teilbaum des gréBeren.
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Union-Find mit Baumen

union(a,b)
_— =
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Datenstrukturen Union-Find

Union-Find mit Baumen

Wir werden sehen, dass fiir eine Menge M mit n Elementen die Hohe jedes
Baums durch log(n) beschrankt ist.
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Union-Find mit Baumen

Wir werden sehen, dass fiir eine Menge M mit n Elementen die Hohe jedes
Baums durch log(n) beschrankt ist.

D.h. ein Find-Aufruf benétigt O(log(n)) Zeit.
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Union-Find mit Baumen

Wir werden sehen, dass fiir eine Menge M mit n Elementen die Hohe jedes
Baums durch log(n) beschrankt ist.

D.h. ein Find-Aufruf benétigt O(log(n)) Zeit.

Ein Union-Aufruf benétigt O(1) Zeit.
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Union-Find mit Baumen

Wir werden sehen, dass fiir eine Menge M mit n Elementen die Hohe jedes
Baums durch log(n) beschrankt ist.

D.h. ein Find-Aufruf benétigt O(log(n)) Zeit.
Ein Union-Aufruf benétigt O(1) Zeit.

Pfad-Kompression ist eine weitere Idee zum Beschleunigen der
Find-Aufrufe:
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Union-Find mit Baumen

Wir werden sehen, dass fiir eine Menge M mit n Elementen die Hohe jedes
Baums durch log(n) beschrankt ist.

D.h. ein Find-Aufruf benétigt O(log(n)) Zeit.
Ein Union-Aufruf benétigt O(1) Zeit.

Pfad-Kompression ist eine weitere Idee zum Beschleunigen der
Find-Aufrufe:

Nach dem Aufruf von find(a) setzt man den Vorgénger-Pointer jedes
Knoten entlang des Pfads von a zum Wurzelknoten r = find(a) auf r.
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Datenstrukturen Union-Find

Union-Find mit Baumen

Wir werden sehen, dass fiir eine Menge M mit n Elementen die Hohe jedes
Baums durch log(n) beschrankt ist.

D.h. ein Find-Aufruf benétigt O(log(n)) Zeit.
Ein Union-Aufruf benétigt O(1) Zeit.

Pfad-Kompression ist eine weitere Idee zum Beschleunigen der
Find-Aufrufe:

Nach dem Aufruf von find(a) setzt man den Vorgénger-Pointer jedes
Knoten entlang des Pfads von a zum Wurzelknoten r = find(a) auf r.

Bemerkung: Dazu muss der Pfad von a nach r zweimal durchlaufen
werden.
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Pfad-Kompression

function find(a: node): node;
var b, root: nodes;
begin
b:= a;
while pred(b) # nil do
b := pred(b);
endwhile
root 1= b;
while pred(a) # nil do
b :=pred(a);
pred(a) := root;
a:=»>b
endwhile
return root;
endfunction
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Pfad-Kompression

\ Baum nach find(s)

Baum vor find(s)
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

Weitere Anwendungen von Union-Find:
Aquivalenz von deterministischen endlichen Automaten
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Aquivalenz von DEAs

Weitere Anwendungen von Union-Find:
Aquivalenz von deterministischen endlichen Automaten

Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) iiber dem Alphabet ¥ ist
ein 5-Tupel A= (Q, X, J, qo, F) mit:
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ein 5-Tupel A= (Q, X, J, qo, F) mit:

@ Q ist die Menge der Zustinde,
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Aquivalenz von DEAs

Weitere Anwendungen von Union-Find:
Aquivalenz von deterministischen endlichen Automaten

Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) iiber dem Alphabet ¥ ist
ein 5-Tupel A= (Q, X, J, qo, F) mit:

@ Q ist die Menge der Zustinde,
@ qo € Q ist der Startzustand,
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Aquivalenz von DEAs

Weitere Anwendungen von Union-Find:
Aquivalenz von deterministischen endlichen Automaten

Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) iiber dem Alphabet ¥ ist
ein 5-Tupel A= (Q, X, J, qo, F) mit:

@ Q ist die Menge der Zustinde,
@ o € Q ist der Startzustand,
0 0:Q x X —> Q ist die Ubergangsfunktion,
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

Weitere Anwendungen von Union-Find:
Aquivalenz von deterministischen endlichen Automaten

Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) iiber dem Alphabet ¥ ist
ein 5-Tupel A= (Q, X, J, qo, F) mit:

@ Q ist die Menge der Zustinde,

@ o € Q ist der Startzustand,

0 0:Q x X —> Q ist die Ubergangsfunktion,

@ F C Q ist die Menge der Endzustande.
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

Fiir g € Q und w € ¥* wird der Zustand §(q, w) mit qw bezeichnet.
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

Fiir g € Q und w € ¥* wird der Zustand §(q, w) mit qw bezeichnet.

L(q) :={weX*|qwe F}
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

Fiir g € Q und w € ¥* wird der Zustand §(q, w) mit qw bezeichnet.
L(g) ={weX"|qgqwe F}

L(A) := L(q0)
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Aquivalenz von DEAs

Fiir g € Q und w € ¥* wird der Zustand §(q, w) mit qw bezeichnet.
L(g) ={weX"|qgqwe F}
L(A) := L(qo)

Aquivalenzproblem:
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

Fiir g € Q und w € ¥* wird der Zustand §(q, w) mit qw bezeichnet.
L(g) ={weX"|qgqwe F}
L(A) := L(qo)

Aquivalenzproblem:
Eingabe: DEAs A= (Q,X,9,qo, F) und A= (Q',X,¥, g4, F').
Frage: L(A) = L(A')?
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

0.E.d.A. wird angemommen, dass QN Q' = 0. Sei Q = QU Q’.
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Sei R C Q x @ die kleinste (beziiglich Teilmengenbeziehung)
Aquivalenzklasse, so dass
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Sei R C Q x @ die kleinste (beziiglich Teilmengenbeziehung)
Aquivalenzklasse, so dass

O (g0,95) € R,
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Aquivalenz von DEAs

0.E.d.A. wird angemommen, dass QN Q' = 0. Sei Q = QU Q’.

Sei R C Q x @ die kleinste (beziiglich Teilmengenbeziehung)
Aquivalenzklasse, so dass

O (g0,95) € R,
Q (¢,¢d)eR, aceXx,geQ,d € Q = (gqa,da) e R
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

0.E.d.A. wird angemommen, dass QN Q' = 0. Sei Q = QU Q’.
Sei R C Q x @ die kleinste (beziiglich Teilmengenbeziehung)
Aquivalenzklasse, so dass

O (g0,95) € R,
Q (¢,¢d)eR, aceXx,geQ,d € Q = (gqa,da) e R

L(A) = L(A") genau dann, wenn

RO[(Fx (Q\F)NUQ\F) x F)] =0.

Beweis: Ubung
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

function equivalence-dfa(A, A”: dfa) : boolean
begin
L := {(q0, 90)};
while £ # () do
Wihle ein Paar (q,¢') € £; £ := L\ {(q,9)};
r = find(q); r' := find(q’)
if r # r' then
if (9,) € [(F x (@ \ F)) U((Q\ F) x F')] then
return false
else
union(r, r');
forall a € ¥ do
L= LU{(qa, q'a)} endfor endif endif endwhile
return true endfunction
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

Die maximal mogliche Anzahl von Union-Aufrufen ist

QI +1Q = n=1Ql.
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Aquivalenz von DEAs

Die maximal mogliche Anzahl von Union-Aufrufen ist

QI +1Q = n=1Ql.

Also werden hochstens |X| - n Elemente zu £ hinzugefiigt.
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

Die maximal mogliche Anzahl von Union-Aufrufen ist

QI +1Q = n=1Ql.
Also werden hochstens |X| - n Elemente zu £ hinzugefiigt.

In jedem Durchlauf der While-Schleife wird ein Element aus £ entfernt.
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

Die maximal mogliche Anzahl von Union-Aufrufen ist

QI +1Q = n=1Ql.
Also werden hochstens |X| - n Elemente zu £ hinzugefiigt.
In jedem Durchlauf der While-Schleife wird ein Element aus £ entfernt.

Der Algorithmus terminiert also nach héchstens |X| - n Durchlaufen der
While-Schleife.
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Datenstrukturen Union-Find

Aquivalenz von DEAs

Die maximal mogliche Anzahl von Union-Aufrufen ist

QI +1Q = n=1Ql.
Also werden hochstens |X| - n Elemente zu £ hinzugefiigt.
In jedem Durchlauf der While-Schleife wird ein Element aus £ entfernt.

Der Algorithmus terminiert also nach héchstens |X| - n Durchlaufen der
While-Schleife.

Zusammenfassung: < n Union-Aufrufe, < 2|X| - n Find-Aufrufe
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Datenstrukturen Union-Find

Ackermann-Funktion

Analyse von Tarjan (1983) mit der Ackermann-Funktion.
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Datenstrukturen Union-Find

Ackermann-Funktion

Analyse von Tarjan (1983) mit der Ackermann-Funktion.
Wir benutzen die folgende Definition fiir die Ackermann-Funktion:

AO(X) =X+ 17
Akt1(x) = Ax(x) (Axk wird x mal auf x angewendet)
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Wir benutzen die folgende Definition fiir die Ackermann-Funktion:

AO(X) X+ 17
Akt1(x) = Ax(x) (Axk wird x mal auf x angewendet)

Sei a(n) = min{k | Ax(2) > n} (inverse Ackermann-Funktion).
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Ackermann-Funktion

Analyse von Tarjan (1983) mit der Ackermann-Funktion.

Wir benutzen die folgende Definition fiir die Ackermann-Funktion:

AO(X) X+ 17
Akt1(x) = Ax(x) (Axk wird x mal auf x angewendet)

Sei a(n) = min{k | Ax(2) > n} (inverse Ackermann-Funktion).

Es gilt Ax(x) = x2%, A3(2) = 211 = 2048, also
Aq(2) = A3(2) = A3(2048) = A30*8(2048).
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Datenstrukturen Union-Find

Ackermann-Funktion

Analyse von Tarjan (1983) mit der Ackermann-Funktion.

Wir benutzen die folgende Definition fiir die Ackermann-Funktion:

AO(X) X+ 17
Akt1(x) = Ax(x) (Axk wird x mal auf x angewendet)

Sei a(n) = min{k | Ax(2) > n} (inverse Ackermann-Funktion).

Es gilt Ax(x) = x2%, A3(2) = 211 = 2048, also
Aq(2) = A3(2) = A3(2048) = A30*8(2048).

Diese Zahl ist groBer als ein Turm von 11 + 2048 Potenzen von 2.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 168 / 298
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Ackermann-Funktion

Analyse von Tarjan (1983) mit der Ackermann-Funktion.

Wir benutzen die folgende Definition fiir die Ackermann-Funktion:

AO(X) X+ 17
Akt1(x) = Ax(x) (Axk wird x mal auf x angewendet)

Sei a(n) = min{k | Ax(2) > n} (inverse Ackermann-Funktion).

Es gilt Ax(x) = x2%, A3(2) = 211 = 2048, also
Aq(2) = A3(2) = A3(2048) = A30*8(2048).
Diese Zahl ist groBer als ein Turm von 11 + 2048 Potenzen von 2.

Also gilt, dass «(n) < 4 fiir alle praktischen Werte von n.
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Datenstrukturen Union-Find

Rang eines Knotens

Wir betrachten eine Folge von m Union/Find-Aufrufen op;op, - - - op,, auf
einer Menge mit n Knoten.
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Datenstrukturen Union-Find

Rang eines Knotens

Wir betrachten eine Folge von m Union/Find-Aufrufen op;op, - - - op,, auf
einer Menge mit n Knoten.

Definition 24
“Zeit t" wird nach dem Ausfiihren von op; - --op, (0 < t < m) erreicht.

Fiir einen Knoten a sei T¢(a) der Baum mit der Wurzel a zum Zeitpunkt t,
falls Find-Aufrufe ohne Pfad-Kompression durchgefiihrt werden.

Sei rank(a) = 2 + height(T»(a)) (2+ die Lange des langsten Pfades von a
zu einem Blatt in T,,(a)).

v
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Datenstrukturen Union-Find

Rang eines Knotens

Wir betrachten eine Folge von m Union/Find-Aufrufen op;op, - - - op,, auf
einer Menge mit n Knoten.

Definition 24
“Zeit t" wird nach dem Ausfiihren von op; - --op, (0 < t < m) erreicht.

Fiir einen Knoten a sei T¢(a) der Baum mit der Wurzel a zum Zeitpunkt t,
falls Find-Aufrufe ohne Pfad-Kompression durchgefiihrt werden.

Sei rank(a) = 2 + height(T»(a)) (2+ die Linge des langsten Pfades von a
zu einem Blatt in T, (a)).

v

Lemma 25 (Monotonie von Rangen)

Falls ein Knoten a irgendwann zum Vorganger eines anderen Knoten b
wird (mit oder ohne Pfad-Kompression), dann gilt rank(a) > rank(b).
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Datenstrukturen Union-Find

Baume sind balanciert

Lemma 26 (Baume sind balanciert)

|Tt(a)| > 2height(Tt(a))
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Datenstrukturen Union-Find

Baume sind balanciert

Lemma 26 (Baume sind balanciert)

|Tt(a)| > 2height(Tt(a))

Beweis: Induktion tber t:
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Datenstrukturen Union-Find

Baume sind balanciert

Lemma 26 (Baume sind balanciert)

|Tt(a)| > 2height(Tt(a))

Beweis: Induktion tber t:

t = 0: Alle Baume haben Hohe 0 und GroBe 1.
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Datenstrukturen Union-Find

Baume sind balanciert

Lemma 26 (Baume sind balanciert)

|Tt(a)| > 2height(Tt(a))

Beweis: Induktion iliber t:
t = 0: Alle Baume haben Hohe 0 und GroBe 1.
t > 0: Falls height(T¢(a)) = height(T:-1(a)):

]Tt(a)| > |Tt,1(a)] > 2height(Tt,1(a)) _ 2height(Tt(a)).
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Datenstrukturen Union-Find

Baume sind balanciert

Lemma 26 (Baume sind balanciert)

|Tt(a)| > 2height(Tt(a))

Beweis: Induktion iliber t:
t = 0: Alle Baume haben Hohe 0 und GroBe 1.
t > 0: Falls height(T¢(a)) = height(T:-1(a)):

]Tt(a)| > |Tt,1(a)] > 2height(Tt,1(a)) _ 2height(Tt(a)).

Sei nun height(T¢(a)) > height(T:—1(a)).
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Datenstrukturen Union-Find

Baume sind balanciert

Lemma 26 (Baume sind balanciert)

|Tt(a)| > 2height(Tt(a))

Beweis: Induktion iliber t:
t = 0: Alle Baume haben Hohe 0 und GroBe 1.
t > 0: Falls height(T¢(a)) = height(T:-1(a)):

]Tt(a)| > |Tt,1(a)] > 2height(Tt,1(a)) _ 2height(Tt(a)).

Sei nun height(T¢(a)) > height(T:—1(a)).

Dann muss es eine Wurzel b geben mit op, = union(a, b), d.h. b wird
neues Kind von a.
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Datenstrukturen Union-Find

Baume sind balanciert

Dariiber hinaus gilt | T:—1(a)| > | T¢—1(b)| (kleinere Unterbdume werden in
groBere eingefiigt) und

height(T:(a)) = 1 + height(T:(b)) = 1 + height( T:—1(b)).
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Datenstrukturen Union-Find

Baume sind balanciert

Dariiber hinaus gilt | T:—1(a)| > | T¢—1(b)| (kleinere Unterbdume werden in
groBere eingefiigt) und

height(T:(a)) = 1 + height(T:(b)) = 1 + height( T:—1(b)).
Mit der Induktionsvoraussetzung fiir b erhalten wir:

| Te(a)| | Te-1(a)l + | Te-1(b))|
2| Tea(b)|
21+height( thl(b))

2height( T:(a))

VvV 1V
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Datenstrukturen Union-Find

Range sind klein

Lemma 27 (Rénge sind klein)

rank(a) < 2+ |log(n)|
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Datenstrukturen Union-Find

Range sind klein

Lemma 27 (Rénge sind klein)

rank(a) < 2+ |log(n)|

Beweis: Aus Lemma 26 erhalten wir fiir jeden Knoten a:
n> ]Tm(a)\ > 2height(Tm(a)) _ 2rank(a)—2

Also rank(a) < 2+ [log(n)]. O
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Datenstrukturen Union-Find

Wenige Knoten mit groBem Rang

Lemma 28 (Wenige Knoten mit groBem Rang)

Fiir alle r > 2 gilt [{a | rank(a) = r}| < 5.
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Datenstrukturen Union-Find

Wenige Knoten mit groBem Rang

Lemma 28 (Wenige Knoten mit groBem Rang)

Fiir alle r > 2 gilt [{a | rank(a) = r}| < 5.

Beweis: Falls rank(a) = rank(b), dann miissen Tp,(a) und T,,(b) disjunkt
sein (Lemma 25).
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Datenstrukturen Union-Find

Wenige Knoten mit groBem Rang

Lemma 28 (Wenige Knoten mit groBem Rang)

Fiir alle r > 2 gilt [{a | rank(a) = r}| < 5.

Beweis: Falls rank(a) = rank(b), dann miissen Tp,(a) und T,,(b) disjunkt
sein (Lemma 25).

Also gilt:

n> Y [Tm(a)

rank(a)=r

> Z 272 (Lemma 26)
rank(a)=r

=22 |{a | rank(a) = r}|,

womit das Lemma bewiesen ist.
WS 2014/2015 173 / 298
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Datenstrukturen Union-Find

Die Funktion ¢;

Sei a ein Knoten, der zum Zeitpunkt t keine Wurzel ist.
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Datenstrukturen Union-Find

Die Funktion ¢;

Sei a ein Knoten, der zum Zeitpunkt t keine Wurzel ist.

par,(a) ist der Vaterknoten von a zum Zeitpunkt t (mit
Pfad-Kompression).
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Datenstrukturen Union-Find

Die Funktion ¢;

Sei a ein Knoten, der zum Zeitpunkt t keine Wurzel ist.

par,(a) ist der Vaterknoten von a zum Zeitpunkt t (mit
Pfad-Kompression).

dt(a) := max{k € N | rank(par,(a)) > Ax(rank(a))}.
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Datenstrukturen Union-Find

Die Funktion ¢;

Sei a ein Knoten, der zum Zeitpunkt t keine Wurzel ist.

par,(a) ist der Vaterknoten von a zum Zeitpunkt t (mit
Pfad-Kompression).

dt(a) := max{k € N | rank(par,(a)) > Ax(rank(a))}.

Lemma 25 impliziert rank(par,(a)) > rank(a) + 1 = Ao(rank(a)), also ist
0+(a) definiert.
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Datenstrukturen Union-Find

Die Funktion ¢;

Sei a ein Knoten, der zum Zeitpunkt t keine Wurzel ist.

par,(a) ist der Vaterknoten von a zum Zeitpunkt t (mit
Pfad-Kompression).

dt(a) := max{k € N | rank(par,(a)) > Ax(rank(a))}.

Lemma 25 impliziert rank(par,(a)) > rank(a) + 1 = Ao(rank(a)), also ist
0+(a) definiert.

Lemma 29 (0; ist klein)

Falls n > 5, dann 0+(a) < a(n) (inverse Ackermann-Funktion).
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Datenstrukturen Union-Find

Die Funktion ¢;

Sei a ein Knoten, der zum Zeitpunkt t keine Wurzel ist.

par,(a) ist der Vaterknoten von a zum Zeitpunkt t (mit
Pfad-Kompression).

dt(a) := max{k € N | rank(par,(a)) > Ax(rank(a))}.

Lemma 25 impliziert rank(par,(a)) > rank(a) + 1 = Ao(rank(a)), also ist
0+(a) definiert.

Lemma 29 (0; ist klein)

Falls n > 5, dann 0+(a) < a(n) (inverse Ackermann-Funktion).

Beweis: Falls n > 5 und d:(a) = k, dann
n> |log(n)| +2
> rank(par,(a)) (Lemma 27)
> Ax(rank(a)) > Ax(2)

—
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Datenstrukturen Union-Find

Gold und Eisen

Laufzeitanalyse:
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Datenstrukturen Union-Find

Gold und Eisen

Laufzeitanalyse:

Jeder Union-Aufruf benétigt Zeit O(1), also ist die Gesamtzeit fiir alle
Union-Aufrufe O(m).
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Datenstrukturen Union-Find

Gold und Eisen

Laufzeitanalyse:

Jeder Union-Aufruf benétigt Zeit O(1), also ist die Gesamtzeit fiir alle
Union-Aufrufe O(m).

Fiir die Find-Aufrufe wird folgende Strategie benutzt:
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Datenstrukturen Union-Find

Gold und Eisen

Laufzeitanalyse:

Jeder Union-Aufruf benétigt Zeit O(1), also ist die Gesamtzeit fiir alle
Union-Aufrufe O(m).

Fiir die Find-Aufrufe wird folgende Strategie benutzt:

Jedes Mal, wenn ein Knoten a wahrend eines Find-Aufrufs besucht wird,
erhalt er entweder ein Stiick Gold oder ein Stiick Eisen.
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Datenstrukturen Union-Find

Gold und Eisen

Laufzeitanalyse:

Jeder Union-Aufruf benétigt Zeit O(1), also ist die Gesamtzeit fiir alle
Union-Aufrufe O(m).

Fiir die Find-Aufrufe wird folgende Strategie benutzt:

Jedes Mal, wenn ein Knoten a wahrend eines Find-Aufrufs besucht wird,
erhalt er entweder ein Stiick Gold oder ein Stiick Eisen.

Am Ende werden die Gold- und Eisenstiicke gezahlt.
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Datenstrukturen Union-Find

Gold und Eisen

Laufzeitanalyse:

Jeder Union-Aufruf benétigt Zeit O(1), also ist die Gesamtzeit fiir alle
Union-Aufrufe O(m).

Fiir die Find-Aufrufe wird folgende Strategie benutzt:

Jedes Mal, wenn ein Knoten a wahrend eines Find-Aufrufs besucht wird,
erhalt er entweder ein Stiick Gold oder ein Stiick Eisen.

Am Ende werden die Gold- und Eisenstiicke gezahlt.

Falls ein Knoten a wahrend eines Find-Aufrufs zum Zeitpunkt t besucht
wird, erhalt er
@ ein Stiick Eisen, falls ein Vorgénger b von a (auf dem Pfad zum
Wourzelknoten) mit d:(a) = d:(b) existiert.

@ ein Stiick Gold sonst.
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Golds
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Golds

@ Wegen Lemma 29 gibt es hochstens a(n) verschiedene Werte fiir

0¢(a).
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Golds

@ Wegen Lemma 29 gibt es hochstens a(n) verschiedene Werte fiir
61-(3).
@ D.h. beim Hochlaufen eines Pfades von einem Knoten a zum

Wurzelknoten des Baums, in dem a liegt, werden héchstens «(n)
Goldstiicke vergeben.
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Golds

@ Wegen Lemma 29 gibt es hochstens a(n) verschiedene Werte fiir
0¢(a).

@ D.h. beim Hochlaufen eines Pfades von einem Knoten a zum
Wurzelknoten des Baums, in dem a liegt, werden héchstens «(n)
Goldstiicke vergeben.

@ D.h. es werden hochstens 2a(n) Goldstiicke wahrend eines
Find-Aufrufs vergeben.
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Golds

@ Wegen Lemma 29 gibt es hochstens a(n) verschiedene Werte fiir
61-(3).

@ D.h. beim Hochlaufen eines Pfades von einem Knoten a zum
Wurzelknoten des Baums, in dem a liegt, werden héchstens «(n)
Goldstiicke vergeben.

@ D.h. es werden hochstens 2a(n) Goldstiicke wahrend eines
Find-Aufrufs vergeben.

@ Am Ende sind hochstens 2ma(n) Goldstiicke vergeben.
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Eisens

Annahme: a erhalt Eisen zum Zeitpunkt t.
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Eisens

Annahme: a erhalt Eisen zum Zeitpunkt t.

a muss also einen Vorganger b haben, sodass 0:(a) = d:(b) = k, d.h.
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Eisens

Annahme: a erhalt Eisen zum Zeitpunkt t.

a muss also einen Vorganger b haben, sodass 0:(a) = d:(b) = k, d.h.

rank(par,(a)) > Ax(rank(a))
rank(par,(b)) > Ax(rank(b))
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Eisens

Annahme: a erhalt Eisen zum Zeitpunkt t.

a muss also einen Vorganger b haben, sodass 0:(a) = d:(b) = k, d.h.

rank(par,(a)) > Ax(rank(a))
rank(par,(b)) > Ax(rank(b))

Also existiert ein i > 1 mit rank(par,(a)) > Ai (rank(a)).
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Eisens

Annahme: a erhalt Eisen zum Zeitpunkt t.

a muss also einen Vorganger b haben, sodass 0:(a) = d:(b) = k, d.h.

rank(par,(a)) > Ax(rank(a))
rank(par,(b)) > Ax(rank(b))

Also existiert ein i > 1 mit rank(par,(a)) > Ai (rank(a)).

Sei r die Wurzel des Baums, der a und b enthilt.
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Eisens

Annahme: a erhalt Eisen zum Zeitpunkt t.
a muss also einen Vorgénger b haben, sodass d;(a) = d:(b) = k, d.h.
rank(par,(a)) > Ax(rank(a))
rank(par,(b)) > Ax(rank(b))
Also existiert ein i > 1 mit rank(par,(a)) > Ai (rank(a)).
Sei r die Wurzel des Baums, der a und b enthilt.
rank(r) > rank(par.(b))
> Ak(rank(b))

> Ax(rank(par.(a)))
> A(Ai(rank(a))) = ALH(rank(a))
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Eisens

Da r = par;4(a), gilt zum Zeitpunkt t + 1:

rank(par,,q(a)) > Al ! (rank(a)).
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Eisens

Da r = par;4(a), gilt zum Zeitpunkt t + 1:

rank(par,,q(a)) > Al ! (rank(a)).
Wenn a also rank(a) viele Eisenstiicke erhalten hat, dann gilt (zu einem
Zeitpunkt s)

rank(par,(a)) > A" (rank(a)) = A1 (rank(a))

ds(a) > k+1
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Eisens

Da r = par;4(a), gilt zum Zeitpunkt t + 1:
rank(par,,q(a)) > Al ! (rank(a)).

Wenn a also rank(a) viele Eisenstiicke erhalten hat, dann gilt (zu einem
Zeitpunkt s)

rank(par,(a)) > A" (rank(a)) = A1 (rank(a))

ds(a) > k+1

Da ds(a) durch a(n) beschrankt ist (Lemma 29), kann a héchstens
rank(a)a(n) Eisenstiicke erhalten.
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Datenstrukturen Union-Find

Begrenzen des Eisens

Da r = par;4(a), gilt zum Zeitpunkt t + 1:
rank(par,,q(a)) > Al ! (rank(a)).

Wenn a also rank(a) viele Eisenstiicke erhalten hat, dann gilt (zu einem
Zeitpunkt s)

rank(par,(a)) > A" (rank(a)) = A1 (rank(a))

ds(a) > k+1

Da ds(a) durch a(n) beschrankt ist (Lemma 29), kann a héchstens
rank(a)a(n) Eisenstiicke erhalten.

Da es hochstens 5%; Knoten mit Rang r gibt (Lemma 28), ist die
maximale Anzahl an Eisenstiicken am Ende beschrankt durch

> n > r
; roz(n)F = na(n) rzo =l 8na(n)
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Datenstrukturen Union-Find

Laufzeit von Union-Find

Theorem 30

Eine Folge von m Union/Find-Aufrufen auf n Elementen kann in Zeit
O((n+ m)a(n)) ausgefiihrt werden.
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Datenstrukturen Union-Find

Laufzeit von Union-Find

Theorem 30

Eine Folge von m Union/Find-Aufrufen auf n Elementen kann in Zeit
O((n+ m)a(n)) ausgefiihrt werden.

Beweis:
Unions: Zeit O(m)

Finds: O(ma(n)) Goldstiicke, O(na(n)) Eisenstiicke, also
O((m -+ n)a(n)) m
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Dynamische Programmierung

Idee der dynamischen Programmierung

Bestimme tabellarisch alle Teillésungen eines Problems, bis schlieBlich die
Gesamtlsung erreicht ist.
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Dynamische Programmierung

Idee der dynamischen Programmierung

Bestimme tabellarisch alle Teillésungen eines Problems, bis schlieBlich die
Gesamtlsung erreicht ist.

Die Teilldsungen werden dabei mit Hilfe der bereits existierenden Eintrage
berechnet.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 180 / 298



Dynamische Programmierung

Idee der dynamischen Programmierung

Bestimme tabellarisch alle Teillésungen eines Problems, bis schlieBlich die
Gesamtlsung erreicht ist.

Die Teilldsungen werden dabei mit Hilfe der bereits existierenden Eintrage
berechnet.

Dynamischen Programmieren ist eng verwandt mit der Problemlosung
durch Backtracking.
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Dynamische Programmierung

Idee der dynamischen Programmierung

Bestimme tabellarisch alle Teillésungen eines Problems, bis schlieBlich die
Gesamtlsung erreicht ist.

Die Teilldsungen werden dabei mit Hilfe der bereits existierenden Eintrage
berechnet.

Dynamischen Programmieren ist eng verwandt mit der Problemlosung
durch Backtracking.

Die zusatzliche |dee ist, Rekursion durch lteration zu ersetzen und durch
tabellarisches Festhalten von Teilldsungen Mehrfachberechnungen zu
vermeiden.
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Dynamische Programmierung Multiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation von links
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Dynamische Programmierung Muiltiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation von links

100 Multiplikationen
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Dynamische Programmierung Muiltiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation von links

| G0x1 |[ @x10) [[ (0xD) |
100 Multiplikationen

[ax10) [ @oxy) |
[@x10) J[@ox1) ]

100 Multiplikationen
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Dynamische Programmierung Muiltiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation von links

100 Multiplikationen

100 Multiplikationen

100 Multiplikationen
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Dynamische Programmierung Muiltiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation von links

100 Multiplikationen

100 Multiplikationen

100 Multiplikationen

100 Multiplikationen

Insgesamt: 400 Multiplikationen
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Dynamische Programmierung Multiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation von rechts
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Dynamische Programmierung Muiltiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation von rechts

10 Multiplikationen

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 182 / 298



Dynamische Programmierung Muiltiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation von rechts

[ @ox1) [[ (1x10) [[ (10x1) |
10 Multiplikationen
[ox1) [ ax10) |

10 Multiplikationen
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Dynamische Programmierung Muiltiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation von rechts

10 Multiplikationen

10 Multiplikationen

10 Multiplikationen

10 Multiplikationen

Insgesamt: 40 Multiplikationen
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Dynamische Programmierung Multiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation in optimaler Reihenfolge

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 183 / 298



Dynamische Programmierung Muiltiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation in optimaler Reihenfolge
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Dynamische Programmierung Muiltiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation in optimaler Reihenfolge

[ @ox1) [[ (1x10) [[ (10x1) |
10 Multiplikationen
[ ox1) |

10 Multiplikationen
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Dynamische Programmierung Muiltiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation in optimaler Reihenfolge

10 Multiplikationen

10 Multiplikationen

1 Multiplikation
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Dynamische Programmierung Muiltiplikation von Matrizenfolgen

Beispiel: Multiplikation einer Matrizenfolge

Multiplikation in optimaler Reihenfolge

[ @ox1) [[ (1x10) [[ (10x1) |
10 Multiplikationen
[ ox1) |

10 Multiplikationen

1 Multiplikation

10 Multiplikationen

Insgesamt: 31 Multiplikationen
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Dynamische Programmierung Multiplikation von Matrizenfolgen

Multiplikation einer Matrizenfolge

A(n,m) sei eine Matrix A mit n Zeilen und m Spalten.
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Dynamische Programmierung Multiplikation von Matrizenfolgen

Multiplikation einer Matrizenfolge

A(n,m) sei eine Matrix A mit n Zeilen und m Spalten.
Annahme: Berechnung von A, m) := B(n,q) - C(q,m) bendtigt n-q-m
skalare Multiplikationen.

Eingabe: Matrizenfolge I\/I(1 .

2 3 N
no,ny)’ M(nl,ng)’ M(nQ,n3)7 ) M(nN_l,nN)'

cost(M*, ..., MN) := minimale Zahl der skalaren Multiplikationen, um
M* ... MN zu berechnen.

Dynamisches Programmierung liefert:

cost(M', ..., M) =
ming{cost(M', ..., M¥) + cost(M*T1 ... M) 4+ n; 1 - ny - nj}
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Dynamische Programmierung Multiplikation von Matrizenfolgen

Multiplikation einer Matrizenfolge

for i:=1to N do
cost[i, /] :=0;
for j:=i+1to N do
cost[i, j] := oo;
endfor
endfor
ford:=1to N—-1do
fori:=1to N —d do
ji=i+d,;
for k:==itoj—1do
t 1= cost[i, k] 4+ cost[k + 1, ]+ n[i — 1] - n[k] - n[j];
if t < cost[i,j] then
cost[i, j] .= t;
best[i, ] := k;
endif
endfor
endfor
endfor

eLurn L
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Erzeugung von optimalen Suchbdumen:
Die direkte Methode ©(n?).
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Erzeugung von optimalen Suchbdumen:
Die direkte Methode ©(n?).

Der Algorithmus von Donald E. Knuth hat einen Aufwand von ©(n?).
(Teleskop-Summe)
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Optimale Suchbdume

Erzeugung von optimalen Suchbdumen:
Die direkte Methode ©(n?).

Der Algorithmus von Donald E. Knuth hat einen Aufwand von ©(n?).
(Teleskop-Summe)

Interessant ist hier, wie man durch eine genaue Analyse des Problems den
kubischen Algorithmus in einen quadratischen verwandeln kann.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Erzeugung von optimalen Suchbdumen:
Die direkte Methode ©(n?).

Der Algorithmus von Donald E. Knuth hat einen Aufwand von ©(n?).
(Teleskop-Summe)

Interessant ist hier, wie man durch eine genaue Analyse des Problems den
kubischen Algorithmus in einen quadratischen verwandeln kann.

Der Algorithmus ist nicht komplizierter, sondern der Gewinn liegt im
Auslassen iiberfliissiger Schritte.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Sei ein linear geordnetes Feld gegeben mit vi < vp < -+ < v,
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Sei ein linear geordnetes Feld gegeben mit vi < vp < -+ < v,

Zugriffshaufigkeit auf Knoten v sei durch y(v) gegeben.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Sei ein linear geordnetes Feld gegeben mit vi < vp < -+ < v,
Zugriffshaufigkeit auf Knoten v sei durch y(v) gegeben.

Der Wert y(v) kann sowohl die relativen als auch die absoluten
Haufigkeiten bezeichnen.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Sei ein linear geordnetes Feld gegeben mit vi < vp < -+ < v,
Zugriffshaufigkeit auf Knoten v sei durch y(v) gegeben.

Der Wert y(v) kann sowohl die relativen als auch die absoluten
Haufigkeiten bezeichnen.

Ein bindrer Suchbaum fiir vi < vp < --- < v, ist ein Bindrbaum mit
Knotenmenge {v1, vo, ..., vy} mit:
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Sei ein linear geordnetes Feld gegeben mit vi < vp < -+ < v,
Zugriffshaufigkeit auf Knoten v sei durch y(v) gegeben.

Der Wert y(v) kann sowohl die relativen als auch die absoluten
Haufigkeiten bezeichnen.

Ein bindrer Suchbaum fiir vi < vp < --- < v, ist ein Bindrbaum mit
Knotenmenge {v1, vo, ..., vy} mit:

Fiir jeden Knoten v mit linkem (bzw. rechten) Unterbaum L (bzw. R) und
uel (bzw. we R) gilt: u < v (v<w).
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Jeder Knoten v hat ein Level /(v):
{(v) := 14 Abstand des Knotens v zur Wurzel.
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Optimale Suchbdume

Jeder Knoten v hat ein Level /(v):
{(v) := 14 Abstand des Knotens v zur Wurzel.

Das Auffinden eines Knotens auf Level ¢ erfordert ¢ Vergleiche.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Jeder Knoten v hat ein Level /(v):
{(v) := 14 Abstand des Knotens v zur Wurzel.

Das Auffinden eines Knotens auf Level ¢ erfordert ¢ Vergleiche.

Problem: Finde einen bindren Suchbaum B, der die gewichtete innere
Pfadlange

P(B) =Y (v)-7(v)

veVv

minimiert.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Jeder Knoten v hat ein Level /(v):
{(v) := 14 Abstand des Knotens v zur Wurzel.

Das Auffinden eines Knotens auf Level ¢ erfordert ¢ Vergleiche.

Problem: Finde einen bindren Suchbaum B, der die gewichtete innere
Pfadlange

P(B) =Y (v)-y(v)
veVvV
minimiert.

Die innere Pfadlange bestimmt die durchschnittlichen Kosten einer
Sequenz von Find-Operationen.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Jeder Knoten v hat ein Level /(v):
{(v) := 14 Abstand des Knotens v zur Wurzel.

Das Auffinden eines Knotens auf Level ¢ erfordert ¢ Vergleiche.

Problem: Finde einen bindren Suchbaum B, der die gewichtete innere
Pfadlange

P(B) =Y (v)-y(v)
veVvV
minimiert.

Die innere Pfadlange bestimmt die durchschnittlichen Kosten einer
Sequenz von Find-Operationen.

Dynamische Programmierung mdglich, da die Unterbdume eines optimalen
Baums auch optimal sind.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Bezeichnungen:
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Bezeichnungen:

@ Knotenmenge = {1,...,n}, d.h. die Zahl i entspricht dem Knoten v;.
@ (i :=L(i) und ~; := (i)
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Bezeichnungen:
@ Knotenmenge = {1,...,n}, d.h. die Zahl i entspricht dem Knoten v;.
@ (i :=/(i) und ~; := ~(i)
@ P;j: gewichtete innere Pfadlange eines optimalen Suchbaumes der
Knoten {i,...,j}.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Bezeichnungen:
@ Knotenmenge = {1,...,n}, d.h. die Zahl i entspricht dem Knoten v;.
@ (i :=/(i) und ~; := ~(i)
@ P;j: gewichtete innere Pfadlange eines optimalen Suchbaumes der
Knoten {i,...,j}.
@ R;j: Wurzel eines optimalen Suchbaumes fiir {i,. .., }.
@ Spater: r;j kleinstmogliche Wurzel, R;; groBtmdgliche Wurzel.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Bezeichnungen:
@ Knotenmenge = {1,...,n}, d.h. die Zahl i entspricht dem Knoten v;.
@ (i :=/(i) und ~; := ~(i)
@ P;j: gewichtete innere Pfadlange eines optimalen Suchbaumes der

Knoten {i,...,j}.

@ R;j: Wurzel eines optimalen Suchbaumes fiir {i,. .., }.
@ Spater: r;j kleinstmogliche Wurzel, R;; groBtmdgliche Wurzel.
o= ZJ,;:,. vk: Gewicht der Knotenmenge {i,..., }.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbiume in Zeit O(n?)

Im dynamischen Ansatz sind nun Werte R;; gesucht, die einen optimalen
Suchbaum B mit Kosten P;; realisieren.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume in Zeit O(n

Im dynamischen Ansatz sind nun Werte R;; gesucht, die einen optimalen
Suchbaum B mit Kosten P;; realisieren.

Fiir einen bindren Suchbaum B, wobei B, (Bgr) der linke (rechte)
Unterbaum der Wurzel ist, gilt:

P(B) := P(B.) + P(Br) + I'(B)
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbidume in Zeit O(

Im dynamischen Ansatz sind nun Werte R;; gesucht, die einen optimalen
Suchbaum B mit Kosten P;; realisieren.

Fiir einen bindren Suchbaum B, wobei B, (Bgr) der linke (rechte)
Unterbaum der Wurzel ist, gilt:

P(B) := P(B.) + P(Br) + I'(B)

Wir realisieren diesen Ansatz zunachst in einem kubischen Algorithmus.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume in Zeit O(n

Im dynamischen Ansatz sind nun Werte R;; gesucht, die einen optimalen
Suchbaum B mit Kosten P;; realisieren.

Fiir einen bindren Suchbaum B, wobei B, (Bgr) der linke (rechte)
Unterbaum der Wurzel ist, gilt:
P(B) := P(B.)+ P(Br)+I(B)

Wir realisieren diesen Ansatz zunachst in einem kubischen Algorithmus.
Hier nur die Idee:

Algorithmus: Berechnung eines optimalen Suchbaums
o P;J = F,-,j+min{P,-7k_1+Pk+1J | k € {I,,J}}
o R;j =k, fiir das P; x_1 + P41, das Minimum annimmt.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Knuths Verbesserung (n3 ~~ n?) beruht auf folgendem Satz:

Theorem 31 (Monotonie der Wurzel)

Sei r[i,j] (bzw. R[i,j]) die kleinste (bzw. groBte) Wurzel eines optimalen
Suchbaumes fiir die Knoten {i,...,j}. Dann gilt fiir n > 2:

r[L,n—1] < r[1,n]

R[1,n—1] < RJ[1,n]

Wegen Links-Rechts-Symmetrie gilt analog:

Theorem 32 (Monotonie der Wurzel)

Fiir n > 2 gilt:

r[1, n]
R[1, n]
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Beweis: Wir beweisen den Satz durch Induktion liber die Zahl der Knoten,
d. h. wir kdnnen ihn fiir kleineres n bereits als bewiesen annehmen.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Beweis: Wir beweisen den Satz durch Induktion liber die Zahl der Knoten,
d. h. wir kdnnen ihn fiir kleineres n bereits als bewiesen annehmen.

Zunichst zeigen wir folgendes Lemma:

Lemma 33 (groBe Wurzel & minimaler Level fiir n)

Sei B;j ein optimaler Suchbaum fiir {1,...,n} mit minimalem Level j von
Knoten n. Sei j, die Wurzel von B;. Sei B; ein optimaler Suchbaum fiir
{1,...,n} mit Wurzel i, > j;. Dann existiert ein optimaler Suchbaum B’
fir {1,...,n} mit Wurzel iy und Knoten n auf Level j.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Beweis: Wir beweisen den Satz durch Induktion liber die Zahl der Knoten,
d. h. wir kdnnen ihn fiir kleineres n bereits als bewiesen annehmen.

Zunichst zeigen wir folgendes Lemma:

Lemma 33 (groBe Wurzel & minimaler Level fiir n)

Sei B;j ein optimaler Suchbaum fiir {1,...,n} mit minimalem Level j von
Knoten n. Sei j, die Wurzel von B;. Sei B; ein optimaler Suchbaum fiir
{1,...,n} mit Wurzel i, > j;. Dann existiert ein optimaler Suchbaum B’
fir {1,...,n} mit Wurzel iy und Knoten n auf Level j.

Wir werden sehen, wie diese Verbindung der Eigenschaften minimales
Level fiir n und groBe Wurzel fiir den Beweis des Satzes von Nutzen ist.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

onie der Wurzel

Beweis des Lemmas: Wir betrachten die rechten Aste der Biume B; und
B;, wobei die Knoten von B; mit iy und die Knoten von B; mit ji
bezeichnet sind (siehe folgende Abbildung).
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Bei festem i1 maximieren wir i», dann maximieren wir i3 usw, d.h.
ik+1 = R[ik +1,n].
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Monotonie der Wurzel

Bei festem i1 maximieren wir i», dann maximieren wir i3 usw, d.h.
ik+1 = R[ik +1,n].

Der neue Baum wird weiterhin mit B; bezeichnet.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Bei festem i1 maximieren wir i», dann maximieren wir i3 usw, d.h.
ik+1 = R[ik +1,n].

Der neue Baum wird weiterhin mit B; bezeichnet.

Fall in B; und B; der Knoten n auf gleichem Level j liegt, sind wir fertig.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Bei festem i1 maximieren wir i», dann maximieren wir i3 usw, d.h.
ik+1 = R[ik +1,n].
Der neue Baum wird weiterhin mit B; bezeichnet.

Fall in B; und B; der Knoten n auf gleichem Level j liegt, sind wir fertig.

Andernfalls kdnnen wir annehmen, dass der Knoten n in B; auf Level i
liegt und i > j gilt, weil j minimal gewahlt wurde.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 194 / 298



Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Bei festem i1 maximieren wir i», dann maximieren wir i3 usw, d.h.
ik+1 = R[ik +1,n].
Der neue Baum wird weiterhin mit B; bezeichnet.

Fall in B; und B; der Knoten n auf gleichem Level j liegt, sind wir fertig.

Andernfalls kdnnen wir annehmen, dass der Knoten n in B; auf Level i
liegt und i > j gilt, weil j minimal gewahlt wurde.

Sei k maximal mit i, > ji.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

onie der Wurzel

Bei festem i1 maximieren wir i», dann maximieren wir i3 usw, d.h.
ik+1 = R[ik +1,n].
Der neue Baum wird weiterhin mit B; bezeichnet.

Fall in B; und B; der Knoten n auf gleichem Level j liegt, sind wir fertig.

Andernfalls kdnnen wir annehmen, dass der Knoten n in B; auf Level i
liegt und i > j gilt, weil j minimal gewahlt wurde.

Sei k maximal mit i, > ji.

Dann gilt 1 < k <.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Bei festem i1 maximieren wir i», dann maximieren wir i3 usw, d.h.
ik+1 = R[ik +1,n].
Der neue Baum wird weiterhin mit B; bezeichnet.

Fall in B; und B; der Knoten n auf gleichem Level j liegt, sind wir fertig.

Andernfalls kdnnen wir annehmen, dass der Knoten n in B; auf Level i
liegt und i > j gilt, weil j minimal gewahlt wurde.

Sei k maximal mit i, > ji.
Dann gilt 1 < k <.
Wegen jix + 1 < ix + 1 und Induktion (Theorem 32) folgt

Jk+1 < Rljk +1,n] < Rlik + 1, n] = k1.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Bei festem i1 maximieren wir i», dann maximieren wir i3 usw, d.h.
ik+1 = R[ik +1,n].
Der neue Baum wird weiterhin mit B; bezeichnet.

Fall in B; und B; der Knoten n auf gleichem Level j liegt, sind wir fertig.

Andernfalls kdnnen wir annehmen, dass der Knoten n in B; auf Level i
liegt und i > j gilt, weil j minimal gewahlt wurde.

Sei k maximal mit i, > ji.

Dann gilt 1 < k <.

Wegen jix + 1 < ix + 1 und Induktion (Theorem 32) folgt
Jk+1 < Rljk +1,n] < Rlik + 1, n] = k1.

Also folgt jk+1 = ix+1, da k maximal gewahlt wurde.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Such

Monotonie der Wurzel

Sei nun R; (R;) der Unterbaum von B; (B;) unterhalb des rechten Kinds
von ikt (Jk+1)-
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

onie der Wurzel

Sei nun R; (R;) der Unterbaum von B; (B;) unterhalb des rechten Kinds
von ikt (Jk+1)-

Wegen ix1 = jk+1 haben R; und R; dieselbe Knotenmenge
{ik+1 +1,...,n} und sind optimale Suchbdume.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

onie der Wurzel

Sei nun R; (R;) der Unterbaum von B; (B;) unterhalb des rechten Kinds
von ikt (Jk+1)-

Wegen ix1 = jk+1 haben R; und R; dieselbe Knotenmenge
{ik+1 +1,...,n} und sind optimale Suchbdume.

Wir bilden einen Baum B’ durch Ersetzen von R; in B; durch R;.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Sei nun R; (R;) der Unterbaum von B; (B;) unterhalb des rechten Kinds
von ikt (Jk+1)-

Wegen ix1 = jk+1 haben R; und R; dieselbe Knotenmenge
{ik+1 +1,...,n} und sind optimale Suchbdume.

Wir bilden einen Baum B’ durch Ersetzen von R; in B; durch R;.
Da P(R;) = P(R;) gilt, ergibt sich auch P(B’) = P(B;) = P(B;).
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Sei nun R; (R;) der Unterbaum von B; (B;) unterhalb des rechten Kinds
von ikt (Jk+1)-

Wegen ix1 = jk+1 haben R; und R; dieselbe Knotenmenge
{ik+1 +1,...,n} und sind optimale Suchbdume.

Wir bilden einen Baum B’ durch Ersetzen von R; in B; durch R;.
Da P(R;) = P(R;) gilt, ergibt sich auch P(B’) = P(B;) = P(B;).

Also ist B’ ist optimal fiir {1,...,n}, hat i als Wurzel und den Knoten n
auf Level j. Ol
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Symmetrisch zu obigem Lemma ldsst sich folgendes Lemma beweisen:

Lemma 34 (kleine Wurzel & maximaler Level fiir n)

Sei B; ein optimaler Suchbaum fiir {1,...,n} mit maximalem Level i von
Knoten n. Sei iy die Wurzel von B;. Sei B; ein optimaler Suchbaum fiir
{1,...,n} mit Wurzel j; < iy. Dann existiert ein optimaler Suchbaum B’
fir {1,...,n} mit Wurzel j1 und Knoten n auf Level i.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Symmetrisch zu obigem Lemma ldsst sich folgendes Lemma beweisen:

Lemma 34 (kleine Wurzel & maximaler Level fiir n)

Sei B; ein optimaler Suchbaum fiir {1,...,n} mit maximalem Level i von
Knoten n. Sei iy die Wurzel von B;. Sei B; ein optimaler Suchbaum fiir
{1,...,n} mit Wurzel j; < iy. Dann existiert ein optimaler Suchbaum B’
fir {1,...,n} mit Wurzel j1 und Knoten n auf Level i.

Nun zuriick zum Beweis von Theorem 31:
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Monotonie der Wurzel

Symmetrisch zu obigem Lemma ldsst sich folgendes Lemma beweisen:

Lemma 34 (kleine Wurzel & maximaler Level fiir n)

Sei B; ein optimaler Suchbaum fiir {1,...,n} mit maximalem Level i von
Knoten n. Sei iy die Wurzel von B;. Sei B; ein optimaler Suchbaum fiir
{1,...,n} mit Wurzel j; < iy. Dann existiert ein optimaler Suchbaum B’
fir {1,...,n} mit Wurzel j1 und Knoten n auf Level i.

Nun zuriick zum Beweis von Theorem 31:

Im folgenden bezeichnen wir mit o das Gewicht des groBten Knotens n,
d.h. o=,

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 196 / 298



Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Symmetrisch zu obigem Lemma ldsst sich folgendes Lemma beweisen:

Lemma 34 (kleine Wurzel & maximaler Level fiir n)

Sei B; ein optimaler Suchbaum fiir {1,...,n} mit maximalem Level i von
Knoten n. Sei iy die Wurzel von B;. Sei B; ein optimaler Suchbaum fiir
{1,...,n} mit Wurzel j; < iy. Dann existiert ein optimaler Suchbaum B’
fir {1,...,n} mit Wurzel j1 und Knoten n auf Level i.

Nun zuriick zum Beweis von Theorem 31:

Im folgenden bezeichnen wir mit o das Gewicht des groBten Knotens n,
d.h. o=,

Der Wert « variiert zwischen 0 und oo.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Sei ry (Ry) die kleinste (groBte) Wurzel eines optimalen Suchbaums fiir
die Knoten {1,..., n} unter der Bedingung o = 5.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Sei ry (Ry) die kleinste (groBte) Wurzel eines optimalen Suchbaums fiir
die Knoten {1,..., n} unter der Bedingung o = 5.

Behauptung 1: r[1,n — 1] < ry bzw. R[1,n—1] < Ry.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Sei ry (Ry) die kleinste (groBte) Wurzel eines optimalen Suchbaums fiir
die Knoten {1,..., n} unter der Bedingung o = 5.

Behauptung 1: r[1,n — 1] < ry bzw. R[1,n—1] < Ry.

Beachte: Ist B (B’) optimaler Suchbaum fiir {1,...,n} ({1,...,n—1}),
so gilt P(B) = P(B’) (o = 0 ist hier wichtig).
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Sei ry (Ry) die kleinste (groBte) Wurzel eines optimalen Suchbaums fiir
die Knoten {1,..., n} unter der Bedingung o = 5.
Behauptung 1: r[1,n — 1] < ry bzw. R[1,n — 1] < Ry.
Beachte: Ist B (B’) optimaler Suchbaum fiir {1,...,n} ({1,...,n—1}),
so gilt P(B) = P(B’) (o = 0 ist hier wichtig).
Fir R[1,n— 1] < Rp:
@ Sei B optimaler Suchbaum fiir {1,...,n— 1} mit Wurzel R[1,n —1].
@ Fiige n ganz rechts zu B hinzu.

@ Der resultierende Suchbaum fiir {1,..., n} ist optimal und hat Wurzel
R[1,n—1].
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Monotonie der Wurzel

Sei ry (Ry) die kleinste (groBte) Wurzel eines optimalen Suchbaums fiir
die Knoten {1,..., n} unter der Bedingung o = 5.

Behauptung 1: r[1,n — 1] < ry bzw. R[1,n — 1] < Ry.
Beachte: Ist B (B’) optimaler Suchbaum fiir {1,...,n} ({1,...,n—1}),
so gilt P(B) = P(B’) (o = 0 ist hier wichtig).
Fir R[1,n— 1] < Rp:
@ Sei B optimaler Suchbaum fiir {1,...,n— 1} mit Wurzel R[1,n —1].
@ Fiige n ganz rechts zu B hinzu.
@ Der resultierende Suchbaum fiir {1,..., n} ist optimal und hat Wurzel
R[1,n—1].
Fir r[1,n—1] < rp:
@ Sei B’ optimaler Suchbaum fiir {1,...,n} mit Wurzel ry.
o Entferne n aus B'.
@ Der resultierende Suchbaum fiir {1,...,n — 1} ist optimal und hat
Wurzel r.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Zusammen mit Behauptung 1 folgt Theorem 31 aus:

Behauptung 2: Wenn a < 3, dann r, < rg und R, < Rg.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Zusammen mit Behauptung 1 folgt Theorem 31 aus:
Behauptung 2: Wenn a < 3, dann r, < rg und R, < Rg.

Fir i € {1,...,n} sei B; ein optimaler Suchbaum unter der
Nebenbedingung, dass der Knoten n auf dem Level i/ liegt.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Zusammen mit Behauptung 1 folgt Theorem 31 aus:
Behauptung 2: Wenn a < 3, dann r, < rg und R, < Rg.

Fir i € {1,...,n} sei B; ein optimaler Suchbaum unter der
Nebenbedingung, dass der Knoten n auf dem Level i/ liegt.

Mit P, (B;) bezeichnen wir die gewichtete innere Pfadldnge in
Abhidngigkeit vom Gewicht o des Knotens n.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Zusammen mit Behauptung 1 folgt Theorem 31 aus:
Behauptung 2: Wenn o < 3, dann r, < rg und Ry < Rg.

Fir i € {1,...,n} sei B; ein optimaler Suchbaum unter der
Nebenbedingung, dass der Knoten n auf dem Level i/ liegt.

Mit P, (B;) bezeichnen wir die gewichtete innere Pfadldnge in
Abhidngigkeit vom Gewicht o des Knotens n.

Dann gilt
Pa(B,') =i+ C(I)

fiir eine gewisse Konstante ¢(7), d.h. der Graph P,(B;) ist eine Gerade mit
Steigung i.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 198 / 298



Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Zusammen mit Behauptung 1 folgt Theorem 31 aus:
Behauptung 2: Wenn o < 3, dann r, < rg und Ry < Rg.

Fir i € {1,...,n} sei B; ein optimaler Suchbaum unter der
Nebenbedingung, dass der Knoten n auf dem Level i/ liegt.

Mit P, (B;) bezeichnen wir die gewichtete innere Pfadldnge in
Abhidngigkeit vom Gewicht o des Knotens n.

Dann gilt

Pa(B,') =a-i+ C(I)
fiir eine gewisse Konstante ¢(7), d.h. der Graph P,(B;) ist eine Gerade mit
Steigung i.

Aufgrund der Linearitat erhalten wir das folgende (vertikal gestauchte)
Bild, bei der jede Steigung 1 < i < n genau einmal vorkommt.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Pa(Bk)
Pa(Bj)
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Wenn wir o vergroBern, sind wir am Punkt ag gezwungen, das Level des
Knotens n auf einen kleineren Wert zu andern.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Wenn wir o vergroBern, sind wir am Punkt ag gezwungen, das Level des
Knotens n auf einen kleineren Wert zu andern.

Wahle bei ag einen optimalen Suchbaum B; mit R,, als Wurzel und einen
ebenfalls bei o optimalen Suchbaum B; mit minimalem Level j.
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Optimale Suchbdume

Wenn wir o vergroBern, sind wir am Punkt ag gezwungen, das Level des
Knotens n auf einen kleineren Wert zu andern.

Wahle bei ag einen optimalen Suchbaum B; mit R,, als Wurzel und einen
ebenfalls bei o optimalen Suchbaum B; mit minimalem Level j.

Wegen Lemma 33 gibt es einen optimalen Suchbaum bei ag mit Ry, als
Wurzel und Knoten n auf Level j.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Wenn wir o vergroBern, sind wir am Punkt ag gezwungen, das Level des
Knotens n auf einen kleineren Wert zu andern.

Wahle bei ag einen optimalen Suchbaum B; mit R,, als Wurzel und einen
ebenfalls bei o optimalen Suchbaum B; mit minimalem Level j.

Wegen Lemma 33 gibt es einen optimalen Suchbaum bei ag mit Ry, als
Wurzel und Knoten n auf Level j.

Dieser Suchbaum ist optimal bis einschlieBlich zum nachsten , Knick". Erst
dort kdnnte R, echt groBer werden. Folglich steigt R, monoton.
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Optimale Suchbdume

Wenn wir o vergroBern, sind wir am Punkt ag gezwungen, das Level des
Knotens n auf einen kleineren Wert zu andern.

Wahle bei ag einen optimalen Suchbaum B; mit R,, als Wurzel und einen
ebenfalls bei o optimalen Suchbaum B; mit minimalem Level j.

Wegen Lemma 33 gibt es einen optimalen Suchbaum bei ag mit Ry, als
Wurzel und Knoten n auf Level j.

Dieser Suchbaum ist optimal bis einschlieBlich zum nachsten , Knick". Erst
dort kdnnte R, echt groBer werden. Folglich steigt R, monoton.

Umgekehrt gilt: Wenn wir « verkleinern, sind wir am Punkt ag
gezwungen, das Level des Knotens n auf einen groBeren Wert zu andern.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Wahle bei ag einen optimalen Suchbaum B; mit r,, als Wurzel und einen
ebenfalls bei cig optimalen Suchbaum B; mit maximalem Level i.
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Wahle bei ag einen optimalen Suchbaum B; mit r,, als Wurzel und einen
ebenfalls bei cig optimalen Suchbaum B; mit maximalem Level i.

Wegen Lemma 34 gibt es einen optimalen Suchbaum bei ag mit r,, als
Wurzel und Knoten n auf Level /.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 201 / 298



Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

Wahle bei ag einen optimalen Suchbaum B; mit r,, als Wurzel und einen
ebenfalls bei cig optimalen Suchbaum B; mit maximalem Level i.

Wegen Lemma 34 gibt es einen optimalen Suchbaum bei ag mit r,, als
Wurzel und Knoten n auf Level /.

Dieser Suchbaum ist optimal bis einschlieBlich zum n&chsten , Knick". Erst
dort konnte r,, echt kleiner werden. Folglich steigt auch r, monoton. [

Es gilt: r[i,j — 1] < r[i,j] < r[i+1,/].

Korollar
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

cost[n,n+ 1] :=0; ford: =1 ton—1 do

fori:=1 ton do fori:==1 ton—d do
cost[i, i — 1] :=0; Jji=i+d,
costli, i] == ~(i); left .= rli,j — 1]; right :== r[i + 1, /];
[li, i = ~(i); root := left;
rliyi] :==1; t := cost[i, left — 1] 4 cost|[left + 1, /];
endfor for k := left +1 to right do

if cost[i, k — 1] + cost[k + 1,j] <t then
t := cost[i, k — 1] 4 cost[k + 1,/];
root := k;
endif
endfor
r[’?./] = r[l7./ - 1] +’Y(j);
cost[i,j] .=t +T[i,j];
r[i, j] := root;
endfor
endfor

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 202 / 298



Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

n n—d
Laufzeit: » > (14 r[i+1,i+d]—rli,i+d—1]) =
d=1 i=1 n
d (n—d+rln—d+1,n—r[1,d]) € O(n).
d=1
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Dynamische Programmierung Optimale bindre Suchbdume

Optimale Suchbdume

n n—d
Laufzeit: Z Z(l +rli+1i+d —rli,i+d-1]) =
d=1 i=1 n
d (n—d+rln—d+1,n—r[1,d]) € O(n).
d=1

Bemerkung: Es wurde ein linear geordnetes Feld vy, ..., v, von Knoten
vorausgesetzt. Ein solches Feld erhdlt man aus einem ungeordneten Feld in
Zeit O(nlog n) Schritten.

Damit gilt: Aus einem beliebigen Feld mit n Elementen kann ein optimaler
Suchbaum in Zeit ©(n? + nlog n) = ©(n?) Schritten erzeugt werden.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 203 / 298



Dynamische Programmierung Mittlere Hohe von Suchbdumen

Mittlere Hohe von Suchbaumen

Wir werden zeigen, dass ein Suchbaum auf den Knoten {1,...,n} im
Mittel die Hohe O(log n) hat.

Sei B, die Menge aller bindren Suchbidume auf den Knoten {1,...,n}

(Bo besteht nur aus dem leeren Baum () und wir setzen height(f)) = —o0).

Wir erzeugen ein B € B, mittels folgenden Zufallsexperiment:

@ Wir wahlen zufillig und gleichverteilt eine Permutation
(m1,m2,...,mn) von (1,2,...,n) aus. Jede der n! vielen
Permutationen wird mit Wahrscheinlichkeit 1/n! ausgewahlt.

@ Dann wird ein Suchbaum aufgebaut, indem die Elemente 1,...,n in
der Reihnfolge 71,75, ..., 7, in den Suchbaum eingefiigt werden.

@ Beachte: Verschiedene Permutationen kénnen den gleichen Suchbaum
erzeugen.

Beispiel: (2,1,3) und (2,3, 1) erzeugen den gleichen Suchbaum (mit
Waurzel 2).
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Dynamische Programmierung Mittlere Hohe von Suchbdumen

Mittlere Hohe von Suchbaumen

Folgendes Zufallsexperiment liefert fiir jeden Suchbaum die gleiche
Wahrscheinlichkeit wie oben:

o Falls n > 2, wahle zufdllig und gleichverteilt ein Element
i€{l,...,n} aus.
Jedes Element wird mit Wahrscheinlichkeit 1/n gezogen.

@ Erzeuge dann rekursiv nach dem gleichen Experiment einen
Suchbaum L € B;_; (bzw. R € B,_;)

@ Ersetze in R jeden Knoten j durch i + .

@ Der erzeugte Suchbaum hat i als Wurzel und L (bzw. R) als linken
(bzw. rechten) Teilbaum.

Beachte: Dieses Zufallsexperiment ergibt nicht die Gleichverteilung auf
Binarbdumen mit n Knoten
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Dynamische Programmierung Mittlere Hohe von Suchbdumen

Mittlere Hohe von Suchbaumen

Wir definieren folgende Zufallsvariablen:
@ H, ist die Hohe eines zufillig erzeugten Suchbaums B € B,,.
o X, =2

Theorem 35

Fiir den Erwartungswert

E[Ha] = ) Prob(B) - height(B)
BeB,

gilt: E[Hp] < log,(3) - log,(n) + O(1).

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass E[X,] durch ein Polynom p(n)
beschrankt ist.

Sei B ein Suchbaum mit Wurzel 1 </ < n und linken (bzw. rechten)
Teilbaum L (R).

Dann gilt height(B) = 1 + max{height(L), height(R)} und daher:
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Dynamische Programmierung Mittlere Hohe von Suchbdumen

Mittlere Hohe von Suchbaumen

E[X,] = ) _ Prob(B)-2"&"(5)
BGBn

n
— Z Z Z %Prob(L)Prob(R)21+max{height(L),height(R)}

i=1 LeB;_1 ReB,_;

n
= EZ Z Z Prob(L)Prob(R)max{2he‘ght(L)72height(R)}
n

i=1 LeBj_1 ReEB,—;

2 o i |
= EZ Z Z PrOb(L)Prob(R)(Qheght(L)+2heght(R))

i=1 LeBj_1 ReEB,—;

n
_ 22( Z PrOb(L)2height(L)+ Z Prob(R)2height(R)>
n

i=1 “LeBj REB,, ;

_ fz E[Xi_1] + E[Xoi]) = ZE[X]

i=1
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Dynamische Programmierung Mittlere Hohe von Suchbdumen

Mittlere Hohe von Suchbaumen

Behauptung 1: 7 ("5%) = ("F?) fir n > 1.
Beweis durch Induktion:
=10, (5) = Q) =1= ()

Sei nun n > 2:

i=0

Behauptung 2: £[X,] < ("}3).
Beweis durch Induktion:

n=0: E[Xo] =2"°=0<1(3)
n=1EX]=20=1=1%(}

Sei nun n > 2:

231(,;3) :§<H3—3>+<n43—2> _ <n1—2>+<n—;—2

n+3
i )
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Dynamische Programmierung Mittlere Hohe von Suchbdumen

Mittlere Hohe von Suchbaumen

E[X)] < ;ZE[X;]

1 (n+3)!
n4l(n—1)!
1(n+3)!
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Dynamische Programmierung Mittlere Hohe von Suchbdumen

Mittlere Hohe von Suchbaumen

Also gilt E[X,] € O(n3).

Jensens Ungleichung

Sei Y eine Zufallsvariable und sei f : R — R konvex (d.h. fiir alle x,y € R
und alle A € [0,1] gilt F(Ax+ (1 —A)y) < AMf(x)+ (1= A)f(y)). Dann gilt

F(E[Y]) < E[f(Y)].

Die Funktion x — 2% ist konvex.

Also gilt:

2FHl < E[2M) = E[X,] € O(n®).
Es folgt: E[Hp] < log,(3) log,(n) + O(1). O
Bemerkung: Bei einer Gleichverteilung (jeder bindre Suchbaum tritt mit

der gleichen Wahrscheinlichkeit auf) erhilt man ©(+/n) fiir die erwartete
Hohe.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 210 / 298



Dynamische Programmierung Bestimmung reguldre Ausdriicke

Bestimmung regulare Ausdriicke

Erinnerung an GTI: Bestimmung reguldre Ausdriicke nach Kleene.
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Dynamische Programmierung Bestimmung reguldre Ausdriicke

Bestimmung regulare Ausdriicke

Erinnerung an GTI: Bestimmung reguldre Ausdriicke nach Kleene.

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein Tupel

A=(Q,I,6CQxExQ,I,F) (0.B.dA Q=1{1,....n}).
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Dynamische Programmierung Bestimmung reguldre Ausdriicke

Bestimmung regulare Ausdriicke

Erinnerung an GTI: Bestimmung reguldre Ausdriicke nach Kleene.

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein Tupel
A=(Q, L, C QXX xQ,/,F) (o.BdA Q={1,...,n}).

Es sei LX[i,j] die Menge aller Worter, die in A einen Pfad beschriften, der
@ von / nach j fiihrt und
@ dabei nur Zwischenzustdnde aus der Menge {1, ..., k} besucht (i und
J missen nicht in {1,..., k} liegen)
Gesucht: Regulédrer Ausdruck fiir L"[i, j] fiir alle i € | und j € F.
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Bestimmung regulare Ausdriicke

Erinnerung an GTI: Bestimmung reguldre Ausdriicke nach Kleene.

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein Tupel
A=(Q, L, C QXX xQ,/,F) (o.BdA Q={1,...,n}).

Es sei LX[i,j] die Menge aller Worter, die in A einen Pfad beschriften, der
@ von / nach j fiihrt und

@ dabei nur Zwischenzustdnde aus der Menge {1, ..., k} besucht (i und
J miissen nicht in {1,..., k} liegen)

Gesucht: Regulédrer Ausdruck fiir L"[i, j] fiir alle i € | und j € F.
Es gilt:

Ll j] = S o
{aeX|(i,a,j)eotu{e} fallsi=
Rl I e ) B R (V) R Sl LS A R L)

{{aEZ\(i,a,j)Eé} falls i # j
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Dynamische Programmierung Bestimmung reguldre Ausdriicke

Bestimmung regulare Ausdriicke

Algorithmus Reguldre Ausdriicke aus einem endlichen Automaten

procedure NEA2REGEXP
Eingabe : NEA A= (Q,L,0 CQ XX x Q,/,F)
(Initialisiere: L[i,j] :={a| (i,a,j) €0 Va=ecANi=j})
begin
for k:=1 ton do
for i:==1 ton do
for j:=1 ton do
L[i, ] := L[i,j] + L[i, k] - L[k, k]* - L[k, j]
endif
endfor
endfor
endfor
end
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Dynamische Programmierung Warshalls Algorithmus

Transitive Hiille

Algorithmus Warshall-Algorithmus: Berechnung transitiver Hiille

procedure Warshall (var A : Adjazenzmatrix)
Eingabe : Graph als Adjazenzmatrix (A[/,j]) € Bool,xn
begin
for k:==1 ton do
for i:==1 ton do
for j:=1 ton do
if (Ali,k] =1) and (A[k,j]=1) then
Ali,j] =1
endif
endfor
endfor
endfor
end
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Dynamische Programmierung Warshalls Algorithmus

Transitive Hille?

Algorithmus Ist dieses Verfahren korrekt?

procedure Warshall (var A : Adjazenzmatrix)
Eingabe : Graph als Adjazenzmatrix (A[/,j]) € Bool,xn
begin
for i:=1 ton do
for j:=1 ton do
for k:==1 ton do
if (Ali,k] =1) and (A[k,j]=1) then
Ali,j] =1
endif
endfor
endfor
endfor
end
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Dynamische Programmierung Warshalls Algorithmus

Korrektheit: Warshall

Die Korrektheit des Warshall-Algorithmus folgt aus folgenden Invarianten:
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Dynamische Programmierung Warshalls Algorithmus

Korrektheit: Warshall

Die Korrektheit des Warshall-Algorithmus folgt aus folgenden Invarianten:

© Nach dem k-ten Durchlauf der ersten for-Schleife gilt A[/, ] = 1, falls
ein Pfad von i nach j iiber Knoten mit Nummern < k existiert.
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Dynamische Programmierung Warshalls Algorithmus

Korrektheit: Warshall
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Dynamische Programmierung Warshalls Algorithmus

Korrektheit: Warshall

Die Korrektheit des Warshall-Algorithmus folgt aus folgenden Invarianten:

© Nach dem k-ten Durchlauf der ersten for-Schleife gilt A[/,j] = 1, falls
ein Pfad von i nach j iiber Knoten mit Nummern < k existiert.

Beachte: k steht ganz auBen!

O Gilt A[i,j] =1, so existiert ein Pfad von i nach ;.

Tragt man in die Adjazenz-Matrix vom Warshall-Algorithmus
Kantengewichte statt Boolesche Werte ein, so entsteht der
Floyd-Algorithmus zur Berechnung kiirzester Wege:
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Dynamische Programmierung Floyds Algorithmus

Floyd-Algorithmus

Algorithmus Floyd: Alle kiirzesten Wege in einem Graphen

procedure Floyd (var A : Adjazenzmatrix)
Eingabe : Gewichteter Graph als Adjazenzmatrix A[i,j] € (N U 00)pxn,
wobei A[i,j] = oo bedeutet, dass es keine Kante von i nach j gibt.
begin
for k:=1 ton do
for i:=1 ton do
for j:=1to ndo
Ali,j] := min{A[i, ], Ali, k] + Alk,J]};
endfor
endfor
endfor
endprocedure
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Dynamische Programmierung Floyds Algorithmus

Floyd-Algorithmus

Der Floyd-Algorithmus liefert ein korrektes Ergebnis auch wenn die
Gewichte negativ sind, vorausgesetzt dass keine negative Schleifen
vorhanden sind.
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Der Floyd-Algorithmus liefert ein korrektes Ergebnis auch wenn die
Gewichte negativ sind, vorausgesetzt dass keine negative Schleifen
vorhanden sind.

Zeitaufwand von Warshall und Floyd ist ©(n3).

. Verbesserung” dadurch, dass vor der j-Schleife zuerst getestet wird, ob
Ali, k] =1 (bzw. ob A[i, k] < c0) gilt.
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Dynamische Programmierung Floyds Algorithmus

Floyd-Algorithmus

Der Floyd-Algorithmus liefert ein korrektes Ergebnis auch wenn die
Gewichte negativ sind, vorausgesetzt dass keine negative Schleifen
vorhanden sind.

Zeitaufwand von Warshall und Floyd ist ©(n3).

. Verbesserung” dadurch, dass vor der j-Schleife zuerst getestet wird, ob
Ali, k] =1 (bzw. ob A[i, k] < c0) gilt.

Damit erreicht man den Aufwand O(n3):
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Dynamische Programmierung Floyds Algorithmus

Floyd-Algorithmus

Algorithmus Floyd-Algorithmus in O(n?)

procedure Floyd (var A : Adjazenzmatrix)
Eingabe : Adjazenzmatrix A[/,j] € (NU 00)nxn
begin
for k:=1 ton do
for i:=1 ton do
if Ali, k] < oo then
for j:=1to ndo
Ali,j] := min{A[i,j], Ali, k] + Alk,j]};
endfor
endif
endfor
endfor
endprocedure
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Dynamische Programmierung Floyds Algorithmus

Floyd-Algorithmus

Algorithmus Floyd-Algorithmus mit negativen Zyklen

procedure Floyd (var A : Adjazenzmatrix)
Eingabe : Adjazenzmatrix A[/,j] € (Z U {o0, —00})nxn
begin
for k:=1 ton dofori:=1 ton do
if A[i, k] < oo then for j:=1 to ndo
if Alk,j] < oo then
if Alk,k] <0
then A[i,j] := —o0
else A[i, j] := min{A[i,j], Ali, k] + Alk,Jj]}
endif
endif
endfor endif endfor endfor
endprocedure
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Sei A = (ajj) die Adjazenzmatrix eines gerichteten Graphen mit n Knoten.
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Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Sei A = (ajj) die Adjazenzmatrix eines gerichteten Graphen mit n Knoten.

Der Warshall-Algorithmus berechnet den reflexiven transitiven Abschluss
A* in O(n3) Schritten.
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Sei A = (ajj) die Adjazenzmatrix eines gerichteten Graphen mit n Knoten.

Der Warshall-Algorithmus berechnet den reflexiven transitiven Abschluss
A* in O(n3) Schritten.

Hierbei ist

A* = ZA" mit A = /., und V als Addition boolescher Matrizen
k>0

Mit Induktion ergibt sich leicht, dass A¥(i, ) = 1 genau dann gilt, wenn es
von j nach j einen Weg der Lange k gibt.
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Sei A = (ajj) die Adjazenzmatrix eines gerichteten Graphen mit n Knoten.

Der Warshall-Algorithmus berechnet den reflexiven transitiven Abschluss
A* in O(n3) Schritten.

Hierbei ist

A* = ZA" mit A = /., und V als Addition boolescher Matrizen
k>0

Mit Induktion ergibt sich leicht, dass A¥(i, ) = 1 genau dann gilt, wenn es
von j nach j einen Weg der Lange k gibt.

Klar ist auch A* = 3270 AK.
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Transitive Hiille < Matrixmultiplikation

Setze B = I, + A. Dann gilt A* = B™ fiir alle m> n— 1.
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Also reicht es, eine Matrix [log,(n — 1)]-mal zu quadrieren, um A* zu
berechnen.
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Sei M(n) der Aufwand, zwei boolesche n x n-Matrizen zu multiplizieren,
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Transitive Hiille < Matrixmultiplikation

Setze B = I, + A. Dann gilt A* = B™ fiir alle m> n— 1.

Also reicht es, eine Matrix [log,(n — 1)]-mal zu quadrieren, um A* zu
berechnen.

Sei M(n) der Aufwand, zwei boolesche n x n-Matrizen zu multiplizieren,
und sei T(n) der Aufwand, die reflexive transitive Hiille zu berechnen.

Dann gilt also:
T(n) € O(M(n) - log n).
Hieraus folgt fiir alle € > 0 nach Strassen

T(n) € O(n&(N+e),
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation < Transitive Hiille

Die Beziehung M(n) € O(T(n)) ist offensichtlich (unter der plausiblen
Annahme T(3n) € O(T(n))). Denn seien A und B beliebige Matrizen,
dann gilt:

*

0 A O I, A AB
0 0 B =| 0 I, B
0 0 O 0 In

Unter den (ebenfalls plausiblen) Annahmen M(n) monoton und
M(2n) > (2 + e)M(n) zeigen wir

T(n) € O(M(n)).

Dies bedeutet: die Berechnung der transitiven Hiille ist bis auf konstante
Faktoren genauso aufwendig wie die Matrixmultiplikation.
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Berechnung der transitiven Hiille

Eingabe: E € Bool(n x n)

@ Teile E in vier Teilmatrizen A, B, C, D so, dass A und D quadratisch
sind und jede Matrix ungefihr die GroBe n/2 x n/2 hat:

E—(é g)
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@ Teile E in vier Teilmatrizen A, B, C, D so, dass A und D quadratisch
sind und jede Matrix ungefihr die GroBe n/2 x n/2 hat:

A B

£ ( A ) |

@ Berechne rekursiv D*:
Aufwand T(n/2).
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Berechnung der transitiven Hiille

Eingabe: E € Bool(n x n)
@ Teile E in vier Teilmatrizen A, B, C, D so, dass A und D quadratisch
sind und jede Matrix ungefihr die GroBe n/2 x n/2 hat:

A B

£ ( A ) |

@ Berechne rekursiv D*:
Aufwand T(n/2).

@ Berechne F = A+ BD*C:
Aufwand O(M(n/2)) < O(M(n)) da M(n) monoton.
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Berechnung der transitiven Hiille

Eingabe: E € Bool(n x n)
@ Teile E in vier Teilmatrizen A, B, C, D so, dass A und D quadratisch
sind und jede Matrix ungefihr die GroBe n/2 x n/2 hat:

A B
E- ( A ) |
@ Berechne rekursiv D*:
Aufwand T(n/2).
@ Berechne F = A+ BD*C:
Aufwand O(M(n/2)) < O(M(n)) da M(n) monoton.
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Berechnung der transitiven Hiille

Eingabe: E € Bool(n x n)

@ Teile E in vier Teilmatrizen A, B, C, D so, dass A und D quadratisch
sind und jede Matrix ungefihr die GroBe n/2 x n/2 hat:

A B
E- ( A ) .
@ Berechne rekursiv D*:
Aufwand T(n/2).
@ Berechne F = A+ BD*C:
Aufwand O(M(n/2)) < O(M(n)) da M(n) monoton.
@ Berechne rekursiv F*:
Aufwand T(n/2).
@ Setze

£ _ F* ‘ F*BD*
N D*CF*‘D*+D*CF*BD* '
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Berechnung der transitiven Hiille

Damit erhalten wir die Rekursionsgleichung

T(n) <2T(n/2)+ c- M(n) fiir ein ¢ > 0.
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Berechnung der transitiven Hiille

Damit erhalten wir die Rekursionsgleichung
T(n) <2T(n/2)+ c- M(n) fiir ein ¢ > 0.

Daraus ergibt sich:

T(n) < c-(z,.zozf-/w(n/zf)) (mit Induktion)
< e Y (22?)'-/\4(/1) (da M(n/2) < 51-M(n))
e O(M(n)).
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Einschub: Wie testet man A- B =C

Satz 36 (Korec, Wiedermann 2014)

Seien A, B, C (n x n)-Matrizen mit Eintrigen aus 7. Mittels O(n?) vieler
Operationen kann (liberpriift werden, ob A- B = C gilt.

Beweis: Sei
A=
B = (bijh<ij<n
C = (ciji<ij<n, und
D = (dijh<ijcn=A-B-C.
Offensichtlich gilt A- B = C genau dann, wenn D die Nullmatrix ist.
Sei x eine reellwertige Variable und betrachte den Spaltenvektor

v=(1,x,x% ..., x"HT.
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Einschub: Wie testet man A- B =C

Dannist D-v=A-B-v — C-v ein Spaltenvektor, dessen i-ter Eintrag
das Polynom

p,'(X) = d,'71 + d,"2X + d,'73X2 + -+ CJ','v,,Xn*1

ist.
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Einschub: Wie testet man A- B =C

Dannist D-v=A-B-v — C-v ein Spaltenvektor, dessen i-ter Eintrag
das Polynom

p,'(X) = d,'71 + d,"2X + (:/,'73X2 + -+ d,‘v,,anl

ist. Also gilt A- B = C genau dann, wenn p;(x) das Nullpolynom fiir alle
1 <i<nist

Wir verwenden nun den folgenden Satz:

Cauchys Schranke

Sei p(x) = apx" + ap_1x""L + -+ a1x + ap € R[x] nicht das
Nullpolynom und a, # 0. Dann gilt fiir jede Nullstelle o von p(x):

max{|a;| |0 <i<n-—1}

la] <14
|an]
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Einschub: Wie testet man A- B =C

Beweis von Cauchys Schranke:

Indem wir p(x) durch das Polynom x" + a;—;lx”_l oot Ex 2

ersetzen, geniigt es, Cauchys Schranke fiir den Fall a, = 1 zu zeigen.
Sei also p(x) = x" 4+ a,_1x" "} + -+ + a;x + ap und
h=max{|a;] |0 <i<n-—1}.
Gelte p(a) = a" + ap_1a" t + -+ aja+ap =0, d.h.
Q"= —a,_ 10" = — a0 — ap.
Zu zeigen: |a| <1+ h.
Wenn |a| < 1 gilt, gilt auch |a| <14 h (falls h =0 muss a = 0 gelten).

Gelte also |a| > 1.
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Einschub: Wie testet man A- B =C

Es folgt:
lo]” < Janoal o™t far] - e + |ao
< h-(la" P ol + 1)
laf" — 1
= h.- L=
lal =1

Da |a| > 1 gilt, folgt:
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Einschub: Wie testet man A- B =C

Sei a=max{|a;j| |1 <i,j < n}, b=max{|bjj||1<i,j<n}und
c=max{|cj| |1 <i,j<n}

Damit lassen sich die Betrage der Koeffizienten der Polynome p;(x) wie
folgt abschatzen:
n n
gl =12 aikbrj = cijl < D _laikl - [beyl + il <n-a-btc.
i=k i=k
Seinund=n-a-b+cundr=1+4d.
Wegen Cauchy’s Schranke gilt fiir alle 1 < i < n:
pi(x) =0 < pi(r)=0

Beachte: Wahrend wir sehr einfach die obere Schranke d fiir die Betriage
der Eintrage von D finden konnen, ist es nicht so einfach eine untere
Schranke fiir diese Betrdge zu finden.
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Dynamische Programmierung Transitive Hiille und Matrixmultiplikation

Einschub: Wie testet man A- B =C

Aber: Da die Matrizen A, B, C Eintrage aus Z haben, gilt p;j(x) € Z[x].

Also ist der Absolutbetrag des fiihrenden Koeffizienten von p;(x)
mindestens 1.

Wir konnen daher mit folgenden Algorithmus testen, ob A- B = C gilt:

© Berechne a = max{]aj |}, b = max{|b;;|}, ¢ = max{|c;j|} und
r=1+n-a-b+c.

© Berechne den Spaltenvektor u = (1,r,r?,...,r" )T,

© Berechnep:=B-u,s:=A-pundt:=C-u

©Q Esgilt A- B = C genau dann, wenn s = t.
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Parallele Algorithmen
Parallele Algorithmen und NC

© Einfiihrung in parallele Architekturen
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Parallele Algorithmen
Parallele Algorithmen und NC

© Einfiihrung in parallele Architekturen

© Die Klasse NC und parallele Matrix-Multiplikation

© Parallele Berechnung der Prafixsummen

© Parallele Integer-Addition, -Multiplikation und -Division

© Parallele Berechnung der Determinante
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Parallele Algorithmen

Einfiihrung in parallele Architekturen

@ Parallele Random-Access-Maschinen (PRAM)

@ CRCW (Concurrent Read Concurrent Write)
o CREW (Concurrent Read Exclusive Write)
o EREW (Exclusive Read Exclusive Write)

o ERCW (Exclusive Read Concurrent Write)
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Parallele Algorithmen

Einfiihrung in parallele Architekturen

@ Parallele Random-Access-Maschinen (PRAM)

@ CRCW (Concurrent Read Concurrent Write)
o CREW (Concurrent Read Exclusive Write)
o EREW (Exclusive Read Exclusive Write)

o ERCW (Exclusive Read Concurrent Write)

@ Vektor-Maschinen
@ SIMD oder MIMD

@ Boolsche und arithmetische Schaltkreise

@ DAG mit Ein- und Ausgabeknoten
@ Knoten fiir grundlegende bitweise und arithmetische Operationen
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Parallele Algorithmen

Die Klasse NC

NC bezeichnet die Klasse aller Probleme, die “effizient parallelisierbar”
sind.
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NC steht fiir ,,Nick's Class" (benannt nach Nick Pippenger).
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Parallele Algorithmen
Die Klasse NC

NC bezeichnet die Klasse aller Probleme, die “effizient parallelisierbar”
sind.

NC steht fiir ,,Nick's Class" (benannt nach Nick Pippenger).
Definition(en):
o Probleme, die mit einer PRAM mit n®() Prozessoren in Zeit
(log n)°M) I5sbar sind.

o Probleme, die mit einem bool'schen Schaltkreis der Tiefe (log n)°(%)
und GroBe n®M) [ssbar sind.
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Definition(en):
@ Probleme, die mit einer PRAM mit n®() Prozessoren in Zeit
(log n)°M) I5sbar sind.
o Probleme, die mit einem bool'schen Schaltkreis der Tiefe (log n)°(%)
und GréBe n®() [6sbar sind.

Die Klasse ist robust gegeniiber kleinen Anderungen am Maschinen-Modell.
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Parallele Algorithmen
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NC bezeichnet die Klasse aller Probleme, die “effizient parallelisierbar”
sind.

NC steht fiir ,,Nick's Class" (benannt nach Nick Pippenger).

Definition(en):
o Probleme, die mit einer PRAM mit n®() Prozessoren in Zeit
(log n)°M) I5sbar sind.
o Probleme, die mit einem bool'schen Schaltkreis der Tiefe (log n)°(%)
und GroBe n©(1) [5sbar sind.
Die Klasse ist robust gegeniiber kleinen Anderungen am Maschinen-Modell.
Die Frage NC L P ist noch offen.
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Parallele Algorithmen
Die Klasse NC

NC bezeichnet die Klasse aller Probleme, die “effizient parallelisierbar”
sind.

NC steht fiir ,,Nick's Class" (benannt nach Nick Pippenger).
Definition(en):
o Probleme, die mit einer PRAM mit n®() Prozessoren in Zeit
(log n)°M) I5sbar sind.

o Probleme, die mit einem bool'schen Schaltkreis der Tiefe (log n)°(%)
und GroBe n®M) [ssbar sind.

Die Klasse ist robust gegeniiber kleinen Anderungen am Maschinen-Modell.
Die Frage NC L P ist noch offen.

Es gibt P-vollstindige Probleme (z.B. das Auswerten boolescher
Schaltkreise), von denen vermutet wird, dass sie nicht zu NC gehoren.
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Parallele Algorithmen

Berechne die Summe s = >, x;

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X X7 Xg Xo X10 X11 X12 X13 X14 X15
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Parallele Algorithmen

Berechne die Summe s = >

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X X7 Xg Xo X10 X11 X12 X13 X14 X15
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Parallele Algorithmen

Berechne die Summe s = >

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X X7 Xg Xo X10 X11 X12 X13 X14 X15

\ \
\ \
\
\\
\
[
\\
—
s
Summe s = "7, x; ist mit n Prozessoren in Zeit log n berechenbar. J
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Parallele Algorithmen
Parallele Matrix-Multiplikaton

Das Produkt von zwei n X n-Matrizen ist mit n3 Prozessoren in Zeit
1+ log n berechenbar.

Beweis: Sei A= (Aj;) und B = (Bjj).
Dann gilt (AB)U = 22:1 AikBkj-
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o Teile jeder der n> Summen n Prozessoren zu.
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Parallele Algorithmen
Parallele Matrix-Multiplikaton

Das Produkt von zwei n X n-Matrizen ist mit n3 Prozessoren in Zeit
1+ log n berechenbar.

Beweis: Sei A= (Ajj) und B = (Bj).
Dann gilt (AB)U = 22:1 AikBkj-
@ Berechne mit n3 Prozessoren alle n® Produkte.

o Teile jeder der n> Summen n Prozessoren zu.

@ Berechne in log n Schritten alle n> Summen.
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Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen

Das Problem:
@ Eingabe: x; (0<i<n-—1)

@ Ausgabe: Alle Prafixsummen y; = Zji':oxj firalle0<i<n-1
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Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen

Das Problem:
@ Eingabe: x; (0<i<n-—1)

@ Ausgabe: Alle Prafixsummen y; = Zji':oxj firalle0<i<n-—1

Theorem 38

Alle Prafixsummen kénnen mit n Prozessoren in Zeit log n berechnet
werden.

Beweis:

Zum Verstindnis: Berechne die Summe y, 1 = J'-zolxj-
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Parallele Algorithmen

Parallele Prafixsummen

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X X7 Xg X9 X10 X11 X12 X13 X14 X15
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Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen
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Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen
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Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen

Sei x; = 0 fiir alle / < 0.
Xo X1 X2 X3 X4 X5 Xp X7 Xg Xo X10 X11 X12 X13 X14 X15

® ® ® ® & 6 ® & ®© & 6 ® © © & O
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Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen

Sei x; = 0 fiir alle / < 0.
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Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen

Sei x; = 0 fiir alle / < 0.

Xo X1 X2 X3 X4 X5 Xp X7 Xg Xo X10 X11 X12 X13 X14 X15
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Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen

Sei x; = 0 fiir alle / < 0.
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Parallele Algorithmen
Parallele Prafixsummen

Sei x; = 0 fiir alle / < 0.
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Parallele Algorithmen
Integer-Addition in NC

Theorem 39

Zwei n-bit-Bindrzahlen kénnen mit n Prozessoren in Zeit O(log n) addiert
werden.
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Parallele Algorithmen
Integer-Addition in NC

Theorem 39

Zwei n-bit-Bindrzahlen kénnen mit n Prozessoren in Zeit O(log n) addiert
werden.

Beweis: Seien a,_1...asaraiap und b,_1...bsbyb1 by die Eingabezahlen
(niederwertigstes Bit ist rechts).

Schritt 1: Berechne mit n Prozessoren in Zeit O(1) den
Carry-Propagierungs-String ¢,¢n—1 ... C3C2¢1€p:

0 aj_.1=bi_1=0V i=0
ci=4q 1 a_1=b_1=1
p else

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 239 / 298



Parallele Algorithmen
Integer-Addition in NC

Theorem 39

Zwei n-bit-Bindrzahlen kénnen mit n Prozessoren in Zeit O(log n) addiert
werden.

Beweis: Seien a,_1...asaraiap und b,_1...bsbyb1 by die Eingabezahlen
(niederwertigstes Bit ist rechts).

Schritt 1: Berechne mit n Prozessoren in Zeit O(1) den
Carry-Propagierungs-String ¢,¢n—1 ... C3C2¢1€p:

0 aj_.1=bi_1=0V i=0
ci=4q 1 a_1=b_1=1
p else

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 239 / 298



Parallele Algorithmen
Integer-Addition in NC

Schritt 2: Berechne mit n Prozessoren in Zeit O(log n) carry; aus ¢; mit
dem parallelen Prafixsummen-Algorithmus unter Verwendung der
folgenden assoziativen bindren Operation:

0-x = 0
1-x =1
p-x = X

Beachte: Der parallele Prafixsummen-Algorithmus funktioniert fiir jede
assoziative bindre Operation.

Schritt 3: Berechne das i-te Bit der Summe als das XOR von a;, b; und
carry; (wobei a, = b, = 0). O
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Parallele Algorithmen
Integer-Addition in NC

Beispiel:
a = 100101011101011
b = 110101001010001
¢ = 1p01010plpppOp10
carry = 1001010110000110
sum = 1011010100111100
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Parallele Algorithmen
Integer-Addition in NC

Beispiel:
a = 100101011101011
b = 110101001010001
¢ = 1p01010plpppOp10
carry = 1001010110000110
sum = 1011010100111100

Multiplikation von zwei Zahlen kann auf Addition von n Zahlen
zuriickgefiihrt werden.
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Parallele Algorithmen
Integer-Addition in NC

Beispiel:
a = 100101011101011
b = 110101001010001
¢ = 1p01010plpppOp10
carry = 1001010110000110
sum = 1011010100111100

Multiplikation von zwei Zahlen kann auf Addition von n Zahlen
zuriickgefiihrt werden.

Aus Theorem 39 folgt: Zwei n-bit-Binirzahlen kénnen mit n® Prozessoren
in Zeit (log n)? multipliziert werden
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Parallele Algorithmen
Integer-Multiplikation in NC

Lemma 40

Aus drei n-bit-Binarzahlen a, b, c kénnen mit n Prozessoren in Zeit O(1)
zwei (n+ 1)-bit Bindrzahlen d, e berechnet werden mit a+ b+ c=d + e.
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Parallele Algorithmen
Integer-Multiplikation in NC

Lemma 40

Aus drei n-bit-Binarzahlen a, b, c kénnen mit n Prozessoren in Zeit O(1)
zwei (n+ 1)-bit Bindrzahlen d, e berechnet werden mit a+ b+ c=d + e.

Beweis:
100111

011100

4111101

10
01
11
10
10
+10

111101

-+000110
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Parallele Algorithmen
Integer-Multiplikation in NC

Theorem 41

Die Summe von n vielen n-bit Bindrzahlen kann mit n®> Prozessoren in Zeit
O(log n) berechnet werden.

Beweis:

@ Berechne in konstaner Zeit aus jedem Block von drei Zahlen einen
neuen Block von zwei Zahlen mit einem Bit mehr.

@ Wiederhole dies, bis nur noch zwei Bindrzahlen iibrig bleiben. Dies
benétigt Zeit O(log n).

o Addiere die zwei iibrig gebliebenen Zahlen in Zeit O(log n). O

Zwei n-bit-Binirzahlen kénnen mit n? Prozessoren in Zeit O(log n)
multipliziert werden.
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Ziel: Bestimme zu zwei gegebenen Bindrzahlen s, t > 0 mit < n Bits die
eindeutigen Zahlen g und r so, dass s =qt+rund 0 < r < t.
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Integer-Division in NC

Ziel: Bestimme zu zwei gegebenen Bindrzahlen s, t > 0 mit < n Bits die
eindeutigen Zahlen g und r so, dass s =qt+rund 0 < r < t.

Wir werden dies in Zeit O((log n)?) mit O(n*) Prozessoren durchfiihren.
Hauptwerkzeug: Newton-Verfahren zum Approximieren von Nullstellen.

Sei f: R — R.
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Ziel: Bestimme zu zwei gegebenen Bindrzahlen s, t > 0 mit < n Bits die
eindeutigen Zahlen g und r so, dass s =qt+rund 0 < r < t.

Wir werden dies in Zeit O((log n)?) mit O(n*) Prozessoren durchfiihren.
Hauptwerkzeug: Newton-Verfahren zum Approximieren von Nullstellen.
Sei f : R — R.

Rate einen Anfangswert xp und berechne die Folge (x;)i>o mit der
Rekursionsgleichung

fxi)

Xit1 = Xj f’( 5 wobei f' = df /dx
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Ziel: Bestimme zu zwei gegebenen Bindrzahlen s, t > 0 mit < n Bits die
eindeutigen Zahlen g und r so, dass s =qt+rund 0 < r < t.

Wir werden dies in Zeit O((log n)?) mit O(n*) Prozessoren durchfiihren.
Hauptwerkzeug: Newton-Verfahren zum Approximieren von Nullstellen.
Sei f : R — R.

Rate einen Anfangswert xp und berechne die Folge (x;)i>o mit der
Rekursionsgleichung

fxi)

Xit1 = Xj f’( 5 wobei f' = df /dx

Mit Gliick konvergiert die Folge (x;)i>0 zu einer Nullstelle von f.
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Parallele Algorithmen

Integer-Division in NC

Nimm f(x) =t — 1, also ist 1 die eindeutige Nullstelle von f.
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Nimm f(x) =t — 1, also ist 1 die eindeutige Nullstelle von f.

f'(x) = X—lz also wird Newtons Rekursionsgleichung zu

flx)  t—%

' (x) ! 712

Xi+1 = Xj — = 2x; — tXi2
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Nimm f(x) =t — 1, also ist 1 die eindeutige Nullstelle von f.

f'(x) = X—lz also wird Newtons Rekursionsgleichung zu

1
f(xi) t—5% 2
Xjt1 = Xj — = Xj — L =2x; — tx
1+ ] f/(X,') I 71_2 I i
Sei xp die eindeutige Zahl der Form 2—lj (j > 0) im Intervall (2%, %]
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Nimm f(x) =t — 1, also ist 1 die eindeutige Nullstelle von f.

f'(x) = X—lz also wird Newtons Rekursionsgleichung zu

flx)  t—%

=x
' (x) ! 712

=2x; — 1.“x,-2

Xi+1 = Xj —

Sei xp die eindeutige Zahl der Form 2—lj (j > 0) im Intervall (2%, %]

Wir bestimmen xp in Zeit O(1) unter der Benutzung von n Prozessoren
wie folgt: finde die eindeutige Zweierpotenz im Intervall [, 2t), drehe die
Reihenfolge der Bits um und platziere einen Dezimalpunkt hinter der
ersten 0.
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Die eindeutige Folge (x;)i>o, die durch x,+1 = 2x; — tx? erhalten wird
(wobei xq die eindeutige Zahl der Form > (j>0)im Interva/ (2, 1] ist),

erfilllt 0 <1—t-x; < —i~.
2(2")
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Die eindeutige Folge (x;)i>o, die durch x,+1 = 2x; — tx? erhalten wird
(wobei xq die eindeutige Zahl der Form > (j>0)im Interva/ (2, 1] ist),

erfilllt 0 <1—t-x; < —i~.
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Beweis: Induktion iiber i:
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Die eindeutige Folge (x;)i>o, die durch x,+1 = 2x; — tx? erhalten wird
(wobei xq die eindeutige Zahl der Form > (j>0)im Interva/ (2, 1] ist),

erfiillt 0 <1—t-x < —%

2027)

Beweis: Induktion iiber i:

Nach Definition gllt < X0 < ,dh. 0<1—tx< %
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Die eindeutige Folge (x;)i>o, die durch x,+1 = 2x; — tx? erhalten wird
(wobei xq die eindeutige Zahl der Form > (j>0)im Interva/ (2, 1] ist),

erfiillt 0 <1—t-x < —%

2027)

Beweis: Induktion iiber i:
Nach Definition gllt < X0 < ,dh. 0<1—tx< %
Fir i > 0 erhalten wir

]_—t-X,'+1:1—t(2-X,'—t-X,-2):(]_—t-X,')2
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Die eindeutige Folge (x;)i>o, die durch x,+1 = 2x; — tx? erhalten wird
(wobei xq die eindeutige Zahl der Form j>0) im Interva/ (2, 1] ist),

1

erfuIItOgl—t-x,<ﬁ.

Beweis: Induktion iiber i:
Nach Definition gllt < X0 < ,dh. 0<1—tx< %
Fir i > 0 erhalten wir

]_—t-X,'+1:1—t(2-X,'—t-X,-2):(]_—t-X,')2

Also0<1 ! 2— 1
SOVARS —t‘Xi+1< ﬁ —W
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Aus dem vorangehenden Lemma erhalten wir fiir k = [log(log(s))]:
0<1l-t-x<ic<i
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Aus dem vorangehenden Lemma erhalten wir fiir k = [log(log(s))]:
0<1l-t-x<ic<i

Also 0 <3 —s-x <1
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Aus dem vorangehenden Lemma erhalten wir fiir k = [log(log(s))]:
0<1l-t-x<ic<i

Also 0 <3 —s-x <1

Es folgt, dass der ganzzahlige Anteil g von $ entweder [s - x| oder
|'s - xk| ist (der richtige Wert kann durch einen Test bestimmt werden,
bzw. durch eine einzige Multiplikation).

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 247 / 298



Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Aus dem vorangehenden Lemma erhalten wir fiir k = [log(log(s))]:
0<1l-t-x<ic<i

Also 0 <3 —s-x <1

Es folgt, dass der ganzzahlige Anteil g von $ entweder [s - x| oder
|'s - xk| ist (der richtige Wert kann durch einen Test bestimmt werden,
bzw. durch eine einzige Multiplikation).

Der Rest r kann durch r = s — gt bestimmt werden.
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Schitzung der Laufzeit: Sei b; die Anzahl der Bits von x;.
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Schitzung der Laufzeit: Sei b; die Anzahl der Bits von x;.

Wegen xj11 =2 -x;—t- x,-2 gilt bi11 < 2b; + n.
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Schitzung der Laufzeit: Sei b; die Anzahl der Bits von x;.
Wegen xj11 =2 -x;—t- x,-2 gilt bi11 < 2b; + n.

Also b; € O(2'n) und x (sowie alle x; mit i < k) hat hochstens
O(2[108(oe(s))1 n) < O(n?) viele Bits.
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Schitzung der Laufzeit: Sei b; die Anzahl der Bits von x;.
Wegen xj11 =2 -x;—t- x,-2 gilt bi11 < 2b; + n.

Also b; € O(2'n) und x (sowie alle x; mit i < k) hat hochstens
O(2[108(oe(s))1 n) < O(n?) viele Bits.

Somit bendtigt die Berechnung von xj11 =2-x; — t - x,-2 aus x; Zeit
O(log(n)) mit O(n*) Prozessoren.
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Parallele Algorithmen
Integer-Division in NC

Schitzung der Laufzeit: Sei b; die Anzahl der Bits von x;.
Wegen xj11 =2 -x;—t- x,-2 gilt bi11 < 2b; + n.

Also b; € O(2'n) und x (sowie alle x; mit i < k) hat hochstens
O(2[108(oe(s))1 n) < O(n?) viele Bits.

Somit bendtigt die Berechnung von xj11 =2-x; — t - x,-2 aus x; Zeit
O(log(n)) mit O(n*) Prozessoren.

Da k € O(log(n)), ist O((log n)?) die Gesamtlaufzeit.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Ziel: Ein NC-Algorithmus zum Invertieren einer (n x n)-Matrix (falls die
Matrix invertierbar ist).
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Ziel: Ein NC-Algorithmus zum Invertieren einer (n x n)-Matrix (falls die
Matrix invertierbar ist).

Vereinbarung: Im Folgenden nehmen wir an, dass ein einzelner Prozessor
eine einzelne arithmetische Operation in Zeit O(1) durchfiihren kann. Nach
vorangehenden Uberlegungen wirkt sich dies nicht auf die Klasse NC aus.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 249 / 298



Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Ziel: Ein NC-Algorithmus zum Invertieren einer (n x n)-Matrix (falls die
Matrix invertierbar ist).

Vereinbarung: Im Folgenden nehmen wir an, dass ein einzelner Prozessor
eine einzelne arithmetische Operation in Zeit O(1) durchfiihren kann. Nach
vorangehenden Uberlegungen wirkt sich dies nicht auf die Klasse NC aus.

Bemerkung: Falls A eine (n x m)-Matrix und B eine (m x p)-Matrix sind,
dann kann A- B mit n- m - p Prozessoren in Zeit O(log(m)) berechnet
werden.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Ziel: Ein NC-Algorithmus zum Invertieren einer (n x n)-Matrix (falls die
Matrix invertierbar ist).

Vereinbarung: Im Folgenden nehmen wir an, dass ein einzelner Prozessor
eine einzelne arithmetische Operation in Zeit O(1) durchfiihren kann. Nach
vorangehenden Uberlegungen wirkt sich dies nicht auf die Klasse NC aus.

Bemerkung: Falls A eine (n x m)-Matrix und B eine (m x p)-Matrix sind,
dann kann A- B mit n- m - p Prozessoren in Zeit O(log(m)) berechnet
werden.

1. Schritt: Invertieren unterer Dreiecksmatrizen.
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Parallele Algorithmen

Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Ziel: Ein NC-Algorithmus zum Invertieren einer (n x n)-Matrix (falls die
Matrix invertierbar ist).

Vereinbarung: Im Folgenden nehmen wir an, dass ein einzelner Prozessor
eine einzelne arithmetische Operation in Zeit O(1) durchfiihren kann. Nach
vorangehenden Uberlegungen wirkt sich dies nicht auf die Klasse NC aus.

Bemerkung: Falls A eine (n x m)-Matrix und B eine (m x p)-Matrix sind,
dann kann A- B mit n- m - p Prozessoren in Zeit O(log(m)) berechnet
werden.

1. Schritt: Invertieren unterer Dreiecksmatrizen.

Eine Matrix ist eine untere Dreiecksmatrix, falls (i) alle Eintrage iiber der
Hauptdiagonale 0 sind und (ii) auf der Hauptdiagonale keine 0 vorkommt.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Betrachte eine (n x n) groBe untere Dreiecksmatrix A = <? g)

B und D sind hier (5 x 5) groBe untere Dreiecksmatrizen und C ist eine

(5 x 5)-Matrix.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Betrachte eine (n x n) groBe untere Dreiecksmatrix A = <? g)

B und D sind hier (5 x 5) groBe untere Dreiecksmatrizen und C ist eine

(5 x 5)-Matrix.

. B~1 0
-1
Dann gilt A7 = (—DlCBl D1>'
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Betrachte eine (n x n) groBe untere Dreiecksmatrix A = <? g)

B und D sind hier (5 x 5) groBe untere Dreiecksmatrizen und C ist eine

(5 x 5)-Matrix.

. B~1 0
-1
Dann gilt A7 = (—DlCBl D1>'

Diese Gleichung fiihrt zu einem parallelen Algorithmus zum Berechnen von
A~ mit Zeitkomplexitit

n
%)+ O(log(n))

unter Verwendung von n® Prozessoren.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Betrachte eine (n x n) groBe untere Dreiecksmatrix A = <? g)

B und D sind hier (5 x 5) groBe untere Dreiecksmatrizen und C ist eine

(5 x 5)-Matrix.

. B~1 0
-1
Dann gilt A7 = (—DlCBl D1>'

Diese Gleichung fiihrt zu einem parallelen Algorithmus zum Berechnen von
A~ mit Zeitkomplexitit

n
2)+ O(log(n))
unter Verwendung von n® Prozessoren.

Also T(n) € O(log?(n)).
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

2. Schritt: Lésen einer linearen Gleichungssystems:
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

2. Schritt: Lésen einer linearen Gleichungssystems:
Betrachte ein Gleichungssystem der Form

X1=a
Xp = a2,1X1 + &

X3 = a3,1X1 + az2x2 + C3

Xp = ap1X1 + an2X2 + - a@nn-1Xn—1 + Cn

x; sind Unbekannte, ¢; und a;; sind vorgegebene ganze Zahlen.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

2. Schritt: Lésen einer linearen Gleichungssystems:
Betrachte ein Gleichungssystem der Form

X1 =C
Xp = a2,1X1 + &

X3 = a3,1X1 + az2x2 + C3

Xp = ap1X1 + an2X2 + - a@nn-1Xn—1 + Cn
x; sind Unbekannte, ¢; und a;; sind vorgegebene ganze Zahlen.

Sei A = (ajj)1<ij<n, wobei a; ; = 0 fiir i <j, und sei ¢ = (cy, ..., )’

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 251 / 298



Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Das vorangehende Gleichungssystem ist dquivalent zu Ax + ¢ = x, d.h.
(A —Id)x = —c, wobei Id die (n x n)-ldentitatsmatrix ist.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Das vorangehende Gleichungssystem ist dquivalent zu Ax + ¢ = x, d.h.
(A —Id)x = —c, wobei Id die (n x n)-ldentitatsmatrix ist.

Also x = (Id — A)~tc.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Das vorangehende Gleichungssystem ist dquivalent zu Ax + ¢ = x, d.h.
(A—Id)x = —c, wobei Id die (n x n)-ldentitdtsmatrix ist.

Also x = (Id — A)~tc.

Da Id — A eine untere Dreiecksmatrix ist, kdnnen wir (Id — A)~!
bestimmen.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Das vorangehende Gleichungssystem ist dquivalent zu Ax + ¢ = x, d.h.
(A—Id)x = —c, wobei Id die (n x n)-ldentitdtsmatrix ist.

Also x = (Id — A)~tc.

Da Id — A eine untere Dreiecksmatrix ist, kdnnen wir (Id — A)~!
bestimmen.

Also kann x in Zeit O(log?(n)) unter Verwendung von n® Prozessoren
berechnet werden.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

3. Schritt (der Hauptschritt): Berechnen des charakteristischen Polynoms
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

3. Schritt (der Hauptschritt): Berechnen des charakteristischen Polynoms
Das charakteristische Polynom einer (n x n)-Matrix A = (a; j)1<i j<n ist

det(x - Id — A) = x" — six" 1 £ x"2 — .. 4 (—1)"s, =
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

3. Schritt (der Hauptschritt): Berechnen des charakteristischen Polynoms

Das charakteristische Polynom einer (n x n)-Matrix A = (a; j)1<i j<n ist

det(x-Id — A) = x" — sx" L 4 x"2 — ... 4 (=1)"s, =
n
=[x =)
i=1
wobei A1,..., A, die mit Vielfachheiten gezihlten Eigenwerte von A sind.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

3. Schritt (der Hauptschritt): Berechnen des charakteristischen Polynoms

Das charakteristische Polynom einer (n x n)-Matrix A = (a; j)1<i j<n ist

det(x-Id — A) = x" — sx" L 4 x"2 — ... 4 (=1)"s, =
n
=[x =)
i=1
wobei A1,..., A, die mit Vielfachheiten gezihlten Eigenwerte von A sind.

Der Koeffizient s; ist die Spur von A:

n n
S = tr(A) = Z A= Z aji
i=1 i=1
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen
A" ist ein Eigenwert von A™ mit derselben Vielfachheit wie \; von A.

Beweis: Ubung
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen
A" ist ein Eigenwert von A™ mit derselben Vielfachheit wie \; von A.

Beweis: Ubung

n

Also tr(A™) = AT

i=1
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen
A" ist ein Eigenwert von A™ mit derselben Vielfachheit wie \; von A.

Beweis: Ubung

n

Also tr(A™) = AT

i=1

Durch Einsetzen von x = 0 in das charakteristische Polynom erhalten wir

sp = (—1)"det(—A) = det(A) = f[)\,-.
i=1
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen
A" ist ein Eigenwert von A™ mit derselben Vielfachheit wie \; von A.

Beweis: Ubung

n

Also tr(A™) = AT

i=1

Durch Einsetzen von x = 0 in das charakteristische Polynom erhalten wir
n
sn = (—1)"det(—A) = det(A) = [[ M-
i=1

Fir alle 1 < i < n erhalten wir s, = g Aig Ay = N -
1< <<ik<n
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Sei 7= > X AT

Tk J
1<ip <+ <ig<n
J€Lise i}
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Sei 7= > X AT

Tk J
1<ip <+ <ig<n
J€Lise i}

Also £ = (n — k)s, fj" = tr(A™) und
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Sei 7= > X AT

Tk J
1<ip <+ <ig<n
J€Lise i}

Also £ = (n — k)s, fj" = tr(A™) und

m
Sk - tr(A™) = Z AigAiy o Ajg | Z vk
j=1

1<i<--<ix<n

= Z )\,‘1)\,'2 cee /\,'k/\Jm + Z )\il)\i2 ce )\ik)\j'n

1< <--<ig<n 1<ip<--<ig<n
J&{i1, ik} Je{it,--ik}

=" + £
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Daraus folgt, dass

Sk * tr(AO) — Sk_1- tr(Al) + Sk_o - tr(A2) ...
+ (=1) sy - tr(AFY) 4 (—1)ker(AF)
= (R+H)— (R + o)+
+ (D AT )+ (D
= £ = (n— Kk)sk
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Daraus folgt, dass

Sk * tr(AO) — Sk_1- tr(Al) + Sk_o - tr(A2) ...
+ (=1) sy - tr(AFY) 4 (—1)ker(AF)
= (R+H)— (R + o)+
+ (D AT )+ (D
= £ = (n— Kk)sk

und weiter, dass (zur Erinnerung: tr(A%) = n)

1
Sk =1 (sk_ltr(Al) — sp_otr(A%) + - --

C(—1)kLspr(ARLy - (—1)ktr(Ak)) :
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Wir kénnen also die Koeffizienten sy des charakteristischen Polynoms wie
folgt berechnen:
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Wir kénnen also die Koeffizienten sy des charakteristischen Polynoms wie
folgt berechnen:
© Berechne die Potenzen Al A2, ... | A" in Zeit O(log?(n)) unter
Verwendung von n* Prozessoren.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Wir kénnen also die Koeffizienten sy des charakteristischen Polynoms wie
folgt berechnen:
© Berechne die Potenzen Al A2, ... | A" in Zeit O(log?(n)) unter
Verwendung von n* Prozessoren.

@ Berechne tr(Al), ..., tr(A") in Zeit O(log(n)) unter Verwendung von
n? Prozessoren.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 257 / 298



Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Wir kénnen also die Koeffizienten sy des charakteristischen Polynoms wie
folgt berechnen:

© Berechne die Potenzen Al A2, ... | A" in Zeit O(log?(n)) unter
Verwendung von n* Prozessoren.

@ Berechne tr(Al), ..., tr(A") in Zeit O(log(n)) unter Verwendung von
n? Prozessoren.

© Lose das obige Gleichungssystem in Zeit O(log?(n)) unter
Verwendung von n3 Prozessoren.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

Wir kénnen also die Koeffizienten sy des charakteristischen Polynoms wie
folgt berechnen:

© Berechne die Potenzen Al A2, ... | A" in Zeit O(log?(n)) unter
Verwendung von n* Prozessoren.

@ Berechne tr(Al), ..., tr(A") in Zeit O(log(n)) unter Verwendung von
n? Prozessoren.

© Lose das obige Gleichungssystem in Zeit O(log?(n)) unter
Verwendung von n3 Prozessoren.

Bemerkung: Dies ist nur moglich, wenn die Charakteristik p des zugrunde
liegenden Korpers groBer als n ist, da dann % fir alle 1 < k < n existiert.
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

4. Schritt (der letzte Schritt): Invertieren beliebiger nicht-singularer
Matrizen
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

4. Schritt (der letzte Schritt): Invertieren beliebiger nicht-singularer
Matrizen

Satz von Cayley-Hamilton: Jede quadratische Matrix erfiillt ihre eigene
charakteristische Gleichung, d.h.

A" — 5 ATl L5 A2 (1) s, A (1), 1d =0
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

4. Schritt (der letzte Schritt): Invertieren beliebiger nicht-singularer
Matrizen

Satz von Cayley-Hamilton: Jede quadratische Matrix erfiillt ihre eigene
charakteristische Gleichung, d.h.

A" — 5 ATl L5 A2 (1) s, A (1), 1d =0
Falls A1 existiert (<= s, # 0) gilt also:

(_1)n—1

Sn

Al = (AT — s A2 4 A" — e (<1)" s, - 1d).
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Parallele Algorithmen
Csanskys Algorithmus zum Invertieren von Matrizen

4. Schritt (der letzte Schritt): Invertieren beliebiger nicht-singularer
Matrizen

Satz von Cayley-Hamilton: Jede quadratische Matrix erfiillt ihre eigene
charakteristische Gleichung, d.h.

A" — 5 ATl L5 A2 (1) s, A (1), 1d =0
Falls A1 existiert (<= s, # 0) gilt also:

(_1)n—1

Sn

Al = (AT — s A2 4 A" — e (<1)" s, - 1d).

Also konnen wir A=% in Zeit O(log?(n)) unter Verwendung n* Prozessoren
bestimmen, indem wir erst die Koeffizienten s, berechnen und dann den
obigen Ausdruck in Zeit O(log(n)) unter Verwendung von n? Prozessoren
berechnen.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Randomisierte Algorithmen

Ein randomisierter Algorithmus (oder auch probabilistischer Algorithmus)
verwendet Zufallsentscheidungen (Miinzwiirfe).

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 259 / 298



Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Randomisierte Algorithmen

Ein randomisierter Algorithmus (oder auch probabilistischer Algorithmus)
verwendet Zufallsentscheidungen (Miinzwiirfe).

Beispiele:
@ Quicksort mit zufillig gewahlten Pivoelementen

@ Quickselect fiir Medianbestimmung.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Randomisierte Algorithmen

Ein randomisierter Algorithmus (oder auch probabilistischer Algorithmus)
verwendet Zufallsentscheidungen (Miinzwiirfe).

Beispiele:
@ Quicksort mit zufillig gewahlten Pivoelementen
@ Quickselect fiir Medianbestimmung.

Bei randomisierten Algorithmen unterscheidet man zwischen

@ Las Vegas Algorithmen: Diese liefern stets ein korrektes Ergebnis, die
Rechenzeit (oder der Speicherbedarf) ist eine ZufallsgroBe.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Randomisierte Algorithmen

Ein randomisierter Algorithmus (oder auch probabilistischer Algorithmus)
verwendet Zufallsentscheidungen (Miinzwiirfe).

Beispiele:
@ Quicksort mit zufillig gewahlten Pivoelementen
@ Quickselect fiir Medianbestimmung.

Bei randomisierten Algorithmen unterscheidet man zwischen

@ Las Vegas Algorithmen: Diese liefern stets ein korrektes Ergebnis, die
Rechenzeit (oder der Speicherbedarf) ist eine ZufallsgroBe.

Beispiel: Bei Quicksort mit zufillig gewahlten Pivoelementen ist der
Erwartungswert fiir die Laufzeit O(nlog n).

@ Monte Carlo Algorithmen: Bei diesen gibt es eine kleine
Fehlerwahrscheinlichkeit.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Sei TF ein beliebiger Kérper und seien xi, ..., x, Variablen.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Sei TF ein beliebiger Kérper und seien xi, ..., x, Variablen.

Mit F[xi, ..., x,] bezeichnen wir den Ring der Polynome mit Variablen
X1, -..,Xp und Koeffizienten aus F.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Sei TF ein beliebiger Kérper und seien xi, ..., x, Variablen.

Mit F[xi, ..., x,] bezeichnen wir den Ring der Polynome mit Variablen
X1, -..,Xp und Koeffizienten aus F.

Seien ai,...,ax € F und

n

k
p(xl,...,x,,):Za,- xf"’je]F[xl,...,x,,].
=1 j=1
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Sei TF ein beliebiger Kérper und seien xi, ..., x, Variablen.

Mit F[xi, ..., x,] bezeichnen wir den Ring der Polynome mit Variablen
X1, -..,Xp und Koeffizienten aus F.

Seien ai,...,ax € F und

n

k
p(X1,y ...y Xn Za, XJ”G]F[xl,...,x,,].
=1 j=1

Dann gilt deg(p) = max{ej1 + e+ - +ein|1<i<k}
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Sei IF ein beliebiger Kérper und seien xi, ..., x, Variablen.

Mit F[xi, ..., x,] bezeichnen wir den Ring der Polynome mit Variablen
X1, -..,Xp und Koeffizienten aus F.

Seien ai,...,ax € F und
k n
p(x1, ...y X Za, xj” € Flxi,...,xn]
=1 j=1

Dann gilt deg(p) = max{ej1 + e+ - +ein|1<i<k}

Sei S C T endlich und p(xi,...,xn) € F[x1,...,xa] \ {0}, d.h. p ist nicht
das Null-Polynom. Dann hat die Gleichung p(x1,...,xn) = 0 hdchstens
deg(p) - |S|™! Lésungen in S™.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Beweis: Induktion iiber n und deg(p).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Beweis: Induktion iiber n und deg(p).

Fall 1: n =1, d.h. p ist ein Polynom mit einer Variable (dies schlieBt den
Fall deg(p) = 0 mit ein, d.h. p € F\ {0}).
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Fall 1: n =1, d.h. p ist ein Polynom mit einer Variable (dies schlieBt den
Fall deg(p) = 0 mit ein, d.h. p € F\ {0}).

Ein Polynom mit einer Variable hat hochstens deg(p) = deg(p) - |S|" !
Losungen in S.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Beweis: Induktion iiber n und deg(p).

Fall 1: n =1, d.h. p ist ein Polynom mit einer Variable (dies schlieBt den
Fall deg(p) = 0 mit ein, d.h. p € F\ {0}).

Ein Polynom mit einer Variable hat hochstens deg(p) = deg(p) - |S|" !
Losungen in S.

Fall 2: deg(p) = 1, d.h. p hat die Form a+ a;x; + -+ + apx,.
Da p # 0 und deg(p) # 0, gibt es ein i mit a; # 0. O.E.d.A. nehmen wir
an, dass a; # 0.
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Probabilistische Tests mit Polynomen

Beweis: Induktion iiber n und deg(p).

Fall 1: n =1, d.h. p ist ein Polynom mit einer Variable (dies schlieBt den
Fall deg(p) = 0 mit ein, d.h. p € F\ {0}).

Ein Polynom mit einer Variable hat hochstens deg(p) = deg(p) - |S|" !
Losungen in S.

Fall 2: deg(p) = 1, d.h. p hat die Form a+ a;x; + -+ + apx,.

Da p # 0 und deg(p) # 0, gibt es ein i mit a; # 0. O.E.d.A. nehmen wir
an, dass a; # 0.

. . 1 .
Dann ist p = 0 dquivalent zu x3 = — [ —a — Z aixi |.
A i—2
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Probabilistische Tests mit Polynomen

Beweis: Induktion iiber n und deg(p).

Fall 1: n =1, d.h. p ist ein Polynom mit einer Variable (dies schlieBt den
Fall deg(p) = 0 mit ein, d.h. p € F\ {0}).

Ein Polynom mit einer Variable hat hochstens deg(p) = deg(p) - |S|" !
Losungen in S.

Fall 2: deg(p) = 1, d.h. p hat die Form a+ a;x; + -+ + apx,.
Da p # 0 und deg(p) # 0, gibt es ein i mit a; # 0. O.E.d.A. nehmen wir
an, dass a; # 0.

. . 1 .
Dann ist p = 0 dquivalent zu x3 = — [ —a — Z aixi |.
A i—2

Es gibt genau |S|"~! Belegungen fiir xo, ..., X, aus S. Also hat p =0
héchstens |S|"~! = deg(p) - |S|"~! Lésungen in S™.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3: deg(p) > 2 und n > 2.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 262 / 298



Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3: deg(p) > 2 und n > 2.

Fall 3.1: p ist nicht irreduzibel, d.h. p = g - r mit deg(q) < deg(p) und
deg(r) < deg(p).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3: deg(p) > 2 und n > 2.

Fall 3.1: p ist nicht irreduzibel, d.h. p = g - r mit deg(q) < deg(p) und
deg(r) < deg(p).

Weder g noch r kénnen das Null-Polynom sein.
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Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3: deg(p) > 2 und n > 2.

Fall 3.1: p ist nicht irreduzibel, d.h. p = g - r mit deg(q) < deg(p) und
deg(r) < deg(p).

Weder g noch r kénnen das Null-Polynom sein.

Nach Induktion hat g = 0 héchstens deg(q) - |S|"~! Lésungen in S" und
r = 0 hat hochstens deg(r) - |S|"! Lésungen in S".
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Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3: deg(p) > 2 und n > 2.

Fall 3.1: p ist nicht irreduzibel, d.h. p = g - r mit deg(q) < deg(p) und
deg(r) < deg(p).

Weder g noch r kénnen das Null-Polynom sein.

Nach Induktion hat g = 0 héchstens deg(q) - |S|"~! Lésungen in S" und
r = 0 hat hochstens deg(r) - |S|"! Lésungen in S".

Da (a1,...,an) € S” genau dann eine Losung von g - r = 0 ist, wenn es
eine Losung von g = 0 oder eine Losung von r = 0 ist, folgt, dass p =0
hochstens

deg(q)-|S|" +deg(r)-[S|""! = (deg(q)+deg(r))-|S|""* = deg(p)-|S|""*

Losungen in S” hat.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3.2: p ist irreduzibel.
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Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3.2: p ist irreduzibel.

Sei X = (x1,...,%Xn—1), d.h. p= p(X, xpn).
Zu jedem s € S betrache das Polynom p(x, s) € F[x].
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Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3.2: p ist irreduzibel.

Sei X = (x1,...,%Xn—1), d.h. p= p(X, xpn).
Zu jedem s € S betrache das Polynom p(x, s) € F[x].

Behauptung: p(X, s) ist nicht das Null-Polynom.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3.2: p ist irreduzibel.

Sei X = (x1,...,%Xn—1), d.h. p= p(X, xpn).

Zu jedem s € S betrache das Polynom p(Xx,s) € F[x].
Behauptung: p(X, s) ist nicht das Null-Polynom.

Um die Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass p(X,s) = 0.
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Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3.2: p ist irreduzibel.

Sei X = (x1,...,%Xn—1), d.h. p= p(X, xpn).

Zu jedem s € S betrache das Polynom p(x, s) € F[x].
Behauptung: p(X, s) ist nicht das Null-Polynom.

Um die Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass p(X,s) = 0.

Schreibe p(X, x,) als ein Polynom mit einer einzigen Variable x, und
Koeffizienten aus F[X].
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3.2: p ist irreduzibel.

Sei X = (x1,...,%Xn—1), d.h. p= p(X, xpn).

Zu jedem s € S betrache das Polynom p(x, s) € F[x].
Behauptung: p(X, s) ist nicht das Null-Polynom.

Um die Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass p(X,s) = 0.

Schreibe p(X, x,) als ein Polynom mit einer einzigen Variable x, und
Koeffizienten aus F[X].

Polynom-Division durch x,, — s mit Rest liefert:

p(X, xn) = q(X, xn)(xn —s) + 1,
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Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3.2: p ist irreduzibel.

Sei X = (x1,...,%Xn—1), d.h. p= p(X, xpn).

Zu jedem s € S betrache das Polynom p(x, s) € F[x].
Behauptung: p(X, s) ist nicht das Null-Polynom.

Um die Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass p(X,s) = 0.

Schreibe p(X, x,) als ein Polynom mit einer einzigen Variable x, und
Koeffizienten aus F[X].

Polynom-Division durch x,, — s mit Rest liefert:
p(?, Xn) = q(ya Xn)(Xn - S) +r,

wobei r ein Polynom vom Grad 0 in x, ist, d.h. r € F[x].
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3.2: p ist irreduzibel.

Sei X = (x1,...,%Xn—1), d.h. p= p(X, xpn).

Zu jedem s € S betrache das Polynom p(x, s) € F[x].
Behauptung: p(X, s) ist nicht das Null-Polynom.

Um die Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass p(X,s) = 0.

Schreibe p(X, x,) als ein Polynom mit einer einzigen Variable x, und
Koeffizienten aus F[X].

Polynom-Division durch x,, — s mit Rest liefert:

p(X, xn) = q(X, xn)(xn —s) + 1,

wobei r ein Polynom vom Grad 0 in x, ist, d.h. r € F[x].

Indem man x, = s einsetzt, erhdlt man r = 0.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Fall 3.2: p ist irreduzibel.

Sei X = (x1,...,%Xn—1), d.h. p= p(X, xpn).

Zu jedem s € S betrache das Polynom p(x, s) € F[x].
Behauptung: p(X, s) ist nicht das Null-Polynom.

Um die Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass p(X,s) = 0.

Schreibe p(X, x,) als ein Polynom mit einer einzigen Variable x, und
Koeffizienten aus F[X].

Polynom-Division durch x,, — s mit Rest liefert:

p(X, xn) = q(X, xn)(xn —s) + 1,

wobei r ein Polynom vom Grad 0 in x, ist, d.h. r € F[x].
Indem man x, = s einsetzt, erhdlt man r = 0.

Also gilt p(X, xn) = q(X, xn)(xn — s), was der Irreduzibilitat von p
widerspricht (hier ist wichtig, dass deg(p) > 2).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Da p(X, s) nicht das Null-Polynom ist, kdnnen wir die Induktionsannahme
auf p(x,s) anwenden:
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Probabilistische Tests mit Polynomen

Da p(X, s) nicht das Null-Polynom ist, kdnnen wir die Induktionsannahme

auf p(x,s) anwenden:

p(X,s) = 0 hat héchstens deg(p(x, s)) - |S|"~2 < deg(p) - |S|"2 Lésungen
in S"1,
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Da p(X, s) nicht das Null-Polynom ist, kdnnen wir die Induktionsannahme
auf p(x,s) anwenden:

p(X,s) = 0 hat héchstens deg(p(x, s)) - |S|"~2 < deg(p) - |S|"2 Lésungen
in S"1,

Da es |S| verschiedene Werte fiir s gibt, folgt, dass p = 0 hochstens
S| - deg(p) - |S|"~2 = deg(p) - |S|"~! Losungen in S” hat.
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Probabilistische Tests mit Polynomen

Da p(X, s) nicht das Null-Polynom ist, kdnnen wir die Induktionsannahme
auf p(x,s) anwenden:

p(X,s) = 0 hat héchstens deg(p(x, s)) - |S|"~2 < deg(p) - |S|"2 Lésungen
in S"1,

Da es |S| verschiedene Werte fiir s gibt, folgt, dass p = 0 hochstens
S| - deg(p) - |S|"~2 = deg(p) - |S|"~! Losungen in S” hat.

Damit ist der Satz bewiesen. O
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Probabilistische Tests mit Polynomen

Da p(X, s) nicht das Null-Polynom ist, kdnnen wir die Induktionsannahme
auf p(x,s) anwenden:

p(X,s) = 0 hat héchstens deg(p(x, s)) - |S|"~2 < deg(p) - |S|"2 Lésungen
in S"1,

Da es |S| verschiedene Werte fiir s gibt, folgt, dass p = 0 hochstens
S| - deg(p) - |S|"~2 = deg(p) - |S|"~! Losungen in S” hat.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Satz von Zippel und Schwartz

Sei p(xi,...,xn) ein Polynom vom Grad d, das nicht das Null-Polynom
ist, und Koeffizienten aus dem Kérper F, und sei S C I endlich. Wenn wir
(s1,-..,5n) € S" zufdllig und gleichverteilt auswahlen, gilt

Pr(p(st, ..., s,) = 0) < d/|S].
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.
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Anwendung: Perfekte Matchings

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

Ein Matching von G ist eine Teilmenge M C E so, dass zwei verschiedene
Kanten aus M keinen Knoten gemeinsam haben.
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Anwendung: Perfekte Matchings

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

Ein Matching von G ist eine Teilmenge M C E so, dass zwei verschiedene
Kanten aus M keinen Knoten gemeinsam haben.

Ein Matching M von G ist ein perfektes Matching, falls |[M| = |V/|/2, d.h.
jeder Knoten von G ist in genau einer Kante des Matchings enthalten.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

Ein Matching von G ist eine Teilmenge M C E so, dass zwei verschiedene
Kanten aus M keinen Knoten gemeinsam haben.

Ein Matching M von G ist ein perfektes Matching, falls |[M| = |V/|/2, d.h.
jeder Knoten von G ist in genau einer Kante des Matchings enthalten.

Beachte: Ein perfektes Matching kann nur existieren, falls die Anzahl der
Knoten von G gerade ist.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Graphentheorie: Matchings

Beispiel:
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Graphentheorie: Matchings

Beispiel: ein Matching, welches jedoch nicht perfekt ist.

N
N
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Graphentheorie: Matchings

Beispiel: ein perfektes Matching.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir suchen nach einem randomisierten NC-Algorithmus zum Testen, ob
ein Graph ein perfektes Matching hat.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir suchen nach einem randomisierten NC-Algorithmus zum Testen, ob
ein Graph ein perfektes Matching hat.

Dazu werden wir ein Polynom konstruieren, das genau dann nicht null ist,
wenn G ein perfektes Matching hat.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir suchen nach einem randomisierten NC-Algorithmus zum Testen, ob
ein Graph ein perfektes Matching hat.

Dazu werden wir ein Polynom konstruieren, das genau dann nicht null ist,
wenn G ein perfektes Matching hat.

Bemerkung: Es gibt einen deterministischen Algorithmus in Polynomialzeit
zum Testen, ob ein Graph ein perfektes Matching hat, aber es ist nicht
bekannt, ob dieses Problem in (deterministischen) NC liegt.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge
V={1,2,...,n}.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge
V={1,2,...,n}.

Zu jedem {u,v} € E mit u < v sei x,,, eine Variable.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge
V={1,2,...,n}.

Zu jedem {u,v} € E mit u < v sei x,,, eine Variable.

Die Tutte-Matrix von G ist die Matrix Tg = (Ty,v)1<uv<n Mit

Xu,v falls {u,v} € Eund u< v
Tuy =1 —Xvu falls {u,v} € Eund u>v.
0 sonst
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir interessieren uns fiir die Determinante von T, und verwenden hierfiir
die Leibniz-Formel:

Leibniz-Formel fiir die Determinante

Sei A= (Aj) eine (n x n)-Matrix. Dann gilt

det(A) = > sign(o) [ v,
i=1

g€S,

wobei S, die Menge aller Permutationen von {1,...,n} ist, und sign(o)
ist +1 (—1), falls o das Produkt einer geraden (ungeraden) Anzahl von
Transpositionen ist.

Hintergrund zu Permutationen kommt spater.

Insbesondere ist det( T¢) ein Polynom mit |E| < n? Variablen vom Grad
hochstens n.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

G hat ein perfektes Matching genau dann, wenn det( T¢) nicht das
Nullpolynom ist.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

G hat ein perfektes Matching genau dann, wenn det( T¢) nicht das
Nullpolynom ist.

Der Beweis kommt spater.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

G hat ein perfektes Matching genau dann, wenn det( T¢) nicht das
Nullpolynom ist.

Der Beweis kommt spater.

Vorsicht: Wir konnen die Leibniz-Formel nicht dazu verwenden, das
Polynom det( T¢) effizient auszurechnen, da die Summe iiber S, aus n!
Summanden besteht.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

G hat ein perfektes Matching genau dann, wenn det( T¢) nicht das
Nullpolynom ist.

Der Beweis kommt spater.

Vorsicht: Wir konnen die Leibniz-Formel nicht dazu verwenden, das
Polynom det( T¢) effizient auszurechnen, da die Summe iiber S, aus n!
Summanden besteht.

Aber wir kdnnen probabilistisch testen, ob det(T¢) das Nullpolynom ist.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Satz 45

Es gibt einen randomisierten NC-Algorithmus (der Zeit (log(n))°®™) unter
Verwendung von n®Y) Prozessoren benétigt), der einen ungerichteten
Graphen G als Eingabe erhilt und fiir den gilt:

@ Falls G kein perfektes Matching hat, lehnt der Algorithmus G mit
Wahrscheinlichkeit 1 ab.

@ Falls G ein perfektes Matching hat, akzeptiert der Algorithmus G mit
Wahrscheinlichkeit > 1/2.

v

Bemerkung: Die Wahrscheinlichkeit % kann auf 1 — 2% erhoht werden,
indem der Algorithmus k mal wiederholt wird.
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Randomisierte (probal sche) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beweis von Satz 45:

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 272 / 298



Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beweis von Satz 45:

Der Algorithmus funktioniert wie folgt auf einem Graph G = (V, E) mit
|V|=n:
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beweis von Satz 45:

Der Algorithmus funktioniert wie folgt auf einem Graph G = (V, E) mit
|V|=n:
@ Konstruiere die Tutte-Matrix T¢ in Zeit O(1) unter Verwendung |V/|?
Prozessoren.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beweis von Satz 45:

Der Algorithmus funktioniert wie folgt auf einem Graph G = (V, E) mit
|V|=n:
@ Konstruiere die Tutte-Matrix T¢ in Zeit O(1) unter Verwendung |V/|?
Prozessoren.

@ Wabhle zufillig einen Vektor (a1, a2,...,am) € {1,...,2n}", wobei
m = |E| die Anzahl der Variablen von Tg ist.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beweis von Satz 45:

Der Algorithmus funktioniert wie folgt auf einem Graph G = (V, E) mit
|V|=n:
@ Konstruiere die Tutte-Matrix T¢ in Zeit O(1) unter Verwendung |V/|?

Prozessoren.

@ Wabhle zufillig einen Vektor (a1, a2,...,am) € {1,...,2n}", wobei
m = |E| die Anzahl der Variablen von Tg ist.

o Berechne D = det(T¢)(a1,a2,...,am) in NC unter Benutzung von

Csanskys Algorithmus.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beweis von Satz 45:

Der Algorithmus funktioniert wie folgt auf einem Graph G = (V, E) mit
|V|=n:
@ Konstruiere die Tutte-Matrix T¢ in Zeit O(1) unter Verwendung |V/|?
Prozessoren.
@ Wabhle zufillig einen Vektor (a1, a2,...,am) € {1,...,2n}", wobei
m = |E| die Anzahl der Variablen von Tg ist.
o Berechne D = det(T¢)(a1,a2,...,am) in NC unter Benutzung von
Csanskys Algorithmus.
@ Falls D # 0 akzeptiere, ansonsten lehne ab.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Falls G kein perfektes Matching hat, folgt nach Tuttes Satz, dass
det(Tg) = 0. Somit lehnen wir mit Wahrscheinlichkeit 1 ab.
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Anwendung: Perfekte Matchings

Falls G kein perfektes Matching hat, folgt nach Tuttes Satz, dass
det(Tg) = 0. Somit lehnen wir mit Wahrscheinlichkeit 1 ab.

Falls G ein perfektes Matching hat, folgt nach Tuttes Satz, dass det(T¢)
nicht das Null-Polynom ist.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Falls G kein perfektes Matching hat, folgt nach Tuttes Satz, dass
det(Tg) = 0. Somit lehnen wir mit Wahrscheinlichkeit 1 ab.

Falls G ein perfektes Matching hat, folgt nach Tuttes Satz, dass det(T¢)
nicht das Null-Polynom ist.

Also folgt nach dem Satz von Zippel und Schwartz (mit S = {1,...,2n}),
dass

r\.)\l—l

1
Pr(Algorithmus akzeptiert nicht) < 2—deg(det( Tg)) <
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Es bleibt, Tuttes Satz zu beweisen:
G = ({1,...,n}, E) hat ein perfektes Matching < det(Tg) # 0.

Hierbei ist Tg = (Tu,v)1<uv<n mit

Xu,v falls {u,v} € Eund u < v
Tuy =< —Xvu falls {u,v} € Eund u>v.
0 sonst
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Es bleibt, Tuttes Satz zu beweisen:
G = ({1,...,n}, E) hat ein perfektes Matching < det(Tg) # 0.

Hierbei ist Tg = (Tu,v)1<uv<n mit

Xu,v falls {u,v} € Eund u < v
Tuy =< —Xvu falls {u,v} € Eund u>v.
0 sonst
Hintergrund zu Permutationen: Sei o eine Permutation von {1,..., n}.

Dann kann o eindeutig als Produkt von disjunkten Zyklen geschrieben
werden.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Es bleibt, Tuttes Satz zu beweisen:
G = ({1,...,n}, E) hat ein perfektes Matching < det(Tg) # 0.

Hierbei ist Tg = (Tu,v)1<uv<n mit

Xu,v falls {u,v} € Eund u < v
Tuy =< —Xvu falls {u,v} € Eund u>v.
0 sonst
Hintergrund zu Permutationen: Sei o eine Permutation von {1,..., n}.

Dann kann o eindeutig als Produkt von disjunkten Zyklen geschrieben
werden.

Sei E, = {0 € 5, | 0 enthélt nur Zyklen gerade Linge}.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beispiel: Sei die Permutation
0:4{1,2,3,4,5,6,7,8} — {1,2,3,4,5,6,7,8} wie folgt definiert:

o(@) |54 ]7|2|3|8[1]6
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beispiel: Sei die Permutation
0:4{1,2,3,4,5,6,7,8} — {1,2,3,4,5,6,7,8} wie folgt definiert:

N
w
o
—_
(@)}

o(a) | 547

Dann sieht o wie folgt aus:

—

|

W 1

OO

—
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beispiel: Sei die Permutation
0:4{1,2,3,4,5,6,7,8} — {1,2,3,4,5,6,7,8} wie folgt definiert:

o(a) | 547

N
w
o
—_
(@)}

Dann sieht o wie folgt aus:

—

|

W 1

100

Wir schreiben auch

0= (1’57377)(274)(678) = (678)(274)(1757377) =
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Beispiel: Sei die Permutation
0:4{1,2,3,4,5,6,7,8} — {1,2,3,4,5,6,7,8} wie folgt definiert:

o(a) | 547

N
w
(o0)
—_
(@)}

Dann sieht o wie folgt aus:

—

|

W 1

(2) (6)
Wir schreiben auch

0= (1’57377)(274)(678) = (678)(274)(1757377) =

Es gilt o € E,, da alle Zyklen gerade Lange haben.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Eine Transposition ist eine Permutation der Form (a, b), d.h. sie besteht
aus genau einem Kreis der Lange 2 und Fixpunkten (Kreisen der Lange 1).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Eine Transposition ist eine Permutation der Form (a, b), d.h. sie besteht
aus genau einem Kreis der Lange 2 und Fixpunkten (Kreisen der Lange 1).

Jede Permutation kann als ein Produkt von (nicht unbedingt disjunkten)
Transpositionen geschrieben werden.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Eine Transposition ist eine Permutation der Form (a, b), d.h. sie besteht
aus genau einem Kreis der Lange 2 und Fixpunkten (Kreisen der Lange 1).

Jede Permutation kann als ein Produkt von (nicht unbedingt disjunkten)
Transpositionen geschrieben werden.

Im Beispiel der vorangehenden Folie haben wir
o =(1,7)(3,5)(5,7)(2,4)(6,8)

(das Produkt muss von links nach rechts ausgewertet werden).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Eine Transposition ist eine Permutation der Form (a, b), d.h. sie besteht
aus genau einem Kreis der Lange 2 und Fixpunkten (Kreisen der Lange 1).

Jede Permutation kann als ein Produkt von (nicht unbedingt disjunkten)
Transpositionen geschrieben werden.

Im Beispiel der vorangehenden Folie haben wir
o =(1,7)(3,5)(5,7)(2,4)(6,8)
(das Produkt muss von links nach rechts ausgewertet werden).

Das Vorzeichen einer Permutation o ist

4 falls o das Produkt einer geraden Anzahl
. ( ) von Transpositionen ist
sign(o) =
5 falls o das Produkt einer ungeraden Anzahl

von Transpositionen ist
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

n
Zur Erinnerung: det(Tg) = Z sign(o )H Tio(i)-
oc€Sn i
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

n
Zur Erinnerung: det(Tg) = Z sign(o )H Tio(i)-
oc€Sn i

Lemma 46

det TG Z Slgn )ﬁ Ti,a(i)
i=1

o€k,
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

n
Zur Erinnerung: det(Tg) = Z sign(o )H Tio(i)-
oc€Sn i

Lemma 46

det TG Z Slgn )ﬁ Ti,a(i)
i=1

o€k,

Beweis: Wir zeigen

n

Z sign(o) H Tio@) = 0.

€S\ En i=1
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Sei 0 = 0102+ 0k € Sy \ E,, wobei die o; paarweise disjunkte Zyklen
sind, und gelte [T{_; T; 5(;) # 0.

Also gilt {i,o(i)} € E fiir alle 1 < i < n nach Definition der Tutte-Matrix.
O.E.d.A. hat o1 ungerade Lange.
Sei T:0'1_10'2"'O'k € Sy \ En.

Fiir alle (ungerade vielen) i, die auf dem Zyklus o7 liegen, gilt o(i) > i
genau dann, wenn 7(i) < i
Tir(iy = = Tiogiy, d.h.

70 =-1IT
i=1 i=1

Wir behaupten, dass sign(o) = sign(7), woraus dann folgt:

Slgn H TI (i) — _Slgn H T/ (i)

i=1
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Es gilt 07 = 0105 - - -Ukaflag ok = (02 0k)>.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Es gilt 07 = 0105 - - -Ukaflag ok = (02 0k)>.

Also sign(o7) = +1 (jede Permutation der Form p? ist ein Produkt einer
geraden Anzahl von Transpositionen) und somit sign(o) = sign(7).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Es gilt 07 = 0105 - - -Ukaflag ok = (02 0k)>.

Also sign(o7) = +1 (jede Permutation der Form p? ist ein Produkt einer
geraden Anzahl von Transpositionen) und somit sign(o) = sign(7).

(Falls o (7) Produkt einer ungeraden Anzahl (geraden) Anzahl von
Transpositionen ware, dann ware o7 ein Produkt einer ungeraden Anzahl

von Transpositionen.)
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Es gilt 07 = 0105 - - -Ukaflag ok = (02 0k)>.

Also sign(o7) = +1 (jede Permutation der Form p? ist ein Produkt einer
geraden Anzahl von Transpositionen) und somit sign(o) = sign(7).

(Falls o (7) Produkt einer ungeraden Anzahl (geraden) Anzahl von
Transpositionen ware, dann ware o7 ein Produkt einer ungeraden Anzahl
von Transpositionen.)

Wir konnen die Paarung zwischen ¢ und 7 auf alle Permutationen in
Sn \ E, erweitern, was zeigt, dass

n

> sign(o) [] Tiwy =0

oc€S\En i=1
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Genauer: Definiere auf der Menge S, \ E, eine Involution g (d.h. g(p) # p
und g2(p) = p) wie folgt:
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Anwendung: Perfekte Matchings

Genauer: Definiere auf der Menge S, \ E, eine Involution g (d.h. g(p) # p
und g2(p) = p) wie folgt:
Sei 0 = 01020k € Sp \ En, wobei die o; paarweise disjunkte Zyklen

sind.

WS 2014/2015 280 / 298

Algorithmen

Markus Lohrey (Universitdt Siegen)



Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Genauer: Definiere auf der Menge S, \ E, eine Involution g (d.h. g(p) # p
und g2(p) = p) wie folgt:

Sei 0 = 01020k € Sp \ En, wobei die o; paarweise disjunkte Zyklen
sind.

Nimm den eindeutigen Zyklus o; ungerader Lange, welcher das Minimum
aller Elemente aus {1,..., n}, welche auf ungeraden Zyklen liegen, enthilt.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Genauer: Definiere auf der Menge S, \ E, eine Involution g (d.h. g(p) # p
und g2(p) = p) wie folgt:

Sei 0 = 01020k € Sp \ En, wobei die o; paarweise disjunkte Zyklen
sind.

Nimm den eindeutigen Zyklus o; ungerader Lange, welcher das Minimum
aller Elemente aus {1,..., n}, welche auf ungeraden Zyklen liegen, enthilt.

Definiere g(o) =01 - - Uj_ldj_lO'H_l C O
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Randomisierte (probal ische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Genauer: Definiere auf der Menge S, \ E, eine Involution g (d.h. g(p) # p
und g2(p) = p) wie folgt:

Sei 0 = 01020k € Sp \ En, wobei die o; paarweise disjunkte Zyklen
sind.

Nimm den eindeutigen Zyklus o; ungerader Lange, welcher das Minimum
aller Elemente aus {1,..., n}, welche auf ungeraden Zyklen liegen, enthilt.

Definiere g(o) =01 - - Uj_ldj_lO'H_l C O

Nach den Argumentationen der vorangehenden Folie gilt:

n n
Vo € Sp\ Ej = sign(o) H Tio(i) = —sign(g(o)) H Ti g(o)(i)-
i1 i1
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Randomisierte (probal ische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Genauer: Definiere auf der Menge S, \ E, eine Involution g (d.h. g(p) # p
und g2(p) = p) wie folgt:

Sei 0 = 01020k € Sp \ En, wobei die o; paarweise disjunkte Zyklen
sind.

Nimm den eindeutigen Zyklus o; ungerader Lange, welcher das Minimum
aller Elemente aus {1,..., n}, welche auf ungeraden Zyklen liegen, enthilt.

Definiere g(o) =01 - - Jj_lo'J._lg'j+1 O
Nach den Argumentationen der vorangehenden Folie gilt:
n n
Vo € S, \ Ep : sign(o) H Tio(i) = —sign(g(o)) H T a(0)()-
i=1 i=1

Dies beweist das Lemma. O
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Randomisierte (probabi he) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir kdnnen nun den Beweis von Tuttes Satz abschlieBen:

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 281 / 298



Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir kdnnen nun den Beweis von Tuttes Satz abschlieBen:

(1) Nimm an, dass det( T¢) nicht das Null-Polynom ist.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir kdnnen nun den Beweis von Tuttes Satz abschlieBen:
(1) Nimm an, dass det( T¢) nicht das Null-Polynom ist.

Nach dem vorangehenden Lemma existiert ein o € E, so, dass

[T1 Tio@y) # 0.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir kdnnen nun den Beweis von Tuttes Satz abschlieBen:
(1) Nimm an, dass det( T¢) nicht das Null-Polynom ist.

Nach dem vorangehenden Lemma existiert ein o € E, so, dass
[T1 Tio@y) # 0.

Also gilt {i,o(i)} € E firalle 1 <i<n.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir kdnnen nun den Beweis von Tuttes Satz abschlieBen:
(1) Nimm an, dass det( T¢) nicht das Null-Polynom ist.

Nach dem vorangehenden Lemma existiert ein o € E, so, dass
[T1 Tio@y) # 0.

Also gilt {i,o(i)} € E firalle 1 <i<n.

Wir erhalten ein perfektes Matching fiir G, indem wir jede zweite Kante
von jedem Zyklus von ¢ auswahlen.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir kdnnen nun den Beweis von Tuttes Satz abschlieBen:
(1) Nimm an, dass det( T¢) nicht das Null-Polynom ist.

Nach dem vorangehenden Lemma existiert ein o € E, so, dass
[1i21 Tiogiy # 0.

Also gilt {i,o(i)} € E furalle1 <i<n.

Wir erhalten ein perfektes Matching fiir G, indem wir jede zweite Kante
von jedem Zyklus von ¢ auswahlen.

Beispiel:

|

—_— Eine Permutation o € Eg
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

Wir kénnen nun den Beweis von Tuttes Satz abschlieBen:
(1) Nimm an, dass det( T¢) nicht das Null-Polynom ist.

Nach dem vorangehenden Lemma existiert ein o € E, so, dass

[1%: Tiogy #0.
Also gilt {i,o(i)} € E firalle1 </ <n.

Wir erhalten ein perfektes Matching fiir G, indem wir jede zweite Kante
von jedem Zyklus von ¢ auswahlen.

Beispiel:

|

2 6 Eine Permutation o € Eg
( ) ( ) Ein perfektes Matching, das durch
4 8

— b
I Auswahlen jeder zweiten Kante
—33

jedes Kreises erhalten wird
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

(2) Nimm an, dass G ein perfektes Matching M C E hat.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

(2) Nimm an, dass G ein perfektes Matching M C E hat.

Weise den Variablen x,, ({u,v} € E, u < v) Werte zu durch

{1 falls {u,v} e M

Xuyv =
0 sonst

)
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

(2) Nimm an, dass G ein perfektes Matching M C E hat.

Weise den Variablen x,, ({u,v} € E, u < v) Werte zu durch

{1 falls {u,v} e M
Xuyv =
0 sonst

Mit dieser Substitution wird T¢ eine Matrix, die in jeder Zeile und in jeder
Spalte genau einen von 0 verschiedenen Eintrag (1 oder —1) enthilt.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

(2) Nimm an, dass G ein perfektes Matching M C E hat.

Weise den Variablen x,, ({u,v} € E, u < v) Werte zu durch

{1 falls {u,v} e M
Xuyv =
0 sonst

Mit dieser Substitution wird T¢ eine Matrix, die in jeder Zeile und in jeder
Spalte genau einen von 0 verschiedenen Eintrag (1 oder —1) enthilt.

Aus Leibniz Formel folgt, dass die Determinate ungleich 0 ist.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

(2) Nimm an, dass G ein perfektes Matching M C E hat.

Weise den Variablen x,, ({u,v} € E, u < v) Werte zu durch

{1 falls {u,v} e M
Xuyv =
0 sonst

Mit dieser Substitution wird T¢ eine Matrix, die in jeder Zeile und in jeder
Spalte genau einen von 0 verschiedenen Eintrag (1 oder —1) enthilt.

Aus Leibniz Formel folgt, dass die Determinate ungleich 0 ist.

Also kann det(T¢) nicht das Null-Polynom sein.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Anwendung: Perfekte Matchings

(2) Nimm an, dass G ein perfektes Matching M C E hat.

Weise den Variablen x,, ({u,v} € E, u < v) Werte zu durch

{1 falls {u,v} e M
Xuyv =
0 sonst

Mit dieser Substitution wird T¢ eine Matrix, die in jeder Zeile und in jeder
Spalte genau einen von 0 verschiedenen Eintrag (1 oder —1) enthilt.

Aus Leibniz Formel folgt, dass die Determinate ungleich 0 ist.
Also kann det(T¢) nicht das Null-Polynom sein.

Dies schlieBt den Beweis von Tuttes Satz ab.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei X ein endliches Alphabet.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei X ein endliches Alphabet.

Sei T = ajay---a, ein Text und P = bybs - - - b, ein Pattern
(a,-, bj €y, m< n).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei X ein endliches Alphabet.

Sei T = ajay---a, ein Text und P = bybs - - - b, ein Pattern
(a,-, bj €y, m< n).

Ziel: Finde alle Vorkommen von P in T, d.h. alle Positionen
1<i<n—m+1so, dass

Tli,i4+m—1]:=ajajt1- - aiym-1 = P.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei X ein endliches Alphabet.

Sei T = ajay---a, ein Text und P = bybs - - - b, ein Pattern
(a,-, bj €y, m< n).

Ziel: Finde alle Vorkommen von P in T, d.h. alle Positionen
1<i<n—m+1so, dass

Tli,i4+m—1]:=ajajt1- - aiym-1 = P.

Der Algorithmus von Knuth, Morris und Pratt erreicht dies in sequentieller
Zeit O(m+ n).

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 283 / 298



Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei X ein endliches Alphabet.

Sei T = ajay---a, ein Text und P = bybs - - - b, ein Pattern
(a,-, bj €y, m< n).

Ziel: Finde alle Vorkommen von P in T, d.h. alle Positionen
1<i<n—m+1so, dass

Tli,i4+m—1]:=ajajt1- - aiym-1 = P.

Der Algorithmus von Knuth, Morris und Pratt erreicht dies in sequentieller
Zeit O(m+ n).

Wir wollen hier einen einfachen randomisierten parallelen Algorithmus
entwickeln.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Wir nehmen im Folgenden an, dass ¥ = {0,1}.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Wir nehmen im Folgenden an, dass ¥ = {0,1}.

Definiere f : ¥ — 7Z2*2 durch

o-(9) -G
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Wir nehmen im Folgenden an, dass ¥ = {0,1}.

Definiere f : ¥ — 7Z2*2 durch

o-(9) -G

Wir erweitern f zu einem Homomorphismus f : ¥* — 72*?2
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Wir nehmen im Folgenden an, dass ¥ = {0,1}.

Definiere f : ¥ — 7Z2*2 durch

o-(9) -G

Wir erweitern f zu einem Homomorphismus f : ¥* — 72*?2

an
aa

Der Homomorphismus f ist injektiv. Falls f(w) = (31
3

) und |w| = ¢,

dann a; < Fyi1, wobei Fy die k-te Fibonacci-Zahl ist.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Beweis: Es gilt

e 2)-(
(6 1)@ 2)-(

Markus Lohrey (Universitdt Siegen)

ai
ai + az

ai + a3
as

an
ar + ag

as + ag
ag
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Beweis: Es gilt
1 0 ay a\ _ ai D
11 a3 as) \aj+a3 ar+as
11 a a2\ _ (ait+ta3 atas
0 1/ \a3 as) as as

(1) Wenn w € {0,1}* und f(w) = <21 Zz) dann aj,as > 0, ap, a3 > 0.
3 a4

und
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Beweis: Es gilt
1 0 ay a\ _ ai D
11 a3 as) \aj+a3 ar+as
11 a a2\ _ (ait+ta3 atas
0 1/ \a3 as) as as

(1) Wenn w € {0,1}* und f(w) = <21 Zz) dann aj,as > 0, ap, a3 > 0.
3 a4

und

Beweis von (1): Induktion tber |w|.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

(2) Falls w # ¢, dann f(w) # f(e) = (é (1)>
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

(2) Falls w # ¢, dann f(w) # f(e) = (é (1)>

Beweis von (2):

Falls w = Ou und f(u) = <31 az), dann f(w) = < a a2 )

as ag ai+az a+as
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

(2) Falls w # ¢, dann f(w) # f(e) = (é (1)>

Beweis von (2):

Falls w = Ou und f(u) = <31 32>, dann f(w) = < a a2 >
4

as ay+az3 a4+ as

Falls f(w) = f(e), dann wiirde a; = a» = a3 = 0 gelten, was ein
Widerspruch zu a; > 0 ist (siehe (1)).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

(2) Falls w # ¢, dann f(w) # f(e) = (é (1)>

Beweis von (2):

Falls w = Ou und f(u) = <31 32>, dann f(w) = < a a2 >
4

as ay+az3 a4+ as

Falls f(w) = f(e), dann wiirde a; = a» = a3 = 0 gelten, was ein
Widerspruch zu a; > 0 ist (siehe (1)).

Fir w = 1u konnen wir dhnlich argumentieren.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

(3) f(Ou) # f(1v) fir alle u,v € {0,1}*.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

(3) f(Ou) # f(1v) fir alle u,v € {0,1}*.

Beweis von (3): Sei f(u) = <31 z2> und f(v) = <21 Zz)
3 94 3 D4
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

(3) f(Ou) # f(1v) fir alle u,v € {0,1}*.

Beweis von (3): Sei f(u) = <zl az) und F(v) = <21 Zz)
3 3 D4

aa
Falls f(Ou) = f(1v), erhalten wir:

al az o bi + b3 by+ by
ai+a a+as) bs by
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

(3) f(Ou) # f(1v) fir alle u,v € {0,1}*.

3 A 3 4

Falls f(Ou) = f(1v), erhalten wir:
al az o bi + b3 by+ by
ai+a3 ax+aa o bs by
Also:

a; = by + bs, ai+az3=bs
ar» = by + ba, ay+as = by

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015

287 / 298



Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

(3) f(Ou) # f(1v) fir alle u,v € {0,1}*.

3 A 3 4

Falls f(Ou) = f(1v), erhalten wir:

al az o bi + b3 by+ by
ai+a3 ax+aa o bs by
Also:
a; = by + bs, ai+az3=bs
ar» = by + ba, ay+as = by

b1 + a3 = 0,d.h. a3 = by = 0, ein Widerspruch zu b; > 0
as + by =0,d.h. a4 = b, = 0, ein Widerspruch zu a5 >0
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Nun kénnen wir den Beweis von Lemma 47 beenden.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Nun kénnen wir den Beweis von Lemma 47 beenden.

Angenommen u,v € {0,1}*, u # v und f(u) # f(v).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Nun konnen wir den Beweis von Lemma 47 beenden.
Angenommen u,v € {0,1}*, u# v und f(u) # f(v).

Wir leiten einen Widerspruch ab.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Nun konnen wir den Beweis von Lemma 47 beenden.
Angenommen u,v € {0,1}*, u# v und f(u) # f(v).
Wir leiten einen Widerspruch ab.

Die Matrizen f(0) und (1) sind invertierbar (det(f(0)) = det(f(1)) = 1),
also ist jede Matrix f(x) invertierbar.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Nun konnen wir den Beweis von Lemma 47 beenden.
Angenommen u,v € {0,1}*, u# v und f(u) # f(v).
Wir leiten einen Widerspruch ab.

Die Matrizen f(0) und (1) sind invertierbar (det(f(0)) = det(f(1)) = 1),
also ist jede Matrix f(x) invertierbar.

1. Fall: v = vw mit w # ¢.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Nun konnen wir den Beweis von Lemma 47 beenden.
Angenommen u,v € {0,1}*, u# v und f(u) # f(v).
Wir leiten einen Widerspruch ab.

Die Matrizen f(0) und (1) sind invertierbar (det(f(0)) = det(f(1)) = 1),
also ist jede Matrix f(x) invertierbar.

1. Fall: v = vw mit w # ¢.

Dann gilt f(v)f(w) = f(u) = f(v), d.h. f(w) =Id = f(e).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Nun konnen wir den Beweis von Lemma 47 beenden.
Angenommen u,v € {0,1}*, u# v und f(u) # f(v).
Wir leiten einen Widerspruch ab.

Die Matrizen f(0) und (1) sind invertierbar (det(f(0)) = det(f(1)) = 1),
also ist jede Matrix f(x) invertierbar.

1. Fall: v = vw mit w # ¢.
Dann gilt f(v)f(w) = f(u) = f(v), d.h. f(w) =Id = f(e).
Widerspruch zu (2)!
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Nun konnen wir den Beweis von Lemma 47 beenden.
Angenommen u,v € {0,1}*, u# v und f(u) # f(v).
Wir leiten einen Widerspruch ab.

Die Matrizen f(0) und (1) sind invertierbar (det(f(0)) = det(f(1)) = 1),
also ist jede Matrix f(x) invertierbar.

1. Fall: v = vw mit w # ¢.
Dann gilt f(v)f(w) = f(u) = f(v), d.h. f(w) =Id = f(e).
Widerspruch zu (2)!

2. Fall: v = uw mit w # ¢: Analog
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

3. Fall: Es existieren v/, w existieren mit u = wOu' und v = wlv’.

Markus Lohrey (Universitdt Siegen) Algorithmen WS 2014/2015 289 / 298



Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

3. Fall: Es existieren v/, w existieren mit u = wOu' und v = wlv’.

Dann gilt f(w)f(0u') = f(w)f(1v'), d.h. F(0u') = F(1V').
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

3. Fall: Es existieren v/, w existieren mit u = wOu' und v = wlv’.
Dann gilt f(w)f(0u') = f(w)f(1v'), d.h. F(0u') = F(1V').
Widerspruch zu (3).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

/

3. Fall: Es existieren v/, w existieren mit u = wOu' und v = wlv’.

Dann gilt f(w)f(0u') = f(w)f(1v'), d.h. F(0u') = F(1V').
Widerspruch zu (3).

/

4. Fall: Es existieren u'v/, w existieren mit u = wlu’ und v = wOVv’:

Analog.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

3. Fall: Es existieren v/, w existieren mit u = wOu' und v = wlv’.
Dann gilt f(w)f(0u') = f(w)f(1v'), d.h. F(0u') = F(1V').
Widerspruch zu (3).

4. Fall: Es existieren u'v/, w existieren mit u = wlu’ und v = wOVv’:
Analog.

Dies beweist die erste Aussage des Lemmas.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

3. Fall: Es existieren v/, w existieren mit u = wOu' und v = wlv’.
Dann gilt f(w)f(0u') = f(w)f(1v'), d.h. F(0u') = F(1V').
Widerspruch zu (3).

4. Fall: Es existieren u'v/, w existieren mit u = wlu’ und v = wOVv’:
Analog.

Dies beweist die erste Aussage des Lemmas.

Die zweite Aussage iiber die Fibonacci-Zahlen kann einfach durch
Induktion iiber |w| bewiesen werden. O
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Erste Idee zum Pattern-Matching: Vergleiche f(P) mit f(T[i,i + m — 1])
firalle1<i<n—m+1.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Erste Idee zum Pattern-Matching: Vergleiche f(P) mit f(T[i,i + m — 1])
firalle1<i<n—m+1.

Problem: f(P) kann Eintrage der GroBe Fp4+1 haben, die O(m) Bit
bendtigen. Also benétigt das Vergleichen von f(P) mit f(T[i,i +m —1])
Zeit O(m) und wir gewinnen nichts gegeniiber dem direkten Vergleichen
von P und T[i,i+m—1].
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Erste Idee zum Pattern-Matching: Vergleiche f(P) mit f(T[i,i + m — 1])
firalle1<i<n—m+1.

Problem: f(P) kann Eintrage der GroBe Fp4+1 haben, die O(m) Bit
bendtigen. Also benétigt das Vergleichen von f(P) mit f(T[i,i +m —1])
Zeit O(m) und wir gewinnen nichts gegeniiber dem direkten Vergleichen
von P und T[i,i+m—1].

Losung: Rechne modulo einer Primzahl, die groB genug ist.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Erste Idee zum Pattern-Matching: Vergleiche f(P) mit f(T[i,i + m — 1])
firalle1<i<n—m+1.

Problem: f(P) kann Eintrage der GréBe Fn,41 haben, die O(m) Bit
bendtigen. Also benétigt das Vergleichen von f(P) mit f(T[i,i +m —1])
Zeit O(m) und wir gewinnen nichts gegeniiber dem direkten Vergleichen
von P und T[i,i+m—1].

Losung: Rechne modulo einer Primzahl, die groB genug ist.
Zu einem Wort w € {0,1}* und einer Primzahl p sei

__(aimod p a>» modp ) (a1 a
folw) = (33 mod p a4 mod p> »wobei f(w) = <33 34)
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Erste Idee zum Pattern-Matching: Vergleiche f(P) mit f(T[i,i + m — 1])
firalle1<i<n—m+1.

Problem: f(P) kann Eintrage der GréBe Fn,41 haben, die O(m) Bit
bendtigen. Also benétigt das Vergleichen von f(P) mit f(T[i,i +m —1])
Zeit O(m) und wir gewinnen nichts gegeniiber dem direkten Vergleichen
von P und T[i,i+m—1].

Losung: Rechne modulo einer Primzahl, die groB genug ist.
Zu einem Wort w € {0,1}* und einer Primzahl p sei

(W) = (al mod p a» mod p> ‘wobei F(w) = <al az)

az mod p ag mod p a3 ag

Die Matrix f,(w) wird Fingerprint des Strings w (beziiglich der Primzahl
p) genannt.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei p eine Primzahl und seien X, Y € {0,1}* zwei Strings.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei p eine Primzahl und seien X, Y € {0,1}* zwei Strings.

Dann fiihrt p zu einem ungiiltigen Match fiir (X, Y), falls X # Y (d.h.
f(X) # f(Y), aber f,(X) = f,(Y).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei p eine Primzahl und seien X, Y € {0, 1}* zwei Strings.

Dann fiihrt p zu einem ungiiltigen Match fiir (X, Y), falls X # Y (d.h.
f(X) # f(Y), aber f,(X) = f,(Y).

Zu einer natiirlichen Zahl k bezeichnet (k) die Anzahl der Primzahlen im
Intervall {1,..., k}.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei p eine Primzahl und seien X, Y € {0, 1}* zwei Strings.

Dann fiihrt p zu einem ungiiltigen Match fiir (X, Y), falls X # Y (d.h.
f(X) # f(Y), aber f,(X) = f,(Y).

Zu einer natiirlichen Zahl k bezeichnet (k) die Anzahl der Primzahlen im
Intervall {1,..., k}.

Dann gilt:
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei p eine Primzahl und seien X, Y € {0, 1}* zwei Strings.

Dann fiihrt p zu einem ungiiltigen Match fiir (X, Y), falls X # Y (d.h.
f(X) # f(Y), aber f,(X) = f,(Y).

Zu einer natiirlichen Zahl k bezeichnet (k) die Anzahl der Primzahlen im
Intervall {1,..., k}.

Dann gilt:
k k
o In(k) S 7T(k) S 12551m
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei p eine Primzahl und seien X, Y € {0, 1}* zwei Strings.

Dann fiihrt p zu einem ungiiltigen Match fiir (X, Y), falls X # Y (d.h.
f(X) # f(Y), aber f,(X) = f,(Y).

Zu einer natiirlichen Zahl k bezeichnet (k) die Anzahl der Primzahlen im
Intervall {1,..., k}.

Dann gilt'

o iy < (k) < 125516

@ Zu u < 2k ist die Anzahl verschiedener Primfaktoren von u héchstens
m(k), falls k groB genug ist (k > 29).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Lemma 48
Fiir 1 < i <t seien X; und Y; Strings der Lange m.

Falls m groB genug ist, fiihrt eine zufallig gewahlte Primzahl p aus dem

Intervall {1,..., M} zu einem ungiiltigen Match mindestens eines Paars

(Xi, Yi) mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens %

Beweis: Fiir 1 </ <t sei

aj, a2 bi,l bi,2
F(Xi) = (ai; 3i4> und £(¥j) = <bi3 bi4> ’
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Dann gilt:

J1 < i < t: p fiihrt zu einem ungiiltigen Match von (X, Y;)

<~

1 < i <t:f(Xi) # F(Y;) und (X)) = f(Y5)

_—

p teilt das Produkt H{]a;J —bij| |1<i<t,1<j<4a#bij}
.

p teilt eine Zahl u < Ft | < 2l4tloe(Fni1)]
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Zur Erinnerung: Fpy1 € O(¢™1), wobei ¢ = 1+2\/§_
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Zur Erinnerung: Fpy1 € O(¢™1), wobei ¢ = 1+2\/§_

Die Anzahl verschiedener Primfaktoren von 2[4t10g(Fm+1)1 ist hichstens
m([4tlog(Fm+1)]) < m(O(m - t)) (falls m groB genug ist).
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Zur Erinnerung: Fpy1 € O(¢™1), wobei ¢ = 1+2\/§_

Die Anzahl verschiedener Primfaktoren von 2[4t10g(Fm+1)1 ist hichstens
m([4tlog(Fm+1)]) < m(O(m - t)) (falls m groB genug ist).

(O(m- 1)) .

~» Wahrscheinlichkeit fiir ein ungiiltiges Match < T
77
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Lemma 49

Seien (X;, Y;) Paare von Strings der Lange m (1 <i < t).
Sei k > 1 eine beliebig gewihlte Konstante und M = mtk.

Dann fiihrt eine zufillig gewahlte Primzahl p € {1,..., M} zu einem
ungiiltigen Match fiir mindestens ein Paar (X;, Y;) mit einer
Wahrscheinlichkeit von héchstens O (tk%l) falls m groB genug ist.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Lemma 49
Seien (Xi, Y;) Paare von Strings der Lange m (1 <i < t).
Sei k > 1 eine beliebig gewihlte Konstante und M = mtk.

Dann fiihrt eine zufillig gewahlte Primzahl p € {1,..., M} zu einem
ungiiltigen Match fiir mindestens ein Paar (X;, Y;) mit einer
Wahrscheinlichkeit von héchstens O (tk%l) falls m groB genug ist.

Beweis: Es gilt 7(O(m-t)) < O <|n'(n,;ft)> und
k

mt
m(M) = m(mt") > T = )+ k(D)

k
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Lemma 49

Seien (Xi, Y;) Paare von Strings der Lange m (1 <i < t).
Sei k > 1 eine beliebig gewihlte Konstante und M = mtk.

Dann fiihrt eine zufillig gewahlte Primzahl p € {1,..., M} zu einem
ungiiltigen Match fiir mindestens ein Paar (X;, Y;) mit einer
Wahrscheinlichkeit von héchstens O (tk%l) falls m groB genug ist.

Beweis: Es gilt 7(O(m-t)) < O <|n'(n,;ft)> und

7(M) = m(mt¥) > met ___mf
~ In(mtk)  In(m)+ klin(t)

- iz ng, ) < (25 D) < (1)
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Zur Erinnerung: T = a1az -+ - a, (Text), P = byiby - - - by, (Pattern)
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Zur Erinnerung: T = a1az -+ - a, (Text), P = byiby - - - by, (Pattern)

Zu einer Primzahl p € n®1) kénnen wir mit n Prozessoren in Zeit
O(log(n)) alle Fingerprints f,(T[i,i+m—1]) (1 <i<n—m+1)
berechnen:
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Zur Erinnerung: T = a1az -+ - a, (Text), P = byiby - - - by, (Pattern)

Zu einer Primzahl p € n®1) kénnen wir mit n Prozessoren in Zeit
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Dazu berechnen wir mit dem Prafix-Summen-Algorithmus alle Produkte

Ri = fK(T[Li)= f(al)f(az) fo(ai)
R = f(TILI T = fo(a)” 1f(a: 1) fy(a) ™

(1 <i<n)in Zeit O(log(n)) unter Verwendung von n Prozessoren.
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Da wir modulo einer Primzahl der GroBe n©(1) rechnen, haben alle Zahlen,
die in der Berechnung vorkommen, hochstens O(log(n)) viele Bit.
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Ri = fK(T[Li)= f(al)f(az) fo(ai)
R = f(TILI T = fo(a)” 1f(a: 1) fy(a) ™

(1 <i<n)in Zeit O(log(n)) unter Verwendung von n Prozessoren.

Da wir modulo einer Primzahl der GroBe n©(1) rechnen, haben alle Zahlen,
die in der Berechnung vorkommen, hochstens O(log(n)) viele Bit.

Berechne zuletzt f,(T[i,i +m—1]) = R} - Rixm_1 in Zeit O(1) unter
Verwendung von n Prozessoren.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Sei k eine Konstante. Mittels O(n) vielen Prozessoren kann in Zeit
O(log(n)) ein Array MATCHI1, ..., n] mit folgenden Eigenschaften
berechnet werden:

@ Falls T[i,i+ m— 1] = P, dann MATCH[i] = 1 mit
Wahrscheinlichkeit 1.

® Falls T[i,i+ m— 1] # P, dann MATCH[i] = 1 mit einer
Wahrscheinlichkeit, die durch O (%) beschrinkt ist.
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Randomisierte (probabilistische) Algorithmen

Pattern-Matching mit Fingerprints

Beweis:

© Sei M = m - nktl < pkt2,

@ Wihle eine zufillige Primzahl p € {1,..., M}.

© Berechne f,(P) in Zeit O(log(m)) unter der Verwendung von m < n
Prozessoren.

© Fir 1 <i<n—m+1 berechne parallel L; := f,(T[i,i +m—1])
unter Verwendung des Algorithmus der vorangehenden Folie.

o

Fir 1 <i<n— m+ 1 setze parallel MATCH[/] = 1 genau dann,
wenn Lj = f,(P).
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© Sei M = m - nktl < pkt2,

@ Wihle eine zufillige Primzahl p € {1,..., M}.

© Berechne f,(P) in Zeit O(log(m)) unter der Verwendung von m < n
Prozessoren.

© Fir 1 <i<n—m+1 berechne parallel L; := f,(T[i,i +m—1])
unter Verwendung des Algorithmus der vorangehenden Folie.

o

Fir 1 <i<n— m+ 1 setze parallel MATCH[/] = 1 genau dann,
wenn Lj = f,(P).

Nach Lemma von Folie 49 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Eintrag
MATCH(/] félschlicherweise auf 1 gesetzt ist, beschrankt durch O (%)
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