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Organisatorisches zur Vorlesung

Die aktuelle Version der Folien finden Sie unter

http://www.eti.uni-siegen.de/ti/lehre/ws1415/diskrete_mathematik/folien.pdf

Literaturempfehlungen:
o Steger, Diskrete Strukturen 1. Kombinatorik, Graphentheorie,
Algebra, Springer
@ Diekert, Kufleitner, Rosenberger, Elemente der diskreten Mathematik,
De Gruyter
@ Aigner, Diskrete Mathematik, Vieweg
@ Diestel, Graphentheorie, Springer

Die Ubungen werden von Danny Hucke und Daniel Kénig organisiert.
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Mengentheoretische Grundlagen

Naive Definition (Mengen, Elemente, €, &)

Eine Menge ist die Zusammenfassung von bestimmten unterschiedlichen
Objekten (die Elemente der Menge) zu einem neuen Ganzen.

Wir schreiben x € M, falls das Objekt x zur Menge M gehort.
Wir schreiben x ¢ M, falls das Objekt x nicht zur Menge M gehort.

Falls x € M und y € M gilt, schreiben wir auch x,y € M.

Eine Menge, welche nur aus endlich vielen Objekten besteht (eine endliche
Menge), kann durch explizite Auflistung dieser Elemente spezifiziert
werden.

Beispiel: M = {2,3,5,7}.

Hierbei spielt die Reihnfolge der Auflistung keine Rolle:
{2,3,5,7} ={7,5,3,2}.

Auch Mehrfachauflistungen spielen keine Rolle:
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Mengentheoretische Grundlagen

Eine besonders wichtige Menge ist die leere Menge () = {}, die keinerlei
Elemente enthalt.

In der Mathematik hat man es haufig auch mit unendlichen Mengen zu
tun (Mengen, die aus unendlich vielen Objekten bestehen).

Solche Mengen konnen durch Angabe einer Eigenschaft, welche die
Elemente der Menge auszeichnet, spezifiziert werden.
Beispiele:

e N={0,1,2,3,4,5,...} (Menge der natiirlichen Zahlen)

e Z={...,—-2,-1,0,1,2,...} (Menge der ganzen Zahlen)

o Q= {g |p€Z,qeZ,q+# 0} (Menge der ganzen Zahlen)

@ P={neN|n>2nistnurdurch 1 und n teilbar}
(Menge der Primzahlen)
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Mengentheoretische Grundlagen

Unser Mengenbegriff ist naiv in dem Sinne, dass es sich um keine formale
Definition handelt.

Dies mag schwierig zu vermeiden sein, ist doch der Mengenbegriff das
fundamentalste Konzept der Mathematik. Alle Objekte der Mathematik
konnen als Mengen aufgefasst werden.

Wie sollte man also den Mengenbegriff in der Sprache der Mathematik
formalisieren?

Logiker haben zu Beginn des 20. Jahrhunderts eine formale Mengenlehre
aufgestellt, indem sie eine Liste von Axiomen (Aussagen, deren Wahrheit
nicht weiter hinterfragt wird) aufgestellt haben, welche grundlegende
Eigenschaften der Elementbeziehung € beschreibt. Dieses Liste von
Axiomen ist als ZFC (Zermelo-Frankel with Choice) bekannt.
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiel: Eines der ZFC-Axiome besagt, dass zwei Mengen genau dann
gleich sind, wenn sie die gleichen Elemente haben. Etwas formaler:

Fiir alle Mengen X und Y gilt: X und Y sind gleich, genau dann wenn fiir
alle x gilt: x € X genau dann, wenn x € Y.

Noch formaler:
VXVY (X =Y «— (Vx:xeX ——x€Y))

Hierbei bedeutet V “fiir alle” und 3 “es existiert”.

Bisher konnten Mathematiker kein schliissiges mathematisches Argument
finden, welche nicht mit den ZFC-Axiomen ableitbar ist.
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Mengentheoretische Grundlagen

Die Notwendigkeit einer formalen Mengenlehre hat sich unter anderem aus
diversen Paradoxien entwickelt. Eines der bekanntesten hiervon ist Russel's
Paradoxon:

Elemente von Mengen kdnnen wieder Mengen sein. Also kénnten wir doch
die Menge aller Mengen, welche sich nicht selbst als Element haben,
definieren:

Y ={x|x¢x}
Gilt nun Y € Y7
@ Wiirde Y € Y gelten, so wiirde Y die Eigenschaft, welche die Menge
Y definiert, erfiillen. Also miisste Y ¢ Y gelten.

o Wiirde Y € Y gelten, so wiirde Y die Eigenschaft, welche die Menge
Y definiert, nicht erfiillen. Also miisste Y € Y gelten.
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Mengentheoretische Grundlagen

Definition (C, C, Potenzmenge, N, U, \, disjunkt)

Seien A und B zwei Mengen.

@ A C B bedeutet, dass jedes Element von A auch zu B gehort (A ist
eine Teilmenge von B); formal:

Va:acA—aeB

A C B bedeutet, dass A C B und A # B gilt.

24 = {B | B C A} (Potenzmenge von A)

ANB={c|ce€ Aund c € B} (Schnitt von A und B)
AUB = {c | c € Aoder c € B} (Vereinigung von A und B)
A\ B ={ce€ A|c ¢ B} (Differenz von A und B)

Zwei Mengen A und B sind disjunkt, falls AN B = () gilt.

¢ 6 6 ¢ ¢ ¢
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiele und einige einfache Aussagen:

@ ) C Aund AC Agilt fiir jede Menge A.

o Fiir alle Mengen A und B gilt A= B genau dann, wenn A C B und
B C A
NCZCQ.
{1,2,3} N {4,5,6} =0, d. h. die beiden Mengen sind disjunkt.
2112} — 19 {1}, {2},{1,2}} und 2° = {0}
Fiir alle Mengen A gilt

AN =0 und AUD = A.

@ Fiir alle Mengen A, B, und C gilt:
AN(BUC)=(AnB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)
A\ (BUC) = (A\B)N(A\ Q)
A\ (BN C) =(A\B)U(A\ Q)
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Mengentheoretische Grundlagen

Wir beweisen beispielhaft die ldentitat
AU(BNC)=(AuB)N(AUC).

Hierzu zeigen wir:
(1) Jedes Element von AU (BN C) gehért auch zu (AUB)N (AU C).

(2) Jedes Element von (AU B) N (AU C) gehért auch zu AU (BN C).
zu (1). Seix e AU (BN C).

Dann gilt also x € A oder x € (BN C).

Fall 1: Es gilt x € A.

Dann gilt auch x € (AU B) sowie x € (AU C) und damit
xe(AUB)N(AUC).
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Mengentheoretische Grundlagen

Fall 2: Es gilt x€ (BN C), d. h. x€ Bund x € C.
Wieder gilt x € (AUB) und x € (AU C) und damit x € (AUB)N (AU C).

zu (2). Seix e (AUB)N(AUC)
Dann gilt x€¢ AUB und x € AU C.
Fall 1: x € A.

Dann gilt x € AU (BN C).

Fall 2: x € A.

Wegen x € AU B muss x € B gelten, und wegen x € AU C muss x € C
gelten.

Also gilt x e BN C, d.h. xe AU(BnN (). O
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Mengentheoretische Grundlagen

Definition (beliebige Vereinigung und Schnitt)
Sei | eine Menge und fiir jedes i € | sei A; wiederum eine Menge. Dann
definieren wir:

UAi={alTjiel:acA}
iel

(Ai={alVicl:acAj}
iel

Fiir Mengen A1, Ay, ..., A, verwenden wir auch die Schreibweise
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiele:

U{a} = A fiir jede Menge A

acA
() {xeR||x—n|<[e]} = {r}
e€R\{0}
m{mEN\mzn}:@
neN

Einfache Aussagen:

<ﬂA,-> UB=[)(AiUB)

iel iel
<UA,-) nB=|J(AinB)
iel iel
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Mengentheoretische Grundlagen

Es wurde bereits erwdhnt, dass alle Objekte der Mathematik als Mengen
aufgefasst werden kdnnen.

Hier ist ein konkretes Beispiel:

Kuratowskis Definition des geordneten Paares

Fiir zwei Objekte x und y sei (x,y) das geordnete Paar, bestehend aus x
und y. Es zeichnet sich durch die Eigenschaft

(x,¥) = (X', y’) genau dann, wenn (x = x' und y = y’)
aus. Kuratowski definierte das geordnete Paar als

(6 y) = {x {x v 1)

Fiir Objekte xi,x2,...,x, (n > 3) definieren wir dann das n-Tupel

(X1, %2, ...y xn) i= (x1, (X2, . - -, Xn))-
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Mengentheoretische Grundlagen

Definition (Kartesisches Produkt)

Fiir zwei Mengen A und B ist
Ax B={(a,b)|a€ Aund b€ B}
das kartesische Produkt von A und B.
Allgemeiner: Fiir Mengen Aq,..., A, (n > 2) sei
HA,' = A1><A2><~'><An

= {(a1,...,an) | furallel <i<ngilta; €A}

Falls A; = A, = --- = A, = A schreiben wir auch A" fiir diese Menge.
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiele und einige einfache Aussagen:
o {1’ 2, 3} X {47 5} = {(17 4)7 (17 5)7 (27 4)7 (2? 5)7 (3? 4)? (37 5)}
o Fiir alle Mengen A, B, und C gilt:

(AUB)x C=(Ax C)U(Bx ()
Ax(BUC)=(AxB)U(Ax ()
(ANB)x C=(AxC)n(Bx ()
Ax(BNC)=(AxB)n(Ax ()
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Mengentheoretische Grundlagen

Definition (Relationen und Funktionen)

Seien A und B Mengen.

Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R C A x B.
Eine (binadre) Relation auf A ist eine Teilmenge R C A x A.

Eine Funktion (oder Abbildung) von A (dem Definitionsbereich) nach B
(dem Wertebereich) ist eine Relation f C A x B, so dass fiir alle a € A
genau ein b € B mit (a, b) € f existiert. Wir schreiben dann auch

f(a) = b.

Wir schreiben auch f : A — B fiir eine Funktion f von A nach B.

Beispiel: Hier sind zwei Relationen von {a, b, ¢} nach N:

R ={(a,1),(b,2),(c,1)} und Q ={(a,1),(a,2),(b,2),(c,1)}

Dann ist R eine Funktion, @ hingegen ist keine Funktion.
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Mengentheoretische Grundlagen

Eine Relation R C A x A kann man sich graphisch veranschaulichen.
Beispiel: Sei A= {1,2,3,4,5} und R die Relation
R = {(1’ 2)’ (2’ 3)’ (37 4)’ (47 1)’ (27 5)7 (5’ 5)}

Diese Relation kann durch folgendes Diagram visualisiert werden.
O ©
g0
O—O

Solche Diagramme werden wir im Kapitel iiber Graphentheorie noch
genauer studieren.
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Mengentheoretische Grundlagen

Definition

Fiir Mengen A und B sei BA die Menge aller Funktionen von A nach B.

Definition (Bild und Urbild einer Funktion)

Sei f : A — B eine Funktion.

o Fiir A/ C A sei f(A/) — {f(a) | ac A/} das Bild von A’ unter f.

° Fur B/ g B Sei f—l(B/) — {a e A | f(a) & B,} daS Urb||d von B/
unter f.

Beispiel: Sei f : (N x N) — Z definiert durch f((n, m)) = n — m fiir
n,m € N. Dann gilt:

o f({(n,m)|n<m})={-a|aeN}
o F1({0}) = {(a,a) | a € N}
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Mengentheoretische Grundlagen

Einfache Aussagen:

@ Fiir alle Funktionen f : A — B und alle A1, A, C A gilt
f(Al U A2) = f(Al) U f(A2)
@ Fiir alle Funktionen f : A — B und alle By, B, C B gilt

f_l(Bl U BQ) = f_l(Bl) U f_l(B2).
f_l(Bl N BQ) = f_l(Bl) N f_l(B2).

@ Im Allgemeinen gilt nicht f(A; N A2) = (A1) N F(A2).
Beispiel: Sei f(a) = c und f(b) = c. Dann gilt
f({a} N {b}) = £(0) = 0 und f({a}) N F({b}) = {c}.
@ Fir alle Funktionen f : A— Bund A’ C A, B’ C B gilt
A C FHF(A)) und F(FY(B)) C B
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Mengentheoretische Grundlagen

Definition (injektive/surjektive/bijektive Funktionen)

Eine Funktion f : A — B is injektiv, falls fiir alle a, b € A gilt:
Wenn a # b gilt, muss auch f(a) # f(b) gelten
(verschiedene Elemente werden auf verschieden Elemente abgebildet).

Eine Funktion f : A — B is surjektiv, falls fiir alle b € B ein a € A mit
f(a) = b existiert (jedes Element aus B wird durch f getroffen).
Aquivalent: f(A) = B.

Eine Funktion f : A — B is bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.
Wir sagen auch, dass f eine Bijektion ist.

Eine Bijektion f : A — B ist eine 1-zu-1 Zuordnung zwischen den
Elementen aus A und B.

Definition (Permutation)

Eine Permutation der Menge A ist eine Bijektion f : A — A.
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiele:

@ Die Funktion f : Z x (Z\ {0}) — Q mit f((a, b)) = % ist surjektiv
(jede rationale Zahl ist Quotient zweier ganzer Zahlen) aber nicht
injektiv (z. B. f((1,2)) = f((2,4)) = 0.5).

@ Die Funktion f : N — N mit f(n) = n+ 1 ist injektiv (aus
n+1= m+ 1 folgt n = m) aber nicht surjektiv (es gibt keine
natiirliche Zahl m mit m+1 =0).

@ Die Funktion f : Z — Z mit f(n) = n+ 1 ist bijektiv (also eine
Permutation).
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Mengentheoretische Grundlagen

Einfache Aussagen:

o f: A— B is surjektiv genau dann, wenn fiir alle b € B das Urbild
f~1(b) nicht leer ist.

o f: A— B is injektiv genau dann, wenn fiir alle b € B das Urbild
f~1(b) hochstens ein Element enthilt.

@ f: A— B is bijektiv genau dann, wenn fiir alle b € B das Urbild
f~1(b) genau ein Element enthilt.

@ Wenn f : A — B injektiv ist, dann gilt fiir alle A C A und a € A:
Aus f(a) € f(A) folgt a € A’

Fiir nicht-injektive Funktionen ist dies im Allgemeinen falsch.

@ Wenn f : A — B injektiv ist, dann gilt fiir alle A1, A» C A:
f(Al N A2) = f(Al) N f(A2)
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Mengentheoretische Grundlagen

Definition (Umkehrfunktion)

Fiir eine bijektive Funktion f : A — B kann man die Umkehrfunktion
f~1: B — A definieren durch folgende Vorschrift:

f~1(b) = a genau dann, wenn f(a) = b

Beachte: Wenn f : A — B bijektiv dann gibt es fiir jedes b € B genau ein
Element a mit f(a) = b.

Daher ist die obige Definition von f~! eindeutig!

Die Umkehrfunktion einer Bijektion ist wieder eine Bijektion.

Beispiel: Fiir die Bijektion f : Z — Z mit f(n) = n+ 1 gilt
f~Y(n)=n-1.
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Mengentheoretische Grundlagen

Beachte: Die Notation £~ fiir die Umkehrfunktion ist konsistent mit der
Notation f~1(A’) fiir das Urbild.

Genauer: Ist f : A — B eine Bijektion, und ist g = f~! die
Umkehrfunktion von f, so gilt fiir jede Teilmenge B’ C B:

(B = g(B).

In Worten: Das Urbild von B’ unter f ist gleich dem Bild von B’ unter der
Umkehrfunktion von f.
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Mengentheoretische Grundlagen

Mittels des Begriffs der Bijektion kdnnen wir definieren, wann zwei
Mengen gleich groB sind.

Definition (gleich-machtig)

Zwei Mengen A und B sind gleich-machtig, kurz |A| = |B|, falls eine
Bijektion f : A — B existiert.

Man schreibt auch |A| < |B| (A is hochstens so machtig wie B), falls eine
injektive Funktion f : A — B existiert.

Den folgenden Satz beweisen wir spater.

Satz 1 (Satz von Cantor, Schréder und Bernstein)

Fiir alle Mengen A und B gilt:

|A| =|B| genau dann, wenn (|A| < |B| und |B| < |A|).

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 26 / 344



Mengentheoretische Grundlagen

In anderen Worten: Es existiert eine Bijektion von A nach B genau dann,
wenn injektive Funktionen von A nach B sowie B nach A existieren.

Fiir endliche Mengen A und B gilt |A| = |B| falls A und B im intuitiven
Sinne gleich viele Elemente haben.

Der Begriff “gleich-machtig” kann jedoch auch auf unendliche Mengen
angewendet werden.

Beispiel: Die Mengen N und Z sind gleich-machtig.

Wir definieren eine Bijektion f : Z — N wie folgt, wobei m € Z:

F(m) = —(2m+1) fallsm<0
2m falls m>0

Ubung: Zeigen Sie, dass f tatsichlich bijektiv ist.
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Mengentheoretische Grundlagen

Ebenso sind die Mengen N, N x N und Q gleich-machtig.

Eine Bijektion zwischen N x N und N ist die Cantorsche Paarungsfunktion
p:NxN-—N mit

1
p(n, ) = 5(”1 + ny + 1)(n1 + n2) + no.

Alternativ kann man die Gleichmachtigkeit von N und N x N mittels des
Satzes von Cantor, Schroder und Bernstein zeigen, indem man injektive
Funktionen 7 : N — N X N und i» : N x N — N angibt, z. B.

i1(n) = (n,0) und ix(nq, np) = 2™3".

(Injektivitat von i» folgt aus Satz 45.)

Man kann auch zeigen, dass die Mengen 2V und R (Menge der reellen
Zahlen) gleich-machtig sind.

Aber: Nicht alle unendlichen Mengen sind gleich-machtig.
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Mengentheoretische Grundlagen

Satz 2 (Cantor 1891)

Fiir jede Menge A sind A und 2* nicht gleich-machtig.

Beweis (durch Widerspruch): Sei A eine beliebige Menge.
Angenommen es gibe eine surjektive Funktion f : A — 24,

Definiere die Menge
B={acAl|agf(a)} CA

Da f surjektiv ist, gibt es ein b € A mit f(b) = B.

Dann gilt:
beB < b¢f(b) < b¢B.

Also gibt es keine surjektive (und somit auch keine bijektive) Abbildung
f:A—2A O
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Mengentheoretische Grundlagen

Definition (abzéhlbar-unendlich, abzahlbar, iiberabzahlbar)
Eine Menge A ist abzéhlbar-unendlich, falls |A| = |N| gilt.

Eine Menge A ist abzahlbar, falls A endlich oder abzahlbar-unendlich ist.

Eine Menge A ist iiberabzahlbar, falls A unendlich aber nicht abzahlbar ist.

Beispiele:
Die Mengen N, N x N, Z und Q sind abzahlbar-unendlich.

Die Mengen 2%, R und C (Menge der komplexen Zahlen) sind
iberabzahlbar.

Das eine Menge A abzahlbar-unendlich ist, bedeutet, dass man die
Elemente der Menge A auflisten kann als

a1,d2,4d3,34, ...

wobei in dieser Liste jedes Element von A genau einmal vorkommt.
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Mengentheoretische Grundlagen

Es gibt in der Mengenlehre durchaus sehr schwierige Fragen.

Z. B. hat Georg Cantor folgende Vermutung aufgestellt:

Kontinuumshypothese (Cantor 1878)

Fiir jede unendliche Teilmenge A C 2N gilt |A| = |N| oder |A| = |2].

Diese Vermutung konnte lange Zeit weder bewiesen noch widerlegt
werden. Dies ist unvermeidbar:

@ Die Verneinung der Kontinuumshypothese kann nicht aus dem
Axiomensystem ZFC hergeleitet werden (Godel 1938).

@ Die Kontinuumshypothese kann nicht aus dem Axiomensystem ZFC
hergeleitet werden (Cohen 1966).

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 31/ 344



Mengentheoretische Grundlagen

Fiir eine Relation R € A x A und a, b € A schreiben wir auch aRb fiir
(a,b) € R.

Definition ((ir)reflexive/(anti)symmetrische/transitive Relationen)
Sei A eine Menge und R C A X A eine Relation auf A.
R ist reflexiv, falls aRa fiir alle a € A gilt.

(]

R ist irreflexiv, falls kein a € A mit aRa existiert.

(]

@ R ist symmetrisch, falls fiir alle a, b € A gilt:
Wenn aRb, dann auch bRa.

@ R ist antisymmetrisch, falls fiir alle a, b € A gilt:
Wenn aRb und bRa, dann a = b.

@ R ist transitiv, falls fiir alle a, b, c € A gilt:
Wenn aRb und bRc, dann auch aRc.
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiel: Betrachte die Relation
R={(a,b) €Z xZ|a+ b=43}.

@ Ist R reflexiv?
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiel: Betrachte die Relation
R={(a,b) €Z xZ|a+ b=43}.

o Ist R reflexiv?
Nein: Es gilt z.B. nicht 0 R 0.
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiel: Betrachte die Relation
R={(a,b) €Z xZ|a+ b=43}.
o Ist R reflexiv?

Nein: Es gilt z.B. nicht 0 R 0.
o Ist R irreflexiv?
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiel: Betrachte die Relation
R={(a,b) €Z xZ|a+ b=43}.

o Ist R reflexiv?
Nein: Es gilt z.B. nicht 0 R 0.

o Ist R irreflexiv?
Ja: Wiirde a R a gelten, so ware 2a = 43. Aber in Z gibt es eine
solche Zahl a nicht.
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiel: Betrachte die Relation
R={(a,b) €Z xZ|a+ b=43}.

o Ist R reflexiv?
Nein: Es gilt z.B. nicht 0 R 0.

o Ist R irreflexiv?
Ja: Wiirde a R a gelten, so ware 2a = 43. Aber in Z gibt es eine
solche Zahl a nicht.

@ Ist R symmetrisch?
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiel: Betrachte die Relation
R={(a,b) €Z xZ|a+ b=43}.

o Ist R reflexiv?
Nein: Es gilt z.B. nicht 0 R 0.

o Ist R irreflexiv?
Ja: Wiirde a R a gelten, so ware 2a = 43. Aber in Z gibt es eine
solche Zahl a nicht.

@ Ist R symmetrisch?
Ja: Wenn a R b, dann a + b = 43. Dann gilt aber auch b+ a = 43,
d.h. bR a.
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Beispiel: Betrachte die Relation
R={(a,b) €Z xZ|a+ b=43}.

o Ist R reflexiv?
Nein: Es gilt z.B. nicht 0 R 0.

o Ist R irreflexiv?
Ja: Wiirde a R a gelten, so ware 2a = 43. Aber in Z gibt es eine
solche Zahl a nicht.

@ Ist R symmetrisch?
Ja: Wenn a R b, dann a + b = 43. Dann gilt aber auch b+ a = 43,
d.h. bR a.

@ Ist R antisymmetrisch?
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Mengentheoretische Grundlagen

Beispiel: Betrachte die Relation
R={(a,b) €Z xZ|a+ b=43}.

o Ist R reflexiv?
Nein: Es gilt z.B. nicht 0 R 0.

o Ist R irreflexiv?
Ja: Wiirde a R a gelten, so ware 2a = 43. Aber in Z gibt es eine
solche Zahl a nicht.

@ Ist R symmetrisch?
Ja: Wenn a R b, dann a + b = 43. Dann gilt aber auch b+ a = 43,
d.h. bR a.

@ Ist R antisymmetrisch?
Nein: Es gilt z.B. 0 R 43 und 43 R 0 aber 0 # 43.
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Beispiel: Betrachte die Relation
R={(a,b) €Z xZ|a+ b=43}.

@ Ist R reflexiv?
Nein: Es gilt z.B. nicht 0 R 0.
@ Ist R irreflexiv?

Ja: Wiirde a R a gelten, so ware 2a = 43. Aber in Z gibt es eine
solche Zahl a nicht.

@ Ist R symmetrisch?

Ja: Wenn a R b, dann a + b = 43. Dann gilt aber auch b+ a = 43,
d.h. bR a.

@ Ist R antisymmetrisch?
Nein: Es gilt z.B. 0 R 43 und 43 R 0 aber 0 # 43.
@ Ist R transitiv?
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Beispiel: Betrachte die Relation
R={(a,b) €Z xZ|a+ b=43}.

@ Ist R reflexiv?
Nein: Es gilt z.B. nicht 0 R 0.
@ Ist R irreflexiv?

Ja: Wiirde a R a gelten, so ware 2a = 43. Aber in Z gibt es eine
solche Zahl a nicht.

@ Ist R symmetrisch?

Ja: Wenn a R b, dann a + b = 43. Dann gilt aber auch b+ a = 43,
d.h. bR a.

@ Ist R antisymmetrisch?
Nein: Es gilt z.B. 0 R 43 und 43 R 0 aber 0 # 43.
® Ist R transitiv?
Nein: Es gilt z.B. 0 R 43 und 43 R 0 aber nicht 0 R 0.
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Definition (partielle Ordnung)

Eine Relation R C A x A ist eine partielle Ordnung (auf A), falls R
reflexiv, antisymmetrisch, und transitiv ist.

Definition (lineare Ordnung)

Eine partielle Ordnung R auf A ist eine lineare Ordnung (auf A), falls fiir
alle a, b € A gilt: aRb oder bRa.

Beispiel 1 (Teilmengenbeziehung oder Inklusion): Sei A eine beliebige
Menge. Dann ist C eine partielle Ordnung auf 24.

Falls A mindestens zwei Elemente enthilt, ist jedoch C keine lineare
Ordnung auf 24: Sei A = {1,2}. Dann gilt weder {1} C {2} noch
2y c {1
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Beispiel 2: Die Relation < ist eine lineare Ordnung auf N, Z, Q und R.

Beispiel 3 (Teilbarkeit): Wir definieren die bindre Relation | auf den
ganzen Zahlen Z wie folgt, wobei a, b € Z.

alb genau dann, wenn 3g €Z :q-a=>b
Die Relation | ist reflexiv und transitiv, sie ist jedoch nicht

antisymmetrisch, denn fiir alle a € Z gilt a| —a und —a | a.

Betrachten wir jedoch | als eine bindre Relation auf den natiirlichen Zahlen
N, so ist | eine partielle Ordnung, aber keine lineare Ordnung: Es gilt
weder 2 | 3 noch 3| 2.
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Definition (Aquivalenzrelation)

Eine Relation R C A x A ist eine Aquivalenzrelation (auf A), falls R
reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiel 1: Fiir jede Menge A ist die Relation
lda = {(a,a) | a € A}

(die Identitatsrelation) reflexiv, symmetrisch, antisymmetrisch, und
transitiv. Insbesondere ist Id4 eine Aquivalenzrelation.

Beispiel 2: Sei f : A — B eine Funktion. Dann ist
{(a1,22) € Ax A f(a1) = f(a2)}

eine Aquivalenzrelation.
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Beispiel 3: Sei g € Z \ {0} eine ganze Zahl. Auf der Menge Z definieren
wir die Relation

== {(2.b) | a.b€ Z,q|(a  b)}.

Sprechweise fiir a =4 b: a und b sind kongruent modulo q.

Es gilt a =4 b genau dann, wenn eine ganze Zahl x e Z mita=b+x-q
existiert.

Beachte: a =, b genau dann, wenn a =_, b.

Fiir jede Zahl q € 7.\ {0} ist =4 eine Aquivalenzrelation auf Z.
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Beweis: Sei g € Z \ {0}.
(1) =4 ist reflexiv, denn g|(a — a) (d. h. g|0) gilt fiir jede ganze Zahl a.
(2) =4 ist symmetrisch: Gelte a =, b, d. h. g|(a — b).
Wegen (b — a) = —(a — b) gilt dann auch q|(b—a), d. h. b=4 a.
(3) =4 ist transitiv: Seien a,b,c € Z mit a=4 bund b=, c.
Also existieren ganze Zahlen p,s € Z mit
a—b=gqgpund b—c = gs.

Dann gilt

a—c=(a-b)+(b—c)=gp+as=q(p+s)

Also gilt a =, c. U
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Definition (Aquivalenzklassen)

Sei R eine Aquivalenzrelat_i_on auf der Menge A und sei a € A. Dann ist
[a]g = {b € A | aRb} die Aquivalenzklasse von a (bzgl. R).

Beachte: Es gilt stets a € [a]g (denn eine Aquivalenzrelation ist reflexiv).

Eine Aquivalenzklasse kann also nie leer sein, und jedes Element von A
gehort zu einer Aquivalenzklasse.

Satz 4

Sei R eine Aquivalenzrelation auf der Menge A und seien a, b € A. Dann
sind folgende drei Aussagen dquivalent:

(1) aRb
(2) [alr = [b]r
(3) [alr N [b]r # 0.
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Beweis (durch Ringschluss):

(1) impliziert (2): Gelte aRb und damit auch bRa (R ist symmetrisch).
Wir zeigen zundchst [a]gr C [b]r.

Sei also ¢ € [a]g, d. h. es gilt aRc.

bRa, aRc und R transitiv. — bRc, d. h. ¢ € [b]g.

Analog kann man [b]g C [a]r zeigen.

(2) impliziert (3): Gelte [a]g = [b]r.

Dann gilt a € [a]g N [b]g und damit [a]g N [b]r # 0.

(3) impliziert (1): Gelte [a]g N [b]g # 0.

Also gibt es ein ¢ mit ¢ € [a]g und ¢ € [b]g.

— aRc und bRc; und damit auch cRb (R ist symmetrisch).

— aRb, wegen R transitiv. O
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Beispiele:

o Die Aquivalenzklassen der Identititsrelation Id4 sind die
einelementigen Mengen {a} mit a € A.

o Die Aquivalenzklassen der Relation {(a1,a2) € Ax A | f(a1) = f(a0)}
(fiir f : A — B eine Funktion) sind die Urbilder f~1(b) fiir b € B.

o Die Aquivalenzklassen von =, (fiir ¢ € N'\ {0}) sind die Mengen

{0+pq|peZ}
{1+pqlpe}

{(g—=1)+pq|pel}
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Sei R wieder eine Aquivalenzrelation auf der Menge A.
Seien {A; | i € I} die Menge aller Aquivalenzklassen von R, d. h.
o Fiir jedes a € A gibt es ein i € | mit [a]g = A;
o Fiiralle i,j € I mit i # j gilt A; # A;.
Aufgrund von Satz 4 bildet {A; | i € I} C 2 eine Partition von A, d. h.
o Ui A=A
eViel:A #0.
o Vi,jel:i#j— AinNAj=10 (verschiedene A; sind disjunkt)

Ist umgekehrt {A; | i € I} eine Partition von A, so kann man eine
Aquivalenzrelation R auf A definieren durch:

R={(a,b)|a,bc A dicl:abecAj}

Ubung: Zeigen Sie, dass dies tatsichlich eine Aquivalenzrelation ist.
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Da eine Relation R C A x B eine Menge (von Paaren) ist, kdnnen wir die
Operationen N und U auch auf Relationen anwenden.

Es gibt aber noch zwei weitere wichtige Operationen auf Mengen:

Definition (R™%, Ro S)

Seien RC Ax B und S C B x C binadre Relationen. Dann definieren wir:
o R71={(b,a) e Bx A|(a,b) € R}
@ RoS={(a,c) e AxC|3Ibe B:(ab) € Rund (b,c) €S}

R~1 ist die Umkehrrelation von R.

R o S ist die Komposition (oder Verkniipfung) von R und S.
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Beispiel 1: Sei
R ={(a;1),(b,1),(b,2)} und S = {(1,x),(1,5),(2,y)}
Dann gilt:
o Rt ={(1,a),(1,b),(2,b)}
@ RoS= {(37X)7 (37)/)7 (b7 X)v (b7 y)}

Beispiel 2: Sei R eine lineare Ordnung auf der Menge A. Dann gilt

RNR™I=1d,
RURIT=AxA
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Ein wichtiger Spezialfall der Komposition von Relationen ist die
Komposition von Funktionen:

Wenn f : A— B und g : B — C Funktionen sind, dannist fog: A— C
eine Funktion und es gilt

(fog)(a) = g(f(a)

fiir alle a € A.

Vorsicht: Manchmal wird die Funktion f o g auch durch die Vorschrift
(f o g)(a) = f(g(a)) definiert.
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Bemerkungen: Sei R C A x A eine Relation auf A.

@ R is reflexiv, genau dann, wenn Id4 C R.

@ R is irreflexiv, genau dann, wenn Idy N R = (.
@ R ist symmetrisch, genau dann, wenn R1=R.
@ R is transitiv, genau dann, wenn Ro R C R.

R is antisymmetrisch, genau dann, wenn RN R~ C Idg.

Fiir alle bindren Relationen R, S und T auf der Menge A gilt:
Rolda=IldaoR=R
(RoS)oT=Ro(SoT)
(RoS)t=S"1oR™!
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@ Ist die Relation R C A x B eine Bijektion (also insbesondere eine
Funktion) dann ist die Umkehrrelation R~! genau die
Umkehrfunktion von R.

® Wenn f: A— B und g : B — C injektiv sind, dann ist auch fo g
injektiv.

@ Wenn f: A— B und g: B — C surjektiv sind, dann ist auch fo g
surjektiv.

@ Wenn f: A— B und g: B — C bijektiv sind, dann ist auch fo g
bijektiv.

@ Konsequenz: Sei M eine Menge von Mengen. Dann ist Relation

{(X,Y) e MxM|[X]|=|Y[}

eine Aquivalenzrelation.
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Satz 5 (Prinzip der vollstandigen Induktion)

Sei A C N. Angenommen es gilt

@ 0€ A und

o fiir alle n € A gilt auch n+ 1 € A.
Dann gilt A= N.

Beweis (durch Widerspruch): Angenommen fiir A C N gilt:
(1) 0€Aund

(2) fiir alle n € Agilt auch n+1 € A.

Angenommen es gilt A # N.

Wir leiten einen Widerspruch ab.

Da N\ A # () gilt, hat diese Menge ein kleinstes Element m ¢ A (jede
nicht-leere Menge von natiirlichen Zahlen hat ein kleinstes Element)
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Da 0 € A nach (1) gilt, muss m > 0 gelten.

Da m das kleinste Element von N\ A ist, muss m—1¢ N\ A, d. h.
m—1 € A gelten.

Dann gilt aber nach (2) auch m € A, was ein Widerspruch ist. O
In Anwendungen ist hdufig A die Menge aller natiirlichen Zahlen mit einer

gewissen Eigenschaft, und man will zeigen, dass alle natiirlichen Zahlen
diese Eigenschaft haben.

Beispiel 1: Wir beweisen mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle
natiirlichen Zahlen n gilt:

n

. n(n+1
Z’:(;)'

i=1

Hierbeiist Y i ;i =1+2+3+---+ n die Summe der n ersten
natiirlichen Zahlen.
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Induktionsanfang: Es gilt Z?:l I=0= %-

Induktionsschritt: Angenommen es gilt

Zn:i_ n(n+1)
2
i=1

Dann gilt auch

n+1 n
Z:i = (Z:i)—i—n—l—l
_ n(n2—i—1)_i_n_i_1
_ n(n+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)

2
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Beispiel 2: Wir beweisen mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle

natiirlichen Zahlen n > 1 und alle reellen Zahlen xg,...,x, > 0 gilt:
n n
[Ta+x) =1+ x
i=1 i=1

Hierbei ist [[/_;(1 + xi) = (1 4+ x1)(1 + x2) - - - (1 + x5) das Produkt der
Zahlen 1 4+ xq,...,1+ x,

Induktionsanfang: Es gilt H}:l(l +x)=14+x1 =1+ Z}:l X;.
Induktionsschritt: Angenommen es gilt

n

H(1+x,-)21+§n:x,-

i=1 i=1
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Dann gilt:
n+1 n
[Ja+x) = (@+x1)- JJQ+x)
i=1 i=1
n
> (L4 %np1) - (1+ D)
i=1
n n
= 1+ %)+ xos1 + X1 - O %)
i=1 i=1
n+1
> 1+ ZX,‘
i=1

Bemerkung: Die Ungleichung []/_;(1+ x;) > 1+ >"7 ; x; gilt auch fiir
n = 0, wenn man definiert
0
H a; = 1.
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Das Prinzip der vollstandigen Induktion kann auch dazu verwendet werden,
um Objekte zu definieren.

Beispiel: Sei R C A x A eine Relation.
Wir definieren fiir jede Zahl n € N die Relation R" (n-fache Komposition
von R) wie folgt:

@ RY =1d, (entspricht Induktionsanfang)

@ R™1 = RoR" fiir alle n € N (entspricht Induktionsschritt).

Bemerkungen:

@ Rl=Rolds=R.
@ Fiir ein n > 1 gilt (a, b) € R" genau dann, wenn Elemente
ap, a1, a, ..., an € A existieren, so dass gilt:

a=aRaRaR---a,_.1Ra,=b

° Rno Rm — Rn+m
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Vorsicht: Die Notation R” fiir eine Relation R kdnnte auch miBverstanden
werden:

Wir hatten fiir eine Menge A und n > 1 die Menge A" definiert als die
Menge aller n-Tupel mit Komponenten aus A:

A" ={(a1,a2,...,an) | a1,a2,...,an € A}.

Eine Relation R ist auch eine Menge (von Paaren).

Im Allgemeinen meinen wir aber mit R" nicht die Menge aller n-Tupel

{((31, bl), (32, bz), ey (a,,, b,,)) | (al, bl), (32, bz), ey (an, b,,) € R},

sondern die n-fache Komposition von R.
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Die n-fache Komposition kann auch fiir eine Funktion f : A — A
angewendet werden.

Dann ist " die n-fache Anwendung von f:

o fO(x) = x fiir alle x € A.
o f"1(x) = f(f"(x)) fiir alle x € A und n > 0.

Beispiel: Sei R = {(x,x +1) | x € Z} CZ X Z.
Dann gilt fiir alle n > 0:
R"={(x,x+n)|x€Z} CZxLZ.
In diesem Fall ist R gleich der Funktion f : Z — Z mit f(x) = x + 1.

Die Funktion f" : Z — Z ist dann die n-fache Anwendung von f, d.h.
f'(x) =x+n.
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Definition (transitive Hiille, reflexiv-transitive Hiille)
Sei R C A x A eine Relation.

Die transitive Hiille von R ist die Relation

Rt = U R"=R'UR?UR3UR*U---.
neN\{0}

Die reflexiv-transitive Hiille von R ist die Relation

R*=|JR"=1daUR".
neN
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Dann gilt:
@ RCR" und R C R*.

o R ist transitiv: Wenn (a, b), (b, c) € R gilt, dann existieren
n,m>1mit (a,b) € R", (b,c) € R™.

Also gilt: (a,c) € R"o R™ = R™M C R+

@ R* ist auch transitiv (gleiches Argument wie fiir R™) und zusitzlich
reflexiv.

@ Wenn S C A x A transitiv ist und R C S gilt, dann gilt RT C S.
@ Wenn § C A x A transitiv und reflexiv ist und R C S gilt, dann gilt

R*CS.
@ Es gilt (a, b) € RT genau dann, wenn ein n > 1 und
ap, a1, . . .,an € A existieren, so dass

a=agRaRaR---a,_.1Ra,=b
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Beispiel 1: Sei R die Relation

R=1{(1,2),(2,3),(3,4),(4,1),(2,5),(5,5)}

(siehe Folie 18).
Dann gilt

RT = R* = ({1,2,3,4} x {1,2,3,4}) U ({1,2,3,4} x {5}) U{(5,5)}.
Beispiel 2: Sei R ={(x,x+1) | x€ Z} CZ x Z.
Dann gilt

RY = {(x,y) | x,y €Z,x <y}
R* = {(xy)|x,y €Z,x<y}.
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Fiir eine endliche Menge A bezeichnen wir mit |A| die Anzahl der
Elemente von A.

Falls A unendlich ist, schreiben wir |A| = co.

Ein Grundprinzip der Kombinatorik ist der folgende Satz:

Fiir endliche Mengen A und B mit AN B =) gilt |AU B| = |A| + |B|.

Definition (paarweise disjunkte Mengen)

Mengen Aj, ..., Ap sind paarweise disjunkt falls fiir alle i,j € {1,...,n}
gilt: Wenn i # j, dann gilt A;NA; = 0.

Beispiel: Die Mengen {1,2}, {3,4}, und {5,6} sind paarweise disjunkt.

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 59 / 344



Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Folgende Verallgemeinerung von Satz 6 kann nun mittels Induktion
bewiesen werden.

Seien A1, Az, ..., A, paarweise disjunkte endliche Mengen. Dann gilt

n n
Al =>4l
i=1 i=1

Beweis:
Induktionsanfang (n = 1): klar.
Induktionsschritt: Sei nun n > 2 und gelte

n—1

n—1
| U Ail = Z |Ail.
i=1

i=1
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Es gilt
n n—1
Ua=(JA)uA,
i=1 i=1

AuBerdem gilt

n—1 n—1

n—1
(JAa)na,={Jaina)=Jo=0.
i=1

i=1 i=1
Also erhalten wir mit Satz 6:

n n—1 n—1

n—1 n
U A= 1 A) U AL = [ Al + 1A = DAL+ Al =D 1A
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt:

|JAUB| = |A|+ |B| — |AN B|

Beweis: Es gilt

AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB).
AuBerdem sind die drei Mengen A\ B, B\ A, und AN B paarweise disjunkt.
Also folgt aus Satz 7:

|JAUB| =|A\ B|+|B\ A+ |ANB].

Indem wir |[AN B| zu beiden Seiten addieren und |A| = |A\ B|+ |AN B
sowie |B| = |B\ A| + |AN B| verwenden, erhalten wir

|JAUB|+|ANB| = |Al+|B|.
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Zur Erinnerung: Fiir Mengen Az, ..., A, ist Hfle A; die Menge aller
k-Tupel (a1, a2,...,ak) mit a1 € A1, a2 € Ay, ..., ax € Ax.

Seien A1, ..., Ak endliche Mengen. Dann gilt

k k
T A1 =] 4
i=1 i=1

Beweis: Induktion nach k

Induktionsanfang (k = 1): klar.
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Induktionsschritt: Sei nun k > 2 und gelte
k—1 k—1
T Al =TT 14l
i=1 i=1
Die Menge Hfle A; kénnen wir schreiben als

k
[TA=U{talte HA}
i=1 acAy
Fiir alle a, b € Ax mit a # b gilt
k—1 k—1
{(t,a)[te J[TAn{(t.b) [ te J]A}=0.
i=1 i=1

Also folgt aus Satz 7:
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

=
>
I

k-1
Y Hwa)lte [TAN
i=1

i=1 aEAk

= ZlﬁV\i\

acA, i=1
k—1
= Al - ] 141
i=1

k

= [1Al

i=1 O

Sei A eine endliche Menge. Dann gilt |AK| = |A[¥.

Beweis: Wiahle Ay = A, = --- A = Ain Satz 8.
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Interpretation: Fiir eine n-elementige Mengen A gibt es n¥ Moglichkeiten
k Elemente mit Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge aus
A zu ziehen.

Intuition: Beim Ziehen des ersten Elements hat man n Alternativen, beim
Ziehen des zweiten Elements hat man wieder n Alternativen, u.s.w.

Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus einer n-elementigen Menge k < n
Elemente ohne Zuriicklegen und mit Berlicksichtigung der Reihenfolge zu
ziehen?

Definition (fallende Faktorielle)
Fiir Zahlen k,n mit 1 < k < n sei
k—1

nf=n-(n—1)-(n—=2)---(n—k+1)=[](n—1)

i=0

die fallende Faktorielle von n der Linge k. Wir setzen n@ = 1.
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Sei A eine endliche Menge. Dann gilt

{(a1, .-, ak) € A* | ai # a falls i # j}| = |Al-.

Beweis: Induktion nach n
Induktionsanfang (k = 1): klar.
Induktionsschritt: Es gilt:

{(a1,...,ak) € A | a; # aj falls i # j} =
U{(a,ag,...,ak)eAk|a,-7éa,a,-7£aj falls i # j}

acA
AuBerdem gilt fiir a # b:

{(a,a2,...,ak) € A" | aj # a,a; # aj falls i # j} N
{(b,an,...,ak) € AK | ai # b,aj # ajfalls i # j} =0
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Also gilt nach Satz 7 (mit n = |A|)

{(a1,...,ak) € A | a; # aj falls i # j}|
= Z|{(a,ag,...,ak)eAk|a;7éa,a,-7éaj falls i # j}|

acA
= Z {(a2,--,ak) € (A\ {a})*7 | a; # aj falls i # j}|
acA
= n- (n_ ]_)k_il
— nk -

Interpretation: Fiir eine n-elementige Mengen A gibt es nk Moglichkeiten
k Elemente ohne Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
aus A zu ziehen.

Intuition: Beim Ziehen des ersten Elements hat man n Alternativen, beim
Ziehen des zweiten Elements hat man n — 1 Alternativen, ..., beim Ziehen
des k-ten Elements hat man n — k + 1 Alternativen.
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Nun soll die Reihenfolge keine Rolle mehr spielen.

Betrachten wir zunachst die Situation ohne Zuriicklegen.

Definition 11

Fiir eine Menge A mit |A| = nund k < n sei (’2) die Menge aller
k-elementigen Teilmengen von A:

(1) - tecalie=x

Dann ist |(’2)| genau die Anzahl der Moglichkeiten aus einer n-elementigen
Menge k Elemente ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge auszuwahlen.
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Betrachten wir zundchst eine andere Frage: Wieviele Moglichkeiten gibt es,
eine n-elementige Menge anzuordnen?

Beispiel: Fiir die Menge {1,2,3} gibt es folgende 6 Anordnungen:
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)

Beachte: Eine Anordnung einer n-elementigen Menge A = {a1,...,a,} ist
nichts anderes als eine Permutation f : A — A:
@ Die Anordnung (aj,, ..., a;,) entspricht der Permutation f mit
f(aj) = a;
@ Die Permutation f : A — A mit f(aj) = a;; entspricht der Anordnung
(a,-l, . a,-n)

Definition (Faktorielle)

Fiir eine Zahl n > 1sei n! =1-2---(n—1) - n= n? die Faktorielle von n.
Wir setzen 0! = 1.
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Sei A eine endliche Menge mit n Elementen. Es gibt es genau n! viele
Permutationen von A.

Beweis: Wihle k = |A| in Satz 10. O

Definition (Binomialkoeffizient)
Fiir eine Zahlen k,n mit 0 < k < n sei

<:>:n(n—1)---(n—k+1)_nk n!

k(k—1)---1 Tkl (n—k)K!

der Binomialkoeffizient von n und k.

Beachte: Es gilt fiir alle n >0
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Sei A eine endliche Menge und k < |A|. Dann gilt
(="
k)" \ k)

Wegen Satz 10 gibt es nk Moglichkeiten, aus den n vielen Elementen von
A genau k Elemente ohne Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der
Reihenfolge auszuwahlen.

Beweis: Sei |A| = n.

Eine solche Auswahl kénnen wir auch wie folgt treffen:

O Waihle eine k-elementige Teilmenge von A aus (|(’2)| Moglichkeiten)
@ Ordne die k ausgewdhlten Elemente beliebig an (k! Mdéglichkeiten).
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Also gilt nk = | (#)] - kI, d.h. [(})] =2 = (7). -

Letzter Fall: Anzahl der Moglichkeiten, aus n Elementen k Elemente mit
Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge auszuwahlen.

In diesem Fall kann eine konkrete Auswahl (mit Zuriicklegen und ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge) als eine Multimenge mit k Elementen
verstanden werden: Ein Element kann mehrfach in der Multimenge
enthalten sein, aber die Reihenefolge spielt keine Rolle.

Definition (Multimenge tiber der Menge A)
Sei A eine Menge. Eine Multimenge iiber A ist eine Abbildung M : A — N.

Die GréBe dieser Multimenge ist [M| = "4 M(a).
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Sei A eine endliche Menge mit n Elementen. Die Anzahl der Multimengen
iiber A der GréBe k ist ("+k 1)

Beweis: Eine Multimenge iiber A= {a1,ay,...,a,} der GroBe k
entspricht einem Tupel (ki, ko, ..., k) € N" mit Y7 ki = k.
Solch ein Tupel kann man mit der wie folgt konstruierten Folge der Lange
n+ k — 1 identifizieren:

@ Notiere zunidchst k; mal das Symbol .

@ Notiere danach einmal das Trennsymbol |.
@ Notiere danach k» mal das Symbol [J.
°

Notiere danach einmal das Trennsymbol |.

@ Notiere k, mal das Symbol [I.
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Beispiel: Das Tupel (2,0,3,1,0) entspricht der Folge
oo||ooo|ol.

Solch eine Folge kann man dadurch auswahlen, indem man aus n+ k — 1
(= Lange der Folge) vielen Positionen genau die k Positionen auswahlt,
wo das Zeichen [ steht.

Nach Satz 13 gibt es dafiir ("H;_l) Moglichkeiten. O

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 75 / 344



Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt |[BA| = |B|IAl.

Beweis: Sei A= {a1,a2,...,an}.

Eine Abbildung f : A — B kann mit dem n-Tupel
(f(a1), f(a2),...,f(an)) € B”

identifiziert werden.

Umgekehrt kann ein n-Tupel (b1,..., b,) € B" mit der Abbildung
f:A— B mit f(a;) = b; fir 1 < i < n identifiziert werden.

Es folgt: |B#| = |B"| = |B|IAl mit Satz 9.
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Kombinatorik: Abzahlen von Mengen

Fiir eine endliche Menge A gilt |24| = 2/Al.

Beweis: Sei A= {a1,...,an}.
Eine Teilmenge B C A kann mit der Abbildung fg : A — {0,1} mit

0 fallsa¢gB
fa(a) =
5(2) {1 falls 2 € B

identifiziert werden.

Umgekehrt entspricht eine Abbildung f : A — {0,1} der Teilmenge
Ar = (D).

Wir miissen also die Anzahl der Funktionen f : {ai,...,a,} — {0,1}

zahlen.

Diese ist nach Satz 15 gleich 2".
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Kombinatorik: Einfache Identitaten

Es gilt 35 () = 2"

Beweis: Sei A eine Menge mit n Elementen. Dann gilt

“ 009

k=0

()7 ()

Mit Satz 7 und Satz 13 ergibt sich

oG -5 50

AuBerdem gilt fiir i # J:

Il
=
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Kombinatorik: Einfache Identitaten

Es gilt (Z:i) + (";1) =G

Beweis: Sei A eine Menge mit |A| = n und sei a € A beliebig. Dann gilt

(Z‘) = <A \k{a}) U{BU{a}|B e <A \ {"’})}

Die beiden Mengen in dieser Vereinigung sind disjunkt, weshalb gilt:

() = ()

— (") s e ()

- ("))
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Kombinatorik: Einfache Identitaten

Satz 19 (Symmetrie der Binomialkoeffizienten)
Es gilt (k) = (,"4)-

Beweis:
Sei A eine Menge mit |A| = n und sei k < n.

Dann ist die Abbildung f : (’2) — (nf‘k) mit

F(B) = A\ B fiir B € <Z‘>

eine Bijektion.

Also gilt
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Kombinatorik: Einfache Identitaten

Satz 20 (Vandermondische Identitat)
Es gilt:

k

(7)) ()

j=0

Beweis: Seien A und B Mengen mit |[A|=m, |B|=nund ANB =10.

(47 =Gesumise () re(,2)

Jj=0

Es gilt

Die Mengen in dieser Vereinigung sind paarweise disjunkt. Also gilt:
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Kombinatorik: Einfache Identitaten
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Kombinatorik: Der Binomische Lehrsatz

Satz 21 (Binomischer Lehrsatz)

Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 0 und alle reellen Zahlen x,y € R gilt:

(x+y)" = i (Z)Xkyn—k'

k=0

Beweis 1: Induktion iber n.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt

Induktionsschritt: Angenommen es gilt

(x+y)" = zn: (Z) xymh.

k=0
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Kombinatorik: Der Binomische Lehrsatz

(X+y)"+1
n
= (x+y)- Z <:)xky”_k
k=0
n
n
— Z (k) k+1 n—k +Z k>Xkyn k+1
k=0
n+1 n n n
— Z (k B 1>Xkyn+1—k + <k>xkyn+1—k
k=1 k=0

n
N\ o nt1 n n k n+l—k N\ nt+1. 0
o)+ () + () ) mse (D)

n+1 . /n+1 _ n+1
>X0yn+1+z< . >Xkyn+1 k+ <n+1>xn+1y0
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Kombinatorik: Der Binomische Lehrsatz

Beweis 2: Kombinatorischer Ansatz

Schreiben wir

(x+y)"=Kx+y) (x+y) (x+y) - (x+y) (1)

n viele

und multiplizieren das Produkt auf der rechten Seite in Gedanken aus.

Dabei entstehen Terme der Form x*y"—*.

Wie oft entsteht der Term x*y"=k?
Beim Ausmultiplizieren der rechten Seite der Gleichung (1) gibt es genau

(Z) viele Moglichkeiten k mal den Term x (und damit n — k mal den Term

y) auszuwihlen.

Also kommt der Term x¥y"~* genau (Z) oft vor. O
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Kombinatorik: Der Binomische Lehrsatz

Die klassischen binomischen Formeln

(x+y)P? = X422y +y°
(x—y)P = X =2y +y

sind Spezialfille des Binomischen Lehrsatzes.
Ebenso folgt Satz 17 sofort aus dem Binomischen Lehrsatz:

2" = (1+1)" = Z <Z>1k1”—’< - Z (:)

k=0 k=0

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 86 / 344



Graphentheorie: Grundbegriffe

Definition (gerichteter Graph)

Ein gerichteter Graph (engl. directed graph oder Digraph) ist ein Paar

G = (V,E), wobei V # () eine beliebige nicht-leere Menge ist (die Menge
der Knoten), und E C V x V eine bindre Relation auf V ist (die Menge
der Kanten oder die Kantenrelation).

Definition (ungerichteter Graph, einfacher Graph)

Ein Digraph G = (V, E) ist ungerichtetet, falls die Kantenrelation E
symmetrisch ist (d.h. wir kdnnen die Richtung der Kanten vergessen).

Ein einfacher Graph ist ein ungerichteter Graph G = (V/, E), wobei E
zusatzlich irreflexiv ist (d.h. es gibt keine Schlingen).
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Konvention:

o Fiir einen einfachen Graphen G = (V, E) betrachten wir E als eine
Menge von 2-elementigen Teilmengen von V/, d.h.

EC{{xy}|xyeV,x#y}

@ Wenn wir im folgenden nur von einem Graphen sprechen, dann
meinen wir stets einen einfachen Graphen.

Definition (endliche Graphen)

Ein Graph G = (V/, E) ist endlich, falls V endlich ist (dann ist auch E
endlich).

Meistens betrachten wir hier nur endliche Graphen.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Definition (isomorphe Graphen)

Zwei Graphen G; = (V4, E1) und Gy = (Va, Ep) sind isomorph, falls es eine
bijektive Abbildung f : V4 — V5, gibt mit

Vx,y € Vi 1 {x,y} € B < {f(x),f(y)} € E

Wir unterscheiden nicht zwischen isomorphen Graphen.
Beispiel: Die folgenden zwei Graphen sind isomorph.

2—3 2—3

X

1—4 1—4
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Warum beschéaftigen wir uns mit Graphen?

@ Graphen kdnnen zur Modellierung vieler Systeme verwendet werden
(z. B. endliche Automaten, Schaltkreise, StraBennetzwerke,
Computernetzwerke, soziale Netzwerke, Internet).

@ Graphen treten jedoch auch als Datenstrukturen in Gebieten auf, wo
man sie erst nicht vermuten wiirde.
So werden z. B. gerichtete Graphen zur Modellierung des
dynamischen Verhaltens von Hard- und Softwaresystemen eingesetzt
(Model-Checking).

@ Graphen sind mathematisch sehr natiirliche Gebilde.
Trotz ihrer Einfachheit ermoglichen sie eine mathematisch
umfangreiche Theorie.

@ Graphen sind anschaulich, man kann Bilder malen.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

K, bezeichnet den vollstindigen Graphen auf n Knoten:

Ko=({1,....n}{{x,y} |1 <x,y <n,x#y})

Beispiel: Kj: K

Fiir n,m > 1 ist K, p, der folgende Graph:

Knm = ({(1,0) [1<i<npU{(j1)[1<j<m}
{{<i70>7<j?1>} | 1§i§n,1 Sng})

Beispiel: K3 3: %
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Graphentheorie: Grundbegriffe

P, (n > 2) bezeichnet den Pfad auf n Knoten:

Po=({1,....n},{{x,y} |1 <x,y <ny=x+1})

Beispiel: Pq:

Cn (n > 3) bezeichnet den Kreis (engl. circuit) auf n Knoten:

Cn:({lv"'vn}v{{xvy} | 1§X,y§n,y—xe{1,n—1}})

Beispiel: (4: D
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Definition (Teilgraphen)
Sei G ein Graph.

© Ein Teilgraph des Graphen G = (V, E) ist ein Graph G’ = (V', E')
mit V/ C V und E' C E.

@ Ein induzierter Teilgraph des Graphen G = (V/, E) ist ein Teilgraph
G' = (V',E’) von G, fiir den gilt:
Vx,ye Vi {x,y} e E= {x,y} € E
Offenbar ist der induzierte Teilgraph G’ = (V’/, E’) von G schon

eindeutig durch V/ bestimmt. Wir kdnnen also definieren:

© Sei G =(V,E) ein Graph und V' C V. Dann ist G[V’] der durch G
und V'’ eindeutig bestimmte induzierte Teilgraph, d.h.

GIVT= (V' {{xy} | x,y € V', {x,y} € E}).
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Sprechweise: Seien G und H Graphen.

Wir sagen, in G gibt es einen H, falls G einen zu H isomorphen
Teilgraphen hat.

Wir sagen, in G gibt es einen induzierten H, falls G einen zu H
isomorphen induzierten Teilgraphen hat.

Beispiel:
Fiir jedes n > 3 gibt es in C, einen P, aber keinen induzierten P,.
Es gibt aber einen induzierten P,_1 in C,,.

Definition

Sei G = (V,E) ein Graph. Fire€ E sei G\ e= (V,E\ {e}) und fiir
veVsei G\v=G[V\{v}]

Der Graph G \ v entsteht also aus G durch Entfernen von v und allen
Kanten, die v enthalten.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Definition (Nachbarn, Grad eines Knoten)

Sei G = (V,E) ein Graph und U C V.

Ng(U)={y € V|3Ix € U:{x,y} € E} ist die Nachbarschaft von U.
Fiir U = {u} schreiben wir Ng(u) anstatt Ng(U).

Der Grad (engl. degree) von x € V ist dg(x) = |Ng(x)| € NU {o0}
(die Anzahl der Nachbarn von x).

Definition (Wege)

Ein Weg (der Lange n > 2) im Graphen G = (V, E) ist eine Folge von
Knoten [x1,x2,...,%,] mit {xj,xj11} € E firallel1 <i<n-—1

Ein Weg [x1, X2, ..., x| mit x; # x; fiir alle / # j ist ein einfacher Weg.

Die Knoten x; und x, sind die Endpunkte des Weges [x1, x2, . .., Xp].

Ein einfacher Weg der Lange n in G ist also ein zu P, isomorpher
Teilgraph von G.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Definition (zusammenhéngende Graphen)

Ein Graph G = (V, E) ist zusammenhingend, wenn es fiir je zwei Knoten
X,y € V mit x # y in G einen Weg mit den Endpunkten x und y gibt.

Definition (Zusammenhangskomponenten)

Eine Zusammenhangskomponente des Graphen G = (V/, E) ist ein
induzierter Teilgraph G[V'] (V' C V) mit:

o G[V'] ist zusammenhangend.

o Vx e V\ V': G[V'U{x}] ist nicht zusammenh&ngend.

Definition (bipartite Graphen)

Ein Graph G = (V/, E) ist bipartit, wenn es eine Partition V = AU B
(AN B =) gibt mit E C {{a,b} | ac A be B).
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Beispiele:
@ Der Graph K, m (n, m > 1) ist offensichtlich bipartit.
@ P, ist bipartit fiir jedes n > 2.

o (, ist bipartit genau dann, wenn n gerade ist.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Definition (planare Graphen)

Ein Graph G = (V/, E) ist planar, wenn er in die Ebene so eingezeichnet
werden kann, dass sich die Kanten nicht schneiden.

Diese Definition ist noch nicht wirklich formal (kommt noch), sie ist
jedoch hoffentlich unmissverstandlich.

Beispiel:

Ist der folgende Graph planar?

X
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Definition (planare Graphen)

Ein Graph G = (V/, E) ist planar, wenn er in die Ebene so eingezeichnet
werden kann, dass sich die Kanten nicht schneiden.

Diese Definition ist noch nicht wirklich formal (kommt noch), sie ist
jedoch hoffentlich unmissverstandlich.

Beispiel:

Ist der folgende Graph planar?

X

Ja, denn dieser Graph ist genau (4.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Beispiel:

Ist der folgende Graph K33 planar?

=
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Beispiel:

Ist der folgende Graph K33 planar?

=

Er scheint nicht planar zu sein, aber wer weiB!
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Beispiel:

Ist der folgende Graph K33 planar?

=

Er scheint nicht planar zu sein, aber wer weiB!

Spater werden wir beweisen, dass K3 3 nicht planar ist.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Definition (Bidume)

Ein Baum ist ein zusammenhangender Graph G ohne echte Kreise.

Letzteres bedeutet, dass es in G keinen C, gibt, falls n > 3.

Beispiele fiir Baume:

T G

P, ist stets ein Baum.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

(1) G=(V,E) ist ein Baum <—
o G ist zusammenhingend und

e Ve € E: G\ e ist nicht zusammenhangend.
(2) Sei G = (V,E) ein endlicher Baum. Dann gilt:

(a) Es gibt einen Knoten x € V mit dg(x) <1
(b) [VI=I|El+1.
(c) G ist planar.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Beweis von (1):
“«<":Sei G = (V, E) kein Baum aber dennoch zusammenhingend.

Wir zeigen, dass es in G eine Kante gibt, nach deren Entfernen der Graph
immer noch zusammenhangend ist.

In G muss es einen Kreis C, mit n > 3 geben, d.h. es gibt Kanten
{X].)XQ}) {X2)X3}7 ey {Xn_]_,Xn}, {th Xl} S E

mit x; # x; fiir i # j.
~ G\ {x1,x2} weiterhin zusammenhingend, denn zwischen x; und x;
gibt es einen Weg in G \ {x1,x2}: [x2,..., xn, x1].
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Graphentheorie: Grundbegriffe

“=":Sei G = (V,E) ein Baum, und sei e = {x,y} € E beliebig.
Angenommen G \ e ist zusammenhangend.

~> In G\ e gibt es einen einfachen Weg [x, z1, ..., z,, ¥] von x nach y.
Da die Kante e = {x,y} in G\ e nicht vorhanden ist, muss n > 1 gelten.

Damit erhalten wir aber einen Kreis in G aus mindestens 3 Knoten:
[X’Zl"" 7zn7y7X]

Also ist G doch kein Baum.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Beweis von (2a):
Sei G = (V, E) ein endlicher Graph mit Vx € V : dg(x) > 2.
Wir zeigen, dass G kein Baum sein kann.

Wir konstruieren hierzu einen unendlichen Weg [xo, x1, X2, . . .]
({xi,xi+1} € E fiir alle i > 0) wie folgt:

@ Seien xg, x1 € V beliebig mit {xo,x1} € E.
@ Angenommen, Xo, ..., X, sind bereits gewahlt (n > 1).

Wahle Xn+1 € Ng(Xn) \ {Xn—l}
(geht, da x, mindestens 2 Nachbarn hat).

Da G endlich ist, gibt es i < j mit x; = x;.
0.B.d.A. sind die Knoten x;, xjy1,...,Xj—1 paarweise verschieden.
Aus der Konstruktion der Folge [xo, x1, X2, . . .] folgt auBerdem j > i + 3.

~+ [Xiy Xit1, - - -, Xj—1, xi] ist ein Kreis mit mindestens 3 Knoten.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Beweis von (2b):
Induktion iiber |V/|.
IA: |V| = 1. Dieser Fall ist trivial, da |E| = 0.

IS: Die Gleichung |V/| = |E| + 1 sei korrekt fiir alle Biume mit maximal n
Knoten.

Sei G = (V,E) ein Baum mit |V|=n+12> 2.

Wegen (2a) gibt es in G einen Knoten x € V mit dg(x) < 1.

Wegen |V| > 2 muss dg(x) = 1 gelten.

Sei y der eindeutige Nachbar von x.

Dann ist G \ x ein Baum mit n vielen Knoten.

Induktionsvoraussetzung ~~ |V|—1 = |V \ {x}| = |[E\{{x,y}}| +1=|E]|.
Also gilt |V| = |E| + 1.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Beweis von (2c):

Induktion iiber |V/|.

IA: |V| = 1. Dann ist G offensichtlich planar.

IS: Sei jeder Baum mit maximal n Knoten planar.

Sei G =(V,E) ein Baum mit |V|=n+1>2.

Wie bei (2b) gibt es einen Knoten x € V' mit genau einen Nachbarn y.
Dann ist G \ x ein Baum mit n vielen Knoten und somit planar.

Den fehlenden Knoten x mit der Kante {x, y} kénnen wir aber dann
problemlos zu einer planaren Darstellung von G’ hinzufiigen (die Kante
{x, y} darf dabei beliebig kurz sein). O
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Ein Baum G mit mehr als zwei Knoten kann keinen Knoten x mit
dg(x) = 0 enthalten (sonst wére G nicht zusammenhéngend).

Also muss G nach Satz 22 einen Knoten x mit dg(x) = 1 enthalten.

Die Knoten von G mit dg(x) = 1 nennt man auch die Blatter von G.
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Graphentheorie: Grundbegriffe

Sei G = (V/, E) ein endlicher Graph ohne echte Kreise (man nennt einen
solchen Graphen auch einen Wald). Sei z die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten von G. Dann gilt |V| = |E| + z.

Beweis:

Seien (V;, E;) (1 < i < z) die Zusammenhangskomponenten von G.

~ (V, E;) ist ein Baum.

~ Vil = 6|+ 1.

= V=i Vil =X (B +1) = [El + z O
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Graphentheorie: Planare Graphen

Ein Linienzug im R? ist eine Teilmenge L C R?, so dass eine stetige
Bijektion f : [0,1] — L mit £~ stetig existiert.

Die Punkte f(0) und (1) sind die Endpunkte von L.

Eine planare Einbettung des Graphen G = (V, E) in den R? ist ein Paar
(p, ), wobei gilt:
@ p: V — R?ist injektiv und ordnet jedem Knoten einen Punkt des R?
zu.

o (: E — 2% ordnet jeder Kante {x,y} € E einen Linienzug /(x, y)
mit den Endpunkten p(x) und p(y) zu, so dass fiir alle Kanten
{u,v} {x, ¥} € E mit {u, v} # {x,y} gilt:

(£(u, )\ {p(u),p(V)}) N £lx,y) = 0
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Graphentheorie: Planare Graphen

Definition (planare Graphen)

Ein Graph G ist planar, falls er eine planare Einbettung (p, ) in den R2
hat.

Beachte: Im allgemeinen muss ¢(x, y) keine Gerade sein, aber es gilt der
folgenden Satz, auf dessen Beweis wir hier verzichten.

Satz 24 (Satz von Wagner und Fary)

Sei G = (V/, E) planar. Dann gibt es eine planare Einbettung (p,¢) von G,
so dass fiir alle Kanten {x,y} € E gilt:

Ux,y) ={a-p(x)+(1—a) p(y) | a€[0,1]}
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Graphentheorie: Planare Graphen

Betrachte wieder eine planare Einbettung (p, £) eines planaren endlichen
Graphen G = (V, E) in den R?.

Eine Facette dieser Einbettung ist eine maximale Teilmenge F C R? mit:

@ F ist zusammenhéngend, d.h. fiir alle Punkte p1, p2 € F (p1 # p2)
gibt es einen Linienzug L C F mit den Endpunkten p; und ps.

o F ist disjunkt zu allen Linienziigen der Einbettung:
Vi{x,y} e E: Fnl(x,y) =0

Beachte: Da G endlich ist, gibt es genau eine unendliche Facette.

Satz 25 (Eulers Formel, 1758)

Sei G = (V/, E) ein planarer endlicher Graph mit z vielen
Zusammenhangskomponenten. Sei k die Anzahl der Facetten einer
planaren Einbettung von G. Dann gilt: |V| + k = |E| + z + 1.
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Graphentheorie: Planare Graphen

Beispiel: Hier ist eine planare Einbettung des Kj:

K, hat somit 4 Facetten, 4 Knoten und 6 Kanten.

Inder Tat gilt 4 +4 =6 + 1 + 1.
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Graphentheorie: Planare Graphen

Beweis von Eulers Formel: Induktion iiber die Anzahl k der Facetten.
IA: k =1, d.h. es gibt nur die unendliche Facette.

~> in G kann es keinen Kreis Cp, (m > 3) geben.

~» jede Zusammenhangskomponente von G ist ein Baum.

~ |V| = |E| + z (siehe Satz 23)

~ V| +k=|E|+z+1.

IS: k > 2, es gibt also eine endliche Facette.

Sei e = {x,y} € E eine beliebige Kante auf dem Rand dieser endlichen
Facette.

~» G\ e hat weiterhin z viele Zusammenhangskomponenten aber nur noch
k — 1 viele Facetten.
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Graphentheorie: Planare Graphen

Induktionsvoraussetzung fiir G\ e ~ |V|+k—-1=|E|-1+2z+1.
~ |V|+k=|E|+z+1. O

Aus der Eulerformel folgt sofort, dass die Anzahl der Facetten eines
planaren Graphen unabhingig von der konkreten planaren Einbetttung ist.

Die Eulerformel ist auch als Eulerscher Polyedersatz bekannt, denn aus ihr
folgt:

Eulerscher Polyedersatz

Fiir einen (beschréankten und konvexen) Polyeder (z.B. Tetraeder, Wiirfel,
Oktaeder) mit e Ecken, k Kanten, und f Flachen gilt

e+f—k=2
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Graphentheorie: Planare Graphen

Korollar 1 aus Eulers Formel

Sei G = (V, E) endlich und planar, |V| > 3.
Q Esgilt [E| <3-|V|—6.
@ Es gibt einen Knoten x mit dg(x) < 5.
© Ist G zusitzlich bipartit, so gilt |E| <2-|V|— 4.

Beweis: Sei G = (V, E) endlich, planar.

Durch Hinzufiigen weiterer Kanten kdnnen wir erreichen, dass G
zusammenhéngend (und weiterhin planar) ist.

Zu (1): Falls G nur eine Facette hat, ist G ein Baum und es gilt
|E|=|V|—-1<3-|V|—-6da|V|>3.

Falls G mindestens 2 Facetten hat, wird jede Facette von > 3 Kanten
berandet.
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Graphentheorie: Planare Graphen

Ausserdem kommt jede Kante nur im Rand von < 2 Facetten vor.
~~ Anzahl der Facetten < % - |E|.

Eulerformel ~ |V|+2.|E| > |E|+2

~ |[E| <3-|V|—6

Zu (2): Esgilt |[E| =33, cy de(x) <3-|V|—6, d.h.

D de(x) <6 |V|-12.

xeV

Wiirde dg(x) > 6 fiir jeden Knoten x € V gelten, so wiirden wir den
folgenden Widerspruch erhalten:

6-[V|<) do(x)<6-[V|—12
xeVv
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Graphentheorie: Planare Graphen

Zu (3): Sei G nun noch zusatzlich bipartit.

Dann wird jede Facette von mindestens 4 Kanten berandet.

~> Anzahl der Facetten < 1 - |E|.

Eulerformel ~ |V|+3-|E| > |E|+2

~ |[E| <2-|V|—4 O

Korollar 2 aus der Eulerformel

Ks und K33 sind nicht planar.

Beweis:

Waire Ks planar, so wiirde aus Korollar 1 folgen:
10=|E|<3-|V|-6=3-5—-6=0.

Ware K33 planar, so wiirde aus Korollar 1 folgen:

9=|E|<2-|V|-4=2-6—-4=38.
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Graphentheorie: Planare Graphen

In einem gewissen Sinn gilt auch eine Umkehrung von Korollar 2.

Definition (Unterteilung)

Ein Graph H ist eine Unterteilung des Graphen G, falls ein n > 1 und
Graphen G; = (V4, E1), Go = (2, E2), ..., G, = (Vh, Ep) existieren mit
folgenden Eigenschaften:

*] G]_:G, Gn:H
o Firalle 1 <i<n—1gibtesze Vii1\Vjunde={xy} € E mit

Vipp = Viu{z}, Eia = (E\{e}) U{{x z},{z,y}}.

Der Graph Gj;1 entsteht also aus G;, indem die Kante e = {x, y} durch
einen neuen Knoten z in zwei Kanten unterteilt wird.
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Graphentheorie: Planare Graphen

Eine Unterteilung des Ku:

>

Auf den Beweis des folgenden sehr beriihmten Satzes miissen wir leider
aus Zeitgriinden verzichten.

Satz 26 (Satz von Kuratowski, 1930)

Ein endlicher Graph G ist genau dann planar, wenn er keine Unterteilung
von Ks oder K33 enthilt.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Sei G = (V/, E) ein Graph und k > 1. Eine k-Farbung von G ist eine
Abbildung ¢ : V — {1,..., k}, so dass gilt:

Vi{x,y} € E:c(x) # c(y).

Die Farbungszahl x(G) von G ist die kleinste Zahl k > 1, so dass eine
k-Farbung von G existiert.
Beispiele:

o x(Ky,)=n

° x(Km,n) =2

@ x(G) < 2 genau dann, wenn G bipartit ist.

o x(Pn) =2

@ Falls n gerade: x(C,) = 2, falls n ungerade: x(C,) =3
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Anwendungsbeispiel: Stundenplanung
Das Erstellen eines Stundenplans bei dem alle Wiinsche von Lehrenden und
Studierenden erfiillt sind, kann auf ein Farbungsproblem reduziert werden.
@ Knoten des Graphen: Alle Vorlesungen des aktuellen Semesters (DMI,
ADS, etc.)
@ Farben: mogliche Zeiten (z.B. Mo 16-18, Mi 14-16)

@ Kanten: Die Vorlesungen A und B sind durch eine Kante verbunden,
falls A und B von der gleichen Lehrkraft angeboten werden, oder es
einen Studierenden gibt, der sowohl A als auch B besuchen will.

Wir gehen hier von geniigend Raumen aus.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Der Maximalgrad A(G) des Graphen G ist A(G) = max{ds(x) | x € V}.

Fiir jeden endlichen Graphen G gilt x(G) < A(G) + 1.

Beweis: Wir definieren eine Farbung c: V — {1,...,A(G)+ 1} von G
mit dem folgenden Greedy-Algorithmus:
C:=10
while C # V do
Wahle x € V' \ C beliebig.
Wiahle f € {1,...,A(G) + 1} \ {c(y) | y € CN Ng(x)} beliebig.  (¥)
c(x):=f, C:=CU{x}

endwhile
Beachte: Wegen |{c(y) | y € C N Ng(x)}| < A(G) gibt es die Farbe f in
(*) tatsachlich. O
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Im Allgemeinen gilt x(G) = A(G) + 1, z. B.
o x(Kn)=n=A(K,)+1
@ Fiir m ungerade gilt x(Cpy) =3 =A(Cp) + 1

Dies sind aber auch alle Beispiele:

Satz 28 (Brooks, 1941)

Sei der endliche zusammenhingende Graph G kein K, und kein C,, fiir m
ungerade. Dann gilt x(G) < A(G).

Fiir den Beweis benotigen wir das folgende Lemma:

Sei G = (V/, E) ein endlicher zusammenhangender Graph, so dass ein
x € V mit dg(x) < A(G) existiert. Dann gilt x(G) < A(G).
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Beweis von Lemma 1:
Sei G = (V, E) endlich und zusammenhangend und sei dg(x) < A(G).
Sei 5o := {x}.
Fiir i > 1 definiere nun sukzessive Schichten S; durch
Si = Ng(Si—1) \ (Si-1USi2U---U S).
Beachte:
@ 5;NS;=0firi+#j.
@ Alle Nachbarn eines Knoten x € §; liegen in 5;_1 U S; U 5;41.
@ Jeder Knoten x € S; mit / > 1 hat einen Nachbarn in Schicht S;_;.
o Gendlich ~ Ip>1:5,#0 und Vg > p:5,=0.
® G zusammenhdngend ~» V = S5,US1U---US,.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Wir nummerieren nun die Knoten aus V mit vq,...,v, (n =|V|) durch:
@ Zihle alle Knoten in Schicht Sp auf. ~ vi,..., s
@ Zihle alle Knoten in Schicht Sp_1 auf. ~ vis 11,5 V5,45, |

@ Der Knoten x wird schlieBlich v,.
~» Vi < n:v; hat einen Nachbarn in {vi41,...,v,}
~ Vi< n:|Ng(vi)N{v,...,vi.1}| <A(G) —1
Wir kénnen daher den Greedy-Algorithmus benutzen, um G mit A(G)
vielen Farben zu farben:
@ Farbe die Knoten in der Reihnfolge vy, vo, ..., vj.
@ Dann wird fiir jeden Knoten vy, ..., v,_1 immer eine Farbe aus
{1,...,A(G)} frei sein.
@ Da dg(va) = dg(x) < A(G) — 1 gilt, wird auch fiir v, am Ende noch
eine Farbe aus {1,...,A(G)} frei sein. O
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Beweis des Satzes von Brooks:

Sei der endliche zusammenhangende Graph G kein K, und kein C,, fiir m
ungerade.

Falls A(G) = 0 gilt, ist G = Kiy; Widerspruch!
Falls A(G) =1 gilt, ist G = Kj; Widerspruch!

Falls A(G) = 2 gilt, muss G entweder ein P, (n > 3) oder ein Cp,
(m > 3) mit m gerade sein.

In beiden Féllen gilt x(G) =2 = A(G).
Sei nun A(G) > 3 im folgenden.

Fall 1: Es gibt x € V mit dg(x) < A(G) — 1.
Dann gilt x(G) < A(G) nach Lemma 1.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Fall 2: Vx € V : dg(x) = A(G).

Alle Knoten haben also den gleichen Grad d (= A(G) > 3), man nennt
einen solchen Graphen auch d-regular.

Fall 2a: Es gibt einen Knoten x € V, so dass G \ x nicht
zusammenhangend ist.

Seien G[V4],..., G[V,] (p > 2) die Zusammenhangskomponenten von
G\x,dh V={x}uWVU---UV,.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Betrachte die zusammenhiangenden Graphen H; = G[V; U {x}].
Behauptung: x(H;) < d (= A(G))
Es gilt dy,(x) < dg(x) =d, d.h. dy,(x) < d —1.

Falls A(H;) < d — 1, kann H; mit A(H;) + 1 < d vielen Farben gefarbt
werden.

Gelte also A(H;) = d.

Da in H; ein Knoten (ndmlich x) mit Grad < d — 1 = A(H;) — 1 existiert,
konnen wir nach Lemma 1 H; mit A(H;) = d vielen Farben farben.

Dies beweist die Behauptung.
In den d-Farbungen der Graphen H; = G[V1 U{x}],..., H, = G[V,U{x}]
kénnen wir davon ausgehen, dass x jeweils die gleiche Farbe bekommt.

Wir kdnnen dann diese d-Farbungen zu einer d-Farbung von G vereinigen.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Fall 2b: Fiir jeden Knoten x € V ist G \ x zusammenhangend, aber es
existieren x,y € V, so dass G[V \ {x, y}] nicht zusammenh&ngend ist.

Seien G[V4],..., G[V,] (p > 2) die Zusammenhangskomponenten von
GIV\{x,y}],dh. V={x,y}uViU---UV,.

Beachte: Da G \ x und G\ y zusammenhangend sind, gilt
Ng(x) N Vi £ 0 # Ng(y) NV firalle1 <i<p.

Betrachte die zusammenhingenden Graphen H; = G[V; U {x, y}].
Véllig analog zu Fall 2a kdnnen wir zeigen, dass x(H;) < d gilt.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Behauptung: Fiir alle 1 </ < p existiert eine d-Farbung ¢; von H; mit
Vie{l,...,p} :ci(x) =ci(y) oder Vie{l,...,p}:ci(x)#ci(y)

Wir wissen bereits, dass eine d-Farbung c¢; von H; existiert.
Fall i: {x,y} € E.

~ Vie{l,...,p}:ci(x) # ci(y)

Fall ii: {x,y} ¢ E.

Falls p > 3 gilt dy,(x) < dg(x) —2 =d — 2 fiir alle i.

Wir kénnen dann c;(x) auf eine beliebige Farbe aus
{1,...,d}\ {ci(z) | z € {y} U Ny,(x)} umsetzen.

Gelte also p =2 und sei 0.B.d.A. ci1(x) = c1(y) und c2(x) # ().
Beachte: Es gilt di, (x) + du,(x) = d und duy,(y) + du,(y) = d
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Falls dp,(x) > 2 gilt, folgt dp, (x) < d — 2.

Wir kénnen damit in der Férbung ¢; von Hj die Farbe ci(x) auf eine
beliebige Farbe aus {1,...,d} \ {c1(z) | z € {y} U N, (x)} umsetzen.

Analog kann man im Fall dy,(y) > 2 verfahren.

Sei nun dy,(x) =1 = du,(y) und sei x’ (bzw. y’) der eindeutige Nachbar
von x (bzw. y) in H,.

Da d > 3, gibt es eine Farbe f € {1,...,d} \ {a(X), c2(y")}.
Also kénnen wir die Farbung ¢ so abdndern, dass cp(x) = f = & (y) gilt.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wie in Fall 2a kénnen wir nun die d-Farbungen ¢; aus der Behauptung
durch Permutieren der Farben zu einer d-Farbung von G zusammensetzen.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Fall 2c: Fiir alle y,z € V, ist G[V \ {y, z}] zusammenhingend.
Da G kein K, ist, aber zusammenhangend ist, existieren 3 verschiedene
Knoten x, x1,x2 € V mit {x,x1},{x,x} € E und {x1,x} & E.
Ausserdem ist G[V \ {x1, x2}] zusammenhangend.
Wir generieren nun wieder eine Auflistung v4,..., v, von V:

@ Sei vi :=xq, v := x», und v, = x.

@ Sei v,_1 € Ng(v,) beliebig, aber verschieden von v; und v,

(beachte: G[V \ {v1,w}]) ist zusammenhéngend).

o Sei v; € Ng({Vit1,...,Vn}) beliebig, aber verschieden von vy, v,
sowie Viy1,..., Vy.

o Sei vz € Ng({va, ..., vn}) beliebig, aber verschieden von vy, v, sowie
V4g,...,Vn.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Da G[V \ {v1, »}] zusammenhingend ist, gibt es eine solche Auflistung.
Wir generieren nun eine d-Farbung ¢ von G:
@ Wihle eine beliebige Farbe f € {1,...,d} und setze
c(v1) = c(v2) = f (geht, da {vi, v} = {x1, %} &€ E).
@ Farbe nun die Knoten vs, ..., v,_1 in dieser Reihnfolge.

Da v; fir 3 <i < n— 1 mindestens einen Nachbarn in {vit1,...,v,}
hat, ist immer eine der d vielen Farben fiir v; frei.

@ Da v, = x zu vy und v, benachbart ist, und c(v1) = c(v2) gilt, sind
die Nachbarn von v, mit hochstens d — 1 vielen Farben gefarbt.

Also ist auch noch fiir v, eine Farbe frei.

Dies beendet den Beweis des Satzes von Brooks. O
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Einer der beriihmtesten Satze der Graphentheorie lautet:

Vierfarbensatz (Appel, Haken, 1977)

Fiir jeden endlichen planaren Graphen G gilt x(G) < 4.

Bemerkungen:

@ Es existiert momentan kein Beweis des Vierfarbensatzes der ohne
Rechnerunterstiitzung auskommt.

@ Der Vierfarbensatz besagt, dass jede Landkarte mit hochstens 4
Farben so gefarbt werden kann, dass keine zwei aneinander
grenzenden Lander die gleiche Farbe erhalten.

@ Es gibt planare Graphen G mit x(G) > 3 (und damit x(G) = 4).
Das Problem, festzustellen, ob ein gegebener planarer Graph mit 3
Farben gefarbt werden kann, ist jedoch relativ schwierig
(NP-vollstindig, sieche Mastervorlesung Komplexitatstheorie).
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Wir werden hier die folgende Abschwachung des Vierfarbensatzes zeigen:

Fiinffarbensatz

—

Fiir jeden endlichen planaren Graphen G gilt x(G) < 5.

Beweis: Sei G = (V, E) planar.

Induktion iiber |V/.

Der Fall |V| <5 ist klar. Sei nun |V| > 6.

Korollar 1 aus Eulers Formel ~- es gibt x € V mit dg(x) <5.

Induktionsannahme ~~ G\ x hat eine 5-Firbung
c: V\{x} —{1,2,3,4,5}.

Sei C ={c(y) | {x,y} € E} die Menge der Farben der Nachbarn von x.
1.Fall: |C] < 4. ~~ féarbe x mit einer Farbe aus {1,2,3,4,5} \ C.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

2.Fall: |C| = 5. Insbesondere hat x genau 5 Nachbarn.

Sei x1, X0, X3, X4, X5 eine Liste der Nachbarn von x im Uhrzeigersinn:

X2 X3

x;—X—x4

X5

0.B.d.A. gelte c(x;) = i.
Definition: Ein (1,3)-Weg zwischen x; und x3 ist ein Weg [y1,y2, - - -, Y2n]
in G\ x (n>1) mit:
® y1 = X1, Yon = X3, d.h. x3 und x3 sind die Endpunkte des Weges.
@ c(y2i—1) =1, c(y2;) = 3 fiir alle 1 < < n, d.h. die Farbe entlang des
Weges alterniert zwischen 1 und 3.

Analog definieren wir den Begriff eines (2,4)-Weges in G \ x zwischen x;
und xg.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Ein (1,3)-Weg zwischen x; und x3:
3—
1
177N

| X2 X3

3
N —X—x
X5
Behauptung: Es kann nicht gleichzeitig ein (1, 3)-Weg zwischen x; und x3
sowie ein (2,4)-Weg zwischen x; und x4 existieren.

Denn ware dies der Fall, so miissten sich die beiden Wege auf Grund der
Planaritdt von G in einem Knoten schneiden, was aber nicht méglich ist:
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

0.B.d.A. existiere kein (1,3)-Weg zwischen x; und x3.
Wir dndern nun die Farbung ¢ von G \ x mit folgenden Algorithmus ab:

U:={x}; f:=1,
while U # () do
if f =1 then
f=3
else (wir haben dann f = 3)
f=1
endif
forally € Udo c(y) = f
U={zeV\{x}|c(z)=Ff,FyeU:{y,z} € E}
endwhile

Dieser Algorithmus produziert wieder eine korrekte 5-Farbung ¢ von G \ x
mit c(x1) = 3.
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Graphentheorie: Farbungen von Graphen

Da es ausserdem keinen (1,3)-Weg von x; nach x3 gibt, wird die Farbe
von x3 durch den obigen Algorithmus nicht verandert, d.h. es gilt weiterhin

C(X3) =3.
Wir kénnen nun ¢ durch ¢(x) := 1 zu einer 5-Farbung des gesamten

Graphen G erweitern. O
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Graphentheorie: Matchings

Definition (Matching)

Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Matching (oder eine Paarung) von G ist
eine Teilmenge M C E, so dass gilt:

Ve, e M:e#e =enée =10

Ist G endlich, so ist ein groBtes Matching von G iein Matching M, so dass
fir alle Matchings M’ von G gilt: |[M'| < |M].

Die Matchingzahl 11(G) von G ist die Anzahl der Kanten in einem gréBten
Matching von G.

Ein perfektes Matching von G ist ein Matching M, so dass fiir alle x € V
eine Kante e € M mit x € e existiert (d. h. alle Knoten werden von M
beriihrt).

Beachte: Ein endlicher Graph G = (V, E) kann nur dann ein perfektes
Matching haben, wenn | V| gerade ist. Ein perfektes Matching ist stets ein
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Graphentheorie: Matchings

Beispiel:
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Graphentheorie: Matchings

Beispiel: ein Matching, welches jedoch nicht perfekt ist.

N
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Graphentheorie: Matchings

Definition (alternierende Wege)
Sei G = (V/, E) ein endlicher Graph und M C E ein Matching von G.

Ein Knoten x € V ist M-saturiert, wenn eine Kante e € M mit x € e
exisitert.

Ein M-alternierender Weg ist ein einfacher Weg [v1, v2,...,v,] in G, so
dass fiir alle 1 </ < n— 2 gilt:

{V,', V,'+1} EM <= {Vi+17 Vi+2} ¢ M.

Ein M-alternierender Weg [v1, va, ..., v,] ist M-erweiternd, wenn v; und
v, beide nicht M-saturiert sind.

Beachte: Fiir einen M-erweiternden Weg [v1, va, ..., v,] muss n gerade
sein.
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Graphentheorie: Matchings

Beispiel: ein Matching M
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Graphentheorie: Matchings

Beispiel: ein M-erweiternder Weg.

N
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Graphentheorie: Matchings

Satz 29 (Berge, 1957)

Sei G ein endlicher Graph und sei M ein Matching von G.

M ist ein groBtes Matching von G genau dann, wenn es keinen
M-erweiternden Weg gibt.
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Graphentheorie: Matchings

Satz 29 (Berge, 1957)

Sei G ein endlicher Graph und sei M ein Matching von G.

M ist ein groBtes Matching von G genau dann, wenn es keinen
M-erweiternden Weg gibt.

Beispiel: ein M-erweiternder Weg.

N
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Graphentheorie: Matchings

Satz 29 (Berge, 1957)

Sei G ein endlicher Graph und sei M ein Matching von G.

M ist ein groBtes Matching von G genau dann, wenn es keinen
M-erweiternden Weg gibt.

Beispiel: ein groBeres Matching.
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Graphentheorie: Matchings

Beweis des Satzes von Berge:

“=": Sei M ein groBtes Matching von G = (V, E).
Angenommen es gibt einen M-erweiternden Weg [vi, va, ..., vom].
Sei e = {vj,vip1} fir1 <j<2m-—1.

~ €1,63,...,0m-1 € Mund e, e4,...,e0m 0 € M.

Sei M= (M\{ez, e4,...,&2m-2})U{er,€3,...,m-1}

~» M’ ist ein Matching von G mit |M’| > |M|, Widerspruch.

“<": Angenommen es gibt keinen M-erweiternden Weg.
Angenommen es gibt ein Matching M’ von G mit |M'| > |M].
Definiere den Graphen H = (V, (M \ M")U (M'\ M)).

~ Vx eV idy(x) <2

~> Jede Zusammenhangskomponente ist ein Ki, ein P, oder ein C,.
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Graphentheorie: Matchings

Falls eine Zusammenhangskomponente von H ein Kreis C, ist, muss n
gerade sein, da sich Kanten aus M und M’ entlang von C, abwechseln
mussen.

Also gibt es in C, genauso viele Kanten aus M wie M'.

Wegen |M’| > |M| muss mindestens eine Zusammenhangskomponente H’
von H ein Pfad P, sein, der mit einer Kante aus M’ beginnt und endet.

Sei [x1,x2, ..., xpn] der zu dieser Zusammenhangskomponente gehdrende
einfache Weg.

~ [x1,X2, ..., Xn| ist M-alternierend.
Ausserdem sind x; und x, nicht M-saturiert:
Ware etwa {x1,y} € M, dann folgt y # x wegen {x1,x2} & M.

Dann wiirde aber y zur Zusammenhangskomponente H' gehoren,
Widerspruch! O
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Graphentheorie: Matchings

Definition (Knoteniiberdeckung)
Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Knoteniiberdeckung (engl. vertex cover)

von G ist eine Teilmenge C C V/, so dass gilt:

Veec E:enC #0.

Die Knoteniiberdeckungszahl v(G) von G ist die Anzahl der Knoten in
einer kleinsten Knoteniiberdeckung von G.

Beispiel: eine Knoteniiberdeckung.
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Graphentheorie: Matchings
Sei G ein Graph. Dann gilt u(G) < ~(G).

Beweis:

G hat eine Matching M bestehend aus 1(G) vielen Kanten.

Jede Knoteniiberdeckung C von G muss aus jeder Kante in M einen der
beiden Endpunkte enthalten.

~ €] = [M] = p(G) O

Bemerkung: Im Allgemeinen gilt 4(G) < v(G).
Z. B. gilt u(K3) =1 und v(K3) = 2.
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Graphentheorie: Matchings

Satz 30 (Konig, 1931)

Sei G ein bipartiter Graph. Dann gilt u(G) = v(G).

Beweis:

Sei G = (AU B, E) bipartit, ANB =0, EC {{a,b} |ac A, be B}.
Wegen Lemma 2 geniigt es zu zeigen: u(G) > v(G)

Sei hierzu M ein gréBtes Matching von G.

Wir konstruieren eine Knoteniiberdeckung C mit |C| = |M| = u(G).

Hierzu kommt fiir jede Kante {a, b} € M (a € A, b € B) nach folgender
Regel genau ein Knoten nach C:

@ Falls in b ein M-alternierender Weg [&/, . .., b] endet, dessen
Anfangsknoten a’ € A nicht M-saturiert ist: b kommt nach C.

@ Ansonsten kommt a nach C.
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Graphentheorie: Matchings

Behauptung: C ist eine Knoteniiberdeckung von G.

Sei {a, b} € E eine beliebige Kanten von G. Wir zeigen: C N {a, b} # 0.
Fall 1: {a,b} € M.

Dann gilt a € C oder b € C nach Konstruktion von C.

Fall 2: {a, b} & M.

Da M ein groBtes Matching von G ist, ist a oder b M-saturiert (sonst
konnten wir die Kante {a, b} noch zum Matching hinzunehmen).

Fall 2.1: a ist nicht M-saturiert und b ist M-saturiert.

Dann ist [a, b] ein M-alternierender Weg, der in einem nicht M-saturierten
Knoten beginnt.

Da b zu einer Kante aus M gehért, gilt b € C nach Konstruktion von C.
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Graphentheorie: Matchings

Fall 2.2: a ist M-saturiert; sei etwa {a, b’} € M.
Es gilt entweder a € C oder b’ € C.
Wenn a € C gilt, sind wir fertig; gelte also b’ € C.

Nach Konstruktion von C endet in b’ ein M-alternierender Weg

=[4d',...,b], dessen Anfangsknoten a’ nicht M-saturiert ist.
Aus dem Weg Pab = [2/,. , 3, b] kdnnen wir dann einen
M-alternierenden Weg P’ = [ ,...,b] durch Entfernen von eventuellen

Zyklen konstruieren.
Ware b nicht M-saturiert, so wire P’ ein M-erweiternder Weg.

Nach dem Satz von Berge ware dann M kein groBtes Matching,
Widerspruch!.

Also ist b M-saturiert.

Dann gilt b € C nach Konstruktion von C. O

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 151 / 344



Graphentheorie: Matchings

Satz 31 (Heiratssatz von Hall, 1935)

Sei G = (AU B, E) ein endlicher bipartiter Graph. Folgende beiden
Eigenschaften sind dquivalent:

(1) Es gibt ein Matching M von G, so dass jeder Knoten in A M-saturiert
ist.

(2) VCC A [Ng(C)| = |C]

Beweis:

(1) = (2): Sei M ein Matching von G, so dass jeder Knoten in A
M-saturiert ist, und sei C C A.

Dann besteht die Menge {b € B |3a € C: {a,b} € M} aus genau |C|
vielen Knoten.

~ [Ne(O)] = [C]
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Graphentheorie: Matchings

(2) = (1): Angenommen es gibt kein Matching von G, so dass jeder
Knoten in A M-saturiert ist.

~ p(G) < A

Satz von Kénig ~~ v(G) < |A|.

Sei C C AU B eine Knoteniiberdeckung von G mit |C| < |A|.
Sei C=AUB mit AACAund B' C B.

o A+ B = [C] < AL d. h. [B] < |A] - |A] = |A\ A

Da C = A’ U B’ eine Knoteniiberdeckung ist, kann es keine Kanten in G
zwischen A\ A’ und B\ B’ geben.

s NG(A\ A) C B, d. h. [Ng(A\ A)| < |B|
w [NG(A\A)] < A\ A, =
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Graphentheorie: Euler- und Hamiltonpfade

Sei G = (V/, E) ein endlicher Graph.

@ Ein Eulerpfad in G ist ein Weg [x1,x2,...,Xp] in G, so dass fiir jede
Kante e € E genau ein i € {1,...,n— 1} mit e = {x;, xj+1} existiert.
Jede Kante wird also genau einmal besucht.

@ Ein Eulerkreis in G ist ein Eulerpfad [x1, x2, ..., xp] mit x3 = x,.

@ Ein Hamiltonpfad in G ist ein Weg [x1, X2, ..., Xx,] in G, so dass fiir
jeden Knoten x € V genau ein i € {1,...,n} mit x = x; existiert.

Jeder Knoten wird also genau einmal besucht.

@ Ein Hamiltonkreis in G ist ein Hamiltonpfad [x1, x2, . . . , x,] mit
{xn,x1} € E.
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Graphentheorie: Euler- und Hamiltonpfade

Satz 32 (Euler, 1736)

Sei G ein endlicher Graph ohne Knoten von Grad 0. Sei d,, die Anzahl der
Knoten mit ungeraden Grad.

(1) G hat einen Eulerpfad genau dann, wenn G zusammenhingend ist
und d, € {0,2}.

(2) G hat einen Eulerkreis genau dann, wenn G zusammenhingend ist

und d, = 0. |
Beweis:
“=": Angenommen G hat einen Eulerpfad P = [x1, x2, ..., Xp].

Da jeder Knoten Grad mindestens 1 hat, muss G zusammenhingend sein.

Sei zunachst x; # x,, d. h. P ist kein Eulerkreis.
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Graphentheorie: Euler- und Hamiltonpfade

Man kann dann den Grad eines Knoten x € V z3dhlen, indem man P
ablauft:

de(x) 2-{i|2<i<n—-1x =x} falls x1 # x # x,
X) =
¢ 2. {i|2<i<n—1,x=x}+1 fallsx=x; oder x = x,

Also hat jeder Knoten in V' \ {x1, x,} geraden Grad, und x; und x, haben
ungeraden Grad, d. h. es gilt d, = 2.

Gilt hingegen x; = x, (d. h. P ist ein Eulerkreis), so haben auch x; und x,
geraden Grad, d. h. es gilt d, = 0.

“«<": Sei G zusammenhangend und gelte d, = 0 oder d, = 2.

Betrachte zunachst den Fall d, = 0.

Wir zeigen, dass G einen Eulerkreis hat.

Sei P = [x1,x2,...,Xp] ein langster Weg in G, der keine Kante zweimal
durchlauft.
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Graphentheorie: Euler- und Hamiltonpfade

Da jeder Knoten geraden Grad hat, kann P nicht mit einem Knoten aus
V\ {x1} enden.

Also gilt x, = x.
Angenommen es gibt eine Kante e € E, die in P nicht durchlaufen wird.

Da G zusammenhidngend ist, gibt es dann auch eine solche Kante
e ={x,y} mit x € {x1,...,x,}, die in P nicht durchlaufen wird.

Sei etwa x = x;. Dann ist [y, Xj, Xj+1, ..., Xn, X2, . .., X;| €in Weg, der keine
Kante zweimal durchlduft und langer als P ist, Widerspruch!

Also besucht P jede Kante aus G und ist somit ein Eulerkreis.

Der Fall d, = 2 kann 3hnlich behandelt werden (Ubung). O
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Graphentheorie: Euler- und Hamiltonpfade

Es gibt keine so einfach Charakterisierung von Graphen mit
Hamiltonpfaden (Hamiltonkreisen) wie im Satz von Euler.

Dies hat einen tieferen Grund: Die Frage, ob ein gegebener Graph einen
Hamiltonpfad (Hamiltonkreis) hat, ist NP-vollstéandig (siehe
Mastervorlesung Komplexitatstheorie), und ist damit wohl recht schwierig
zu |0sen.

Es gibt jedoch eine Reihe von hinreichenden Kriterien fiir die Existenz von
Hamiltonkreisen, z. B.:

Satz 33 (Ore, 1960)

Sei G = (V, E) ein endlicher zusammenhdngender Graph mit n = |V/|
Knoten, so dass fiir alle Knoten x,y € V gilt:

({xyt ¢Eundx#y) = dc(x)+ds(y)=n.

Dann hat G einen Hamiltonkreis.
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Graphentheorie: Euler- und Hamiltonpfade

Beweis: Angenommen, die Aussage im Satz von Ore ware falsch.

Sei der Graph G = (V, E) ein Gegenbeispiel zum Satz von Ore, d. h.:

@ W,y e Vi(Ixy}l ¢ Eund x £y) — da(x)+do(y) = n=|V|
@ G hat keinen Hamiltonkreis.

Wir kdnnen davon ausgehen, dass G einen Hamiltonkreis hat, falls wir eine
beliebige Kante zu G hinzufiigen, denn:

@ fiigt man Kanten zu G hinzu, so bleibt Bedingung (1) weiterhin wahr

@ und spatestens K, hat einen Hamiltonkreis.
Da G kein K, ist, existieren x,y € V mit x # y und {x,y} & E.

Dann hat G’ = (V, EU{{x, y}}) einen Hamiltonkreis, und dieser muss die
Kante {x, y} durchlaufen (sonst hatte bereits G einen Hamiltonkreis).

Also gibt es in G einen Hamiltonpfad [x = v1,v2..., v, = y] von x nach y.
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Graphentheorie: Euler- und Hamiltonpfade

Sei A= Ng(x) und B={v; |2<i<n,vi_1 € Ng(y)}.
Wegen v, =y & Ng(y), gilt |B| = [Ng(y)| = ds(y).

o |Al+ |B] = de(x) + do(y) > 1, da {x,y} ¢ E und x £ y.
Aber vi =x ¢ AUB,d. h. [ AUB| <n-—1.

~ ANB#, sei v e AN B.

Wegen v; € Bgilt i >2und {vi_1,y} € E

Dann hat aber G (entgegen unserer Annahme) doch einen Hamiltonkreis:
[X =V, V2,..., Vi1, Y = Vn, Vp—1,- -+, Vi]

Beachte hierbei: {v;, x} € E wegen v; € A. O
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Graphentheorie: Beweis des Satzes von Cantor, Schroder

und Bernstein (Satz 1)

Erinnerung: Der Satz von Cantor, Schréder und Bernstein besagt:
Wenn fiir Mengen A und B injektive Abbildungen f : A — B und

g : B — A existieren, dann existiert auch eine bijektive Abbildung
h:A— B.

Beweis: Seien f : A — B und g : B — A injektiv, 0.B.d.A. AN B # (.
Wir definieren einen unendlichen bipartiten Graphen G = (V, E) wie folgt:
o V=AUB
o £={{a,f(a)} |ac A} U{{b,g(b)} | b€ B}

Dann hat jeder Knoten in G Grad 1 oder 2.
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Graphentheorie: Beweis des Satzes von Cantor, Schroder

und Bernstein (Satz 1)

Um eine Bijektion h: A — B zu konstruieren, geniigt es, fiir jede
Zusammenhangskomponente H = G[U] von G eine Bijektion
hy : UNA — UnN B zu konstruieren.

Sei H = G[U] eine Zusammenhangskomponente von G.
Fall 1: U enthilt einen Knoten a; € A\ g(B).

Dann gilt U = {a1, b1, az, ba, as, bz, ...} mit f(a;) = b; und g(b;) = ai+1
fir alle i > 1.

Dann gilt a; # a; und b; # b fiir i # j, d.h. alle Knoten in der Liste
ai, b1, ap, by, as, bz, ... sind paarweise verschieden.

Dann definiert hy(a;j) = b; eine Bijektion von U N A nach U N B.
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Graphentheorie: Beweis des Satzes von Cantor, Schroder

und Bernstein (Satz 1)

Fall 2: U enthilt einen Knoten by € B\ f(A).

Dann gilt U = {b1, a1, b2, a2, b3, as, ...} mit g(b;) = a; und f(a;) = bj11.
Dann gilt wieder a; # aj und b; # b; fiir i # j, d.h. alle Knoten in der
Liste b1, a1, b, as, b3, as, ... sind paarweise verschieden.

Dann definiert hy(a;) = b; eine Bijektion von U N A nach U N B.

Fall : UNAC g(B) und UN B C f(A) gilt.

Dann ist aber die Abbildung hy : UNA — UN B mit hy(a) = f(a) fir
a € U N A eine Bijektion:

@ Da f injektiv ist, ist auch hy injektiv.

@ Sei be UNB. Wegen UN B C f(A) existiert ein a € A mit f(a) = b.
Da a in der gleichen Zusammenhangskomponente wie b liegt, muss
aec UN A gelte.

O

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 163 / 344



Ramseytheorie

Grundidee: Finde geordnete Teilstrukturen in beliebigen Strukturen.

Im Folgenden bezeichnet [n] das Interval {1,...,n} und ([g]) die Menge
aller 2-elementigen Teilmengen von [n].

Sei c: ([g]) — [r] eine Farbung aller 2-elementigen Teilmengen von [n] mit
r vielen Farben.
Eine Teilmenge A C [n] heiBt c-monocromatisch, falls eine Farbe i € [r]
gibt mit

Vx,y e A:x#y = c({x,y})=1.

Ramseys Theorem, 1930

Fiir alle r > 1, k > 2 existiert eine Zahl R mit folgender Eigenschaft:

Fiir jede Farbung c : (['2?]) — [r] existiert eine c-monocromatische
Teilmenge A C [R] mit |A| > k.

Mit R(r, k) bezeichnen wir die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft.
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Ramseytheorie

Ramseys Theorem kann als eine 2-dimensionale Verallgemeinerung des
klassischen Schubfachprinzips angesehen werden.

Schubfachprinzip

Fiir alle r > 1, k > 2 existiert eine Zahl S mit folgender Eigenschaft:

Fiir jede Farbung c : [S] — [r] existiert Farbe i € [r] und eine Teilmenge
A C [S] mit (i) |A] > k und (ii) Vae A: c(a) =i.

Wir kdonnen natiirlich S = r - k wahlen.

Etwas umgangssprachlicher: Farbt man r - k viele Objekte mit r Farben
(jedes Objekt bekommt genau eine Farbe), so muss eine Farbe mindestens
k mal vorkommen.
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Korollar aus Ramseys Theorem

Sei G ein Graph mit mindestens R(2, m) vielen Knoten. Dann gibt es in G
oder im Komplementgraphen G einen K.

Beispiel (m = 3): In jedem Graph G = (V, E) mit 6 Knoten gibt es
entweder in G oder in G einen Kj:

Begriindung: Sei V ={1,2,3,4,5,6}.

Fiir Knoten 1 gilt dg(1) + dg(1) = 5.

Also gilt entweder dg(1) > 3 oder d=(1) > 3.

Sei etwa ersteres der Fall, und gelte etwa {1,2},{1,3},{1,4} € E.

Falls es eine Kante zwischen den 3 Knoten 2,3, 4 gibt, haben wir einen K3
in G gefunden.

Falls es keine Kante zwischen den 3 Knoten 2,3, 4 gibt, haben wir einen
Kz in G gefunden.
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Fiir Graphen mit nur 5 Knoten gilt diese Konklusion nicht mehr
notwendigerweie:

Es gilt also R(2,3) = 6.

Intuitiv: Auf jeder Party mit mindestens 6 Leuten gibt es immer 3 Leute,
die sich gegenseitig kennen, oder es gibt 3 Leute, die sich nicht kennen.

Bemerkung: Im Satz von Ramsey kénnen wir natiirlich die Menge [R]
durch eine beliebige Menge mit R Elementen ersetzen. Dies haben wir im
obigen Beispiel bereits getan, und wir werden es auch im folgenden Beweis
tun.
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Beweis des Satzes von Ramsey:

Durch Induktion (iber die Zahlen r, kq,..., k. zeigen wir die folgende
allgemeinere Aussage:

Fir alle r > 1, ki,..., k- > 2 existiert eine Zahl R.(r, ki,..., k;) mit:

Fiir jede Farbung c: ([R*(r’ké""’k’)]) — [r] existiert eine Farbe i € [r] und
eine Teilmenge A C [R.(r, k1,. .., k)] mit:

e Vx,yeA:ix#y = c({x,y}) =1
o Al > ki
Fall 1: r = 1. Wahle R.(1, k) = k.
Fall 2: r > 2 und es gibt ein / mit k; = 2, sei 0.B.d.A. i = 1.
Nach Induktion existiert R.(r — 1, ka, ..., k,) und wir kdnnen
RA(r.2,ks ... k) = Ru(r — 1, ko, ..., k)

setzen (warum?).
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Fall 3: r > 2 und k; > 2 fiir alle /.
Nach Induktion existieren die Zahlen

Ki = Ru(r ki, ... ki—1, ki — 1, kiva, ..., kr).
Definiere dann R =1+, Ki.

Sei nun ¢ : ([’2?]) — [r] eine beliebige Firbung. Wir zeigen, dass eine Farbe
i und eine Teilmenge A C [R] mit |A| > k; existiert, deren 2-elementige
Teilmengen alle mit i gefarbt sind.

Definiere eine Farbung ¢’ der Elemente aus [R — 1] = [>_7_; K] wie folgt:
Vx € [R—1]: c'(x) = c¢({x, R}).
Nach dem Schubfachprinzip muss es eine Farbe i und eine Teilmenge
B C [R — 1] geben mit:
eVxeB:cd(x)=i (v VYxeB:c({x,R})=1)
o |B| > Ki=R.r,ki,...,ki—1, ki — 1, kiy1,..., k)
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Wir betrachten nun die Farbung c: (['2?]) — [r], eingeschrankt auf die
Menge B.

Nach Definition von R.(r, ki,...,ki—1,ki — 1, kit1,...,k,) muss einer der
beiden folgenden Fille existieren.

Fall 3.1: Es gibt eine Farbe j # i und eine Teilmenge C C B mit |C| > k;,
so dass alle 2-elementigen Teilmengen von C durch ¢ mit der Farbe j
gefarbt werden.

Dann sind wir fertig.

Fall 3.2: Es gibt eine Teilmenge C C B mit |C| > k; — 1, so dass alle
2-elementigen Teilmengen von C durch ¢ mit der Farbe i geférbt werden.

Dann werden alle 2-elementigen Teilmengen von C U {R} durch ¢ mit der
Farbe i gefarbt.

Ausserdem gilt |C U {R}| > k;. O
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Wir hatten uns iiberzeugt, dass R(2,3) = 6 gilt (fiir jeden Graphen G mit
mindestens 6 Knoten enthalt entweder G oder G einen K3).

Weiterhin ist R(2,4) = 18 bekannt, aber bereits R(2,5) ist nicht bekannt.

Im Allgemeinen ist jedoch das Wissen iiber die genauen Werte der
Ramseyzahlen R(r, k) sehr beschréankt.

Die besten allgemeinen Schranken fiir den Fall r = 2 (2 Farben) sind:

e R(2,m) < 227'" (Thomason 1988)

o R(2,m) >2m/2 (Erdos 1961)
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Ein weiteres beriihmtes Resultat aus der Ramseytheorie behandelt
arithmetische Progressionen.

Eine arithmetische Progression ist eine endliche Teilmenge A C N, so dass
drei Zahlen b, k, p € N existieren mit:

A={b+x-p|0<x<k}

Der Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Zahlen in A ist also stets
gleich (hier p).

Van der Wardens Theorem, 1927
Fiir alle r > 1, k > 2 existiert eine Zahl W mit folgender Eigenschaft:

Fiir jede Farbung c : [W] — [r] existiert eine Farbe i € [r] und eine
arithmetische Progession A C [W] mit |A| > k und Va € A: c(a) = 1.
Mit W (r, k) wird die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft bezeichnet.
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Die Bestimmung von moglichst genauen unteren und oberen Schranken fiir
die Zahlen W(r, k) ist ein beriihmtes Problem der Kombinatorik (und
noch schwieriger als fiir die Ramseyzahlen R(r, k)).

Der aktuelle Kenntnisstand ist:

e W(2,p) > (p—1)2P~! falls p eine Primzahl ist (Berlekamp 1968)

ok+9

o W(r, k) < 02" (Gowers 2001)
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Definition (Operationen auf einer Menge)

Sei A eine Menge und n > 1. Eine n-stellige Operation auf der Menge A
ist eine Abbilding
f:A" - A

Besonders wichtig im Folgenden sind 2-stellige Operationen auf der Menge
A, d.h. Abbildungen f : Ax A — A.

Beispiel: + konnen wir als eine 2-stellige Operation auf der Menge N
(oder Z, Q, R) betrachten.

Wir schreiben natiirlich anstatt +(a, b) immer a + b.

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 174 / 344



Algebraische Strukturen: Monoide und Gruppen

Definition (Monoid, Gruppe)

Ein Monoid ist ein Paar (A, o), wobei gilt:
@ A ist eine beliebige Menge.

@ 0: AXx A — Aist eine 2-stellige Operation auf A;
anstatt o(a, b) schreiben wir ao b.

@ o ist assoziativ, d. h. Va,b,c € A: (ao b)oc=ao(boc).

o Es existiert ein neutrales Element e bzgl. o, d. h.
Jec AVac A:ace=¢€eo0a=a.

Ein Monoid (A, o) ist eine Gruppe, falls fiir jedes a € A ein Inverses
existiert: Va€ Adbe€ A:aob=boa= e (wobei e neutral ist).

Aufgrund der Assoziativitdt von o kdnnen wir auf Klammern verzichten,
31 0 a0 ---0 a, ist wohldefiniert; manchmal schreiben wir hierfiir auch
einfach ajas - - - a,.

Das neutrale Element eines Monoids wird auch hdufig mit 1 bezeichnet.
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Einfache Beobachtungen: Sei M = (A, o) ein Monoid.

@ Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt: Sind 1 und 1’ neutral,
sofolgt1=101 =1".

@ Ist M eine Gruppe, so existiert zu jedem Element a € A genau ein
inverses Element: Seien b und c invers zu a. Dann gilt

b=bol=bo(aoc)=(boa)oc=1loc=c.

Wir kénnen daher das zu a inverse Element mit a—! bezeichnen.
Es gilt dann (a7 )"' =aund (aob) L =btoa ! fiiralle a,bc A

Anstatt ao ao--- o a schreiben wir auch a”, wobei a° = 1.
—_—

n-mal

Ist M eine Gruppe, so schreiben wir anstatt a toa to---0a~! auch a=".

v~

n-mal

Beachte: Es gilt a™a" = a™ ™" fiir alle m,n € Z.
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Definition (Kommutative Monoide und Gruppen)

Ein Monoid (eine Gruppe) (A, o) ist kommutativ, falls fiir alle a, b € A gilt:
aob=boa.

Kommutative Gruppen nennt man auch Abelsche Gruppen.

Definition (zykliche Gruppen)

Eine Gruppe (G, o) ist zyklisch, falls ein g € G existiert mit
G={g"|neZ}.
Das Element g bezeichnen wir dann auch als einen Erzeuger von G.

Offensichtlich ist jede zyklische Gruppe kommutativ, denn es gilt

glogh=gM"=g""=g"og".
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Beispiele 1: (Rechnen mit Zahlen)

(R,-) und (Q, ) sind kommutative Monoide.

(R, +), (Q,+), (R\ {0},-), (@\ {0},-) sind Abelsche Gruppen.
(Z,+) ist eine zyklische Gruppe.

Die einzigen beiden Erzeuger von Z sind —1 und 1.

Vorsicht: Wir haben in unseren allgemeinen Definitionen Gruppen

multiplikativ geschrieben: Die Gruppenoperation war o und

a"=3030---02a
N——

n-mal

In der Gruppe (Z,+) ist die Operation +.

Hier schreiben wir n - a anstatt a".
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Beispiele 2: (Rechnen mit Matrizen)

Fir n > 1 sei:

M,(R) = R™" (Menge der (n x n)-Matrizen iiber R)
GL,(R) = {Ae€R™"|det(A)#0}

Wir betrachten die Matrixmultiplikation - als Operation auf diesen Mengen.

Dann gilt fiir alle n > 2:

@ (Mp(R),-) ist ein Monoid, aber keine Gruppe. AuBerdem ist
(Mp(R), -) nicht kommutativ.

@ (GL,(R),-) ist eine Gruppe, die nicht Abelsch ist.
Neutrales Element ist die Einheitsmatrix.

Ist die Determinante einer Matrix M nicht 0, so hat M eine inverse Matrix
M1
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Beispiel 3: (Funktionen)

Zur Erinnerung: Fiir eine Menge A ist A? die Menge aller Funktionen auf
der Menge A.

Auf A? haben wir die Operation o (Komposition oder Verkniipfung von
Funktionen):

(fog)(a) = g(f(a)

Dann ist (A4, o) ein Monoid, aber keine Gruppe und auch nicht
kommutativ (falls A mindestens 2 Elemente hat)

Das neutrale Element ist die Abbildung ids : A — A mit ida(a) = a fir
alle a € A.
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Beispiel 4: (Permutationen)

Sei Sp die Menge aller Permutationen (bijektive Abbildungen) auf der
Menge A. Dann ist (Sa, o) eine Gruppe, die symmetrische Gruppe auf A.

Sie wird auch einfach mit S4 bezeichnet.

Fir S;1,.. .y schreiben wir auch Sj, dies ist eine endliche Gruppe mit n!
Elementen: die symmetrische Gruppe auf n Elementen.

S,, ist fiir n > 3 nicht kommutativ.
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Beispiel 5: (Rechnen modulo n)

Fiir x € Z seien x mod n und x div n die eindeutig bestimmten Zahlen mit
x=(xdivn)-n+(xmodn) und 0<xmodn<n-1

(ganzzahlige Division mit Rest).

Die auf Folie 37 definierte Relation =, auf Z kann man auch definieren

durch:
X =py <= (x mod n)=(y mod n).

Dies ist eine Aquivalenzrelation.
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Anstatt x =, y schreibt man auch x =y mod n.

Offensichtlich gilt x = y mod n genau dann, wenn x — y durch n teilbar ist
(kurz: n | (x —y)).

Es gilt fiir alle x,y,n € Z mit n > 2:

((x mod n) + (y mod n)) modn = (x+y) modn
((x mod n) - (y mod n)) modn = (x-y) modn

Beweis: (2) und (3) sind dquivalent zu
n | (x+y—(x mod n)—(y mod n))
n | (x-y—(xmodn)-(y mod n))

Essei (xmod n)=x—A-nund (y modn)=y —pu-n
(hierbei ist A = x div n und p =y div n).
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Also gilt
x+y—(xmodn)—(ymodn) = x+y—x+AX-n—y+p-n
= (A+p)-n
x-y—(xmodn)-(ymodn) = x-y—(x—A-n)-(y—p-n)
= )\.n.y_i_lu.n.x_)\.'u.n2
ANy+p-x—X-p-n)-n.
d. h. (4) und (5). O

Eine alternative Formulierung von Lemma 34 ist:

Wenn x; = y; mod n und x» = y» mod n, dann gilt auch
X1+ X2 =y1+ y2 mod nund x3 - xo0 = y1 - y» mod n. J

Man sagt auch, dass = (mod n) eine Kongruenzrelation auf Z beziiglich +
und - ist.
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Auf den Zahlen Z, = {0,1,...,n — 1} definieren wir Operationen +, und
-n wie folgt:

(x+ny)=(x+y)modn,  (xny)=(x y)modn
Wegen Lemma 34 sind diese Operationen assoziativ.

(Zp,+n) ist eine endliche zyklische Gruppe (mit Erzeuger 1) und (Zj, »)
ein endliches kommutatives Monoid.

Lemma 34 erlaubt es sehr groBe Zahlen modulo n zu berechnen.

Beispiel: Wir berechnen 730 mod 5 . Es gilt:

72 =49 = 4 mod 5

7" =492=42=16=1mod 5
78 = (72 =1mod5

71 = (7%)2 =1 mod 5

730 =710.78 . 7% .72 =4 mod 5
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Definition (Homomorphismen)

Seien G1 = (Gy,01) und Gy = (Gp, 02) Gruppen. Eine Homomorphismus
von G1 nach G; ist eine Abbildung h: G; — G, mit:

Va,b € Gy : h(aoy1 b) = h(a) o2 h(b)

Beispiel: Die Abbildung f : Z — Z, mit f(x) = (x mod n) ist wegen
Lemma 34 ein Homomorphismus von der Gruppe (Z,+) auf die Gruppe
(Zn,4+n), dieser Homomorphismus ist sogar surjektiv.
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Wichtig: Fiir jeden Homomorphismus h von Gi nach G gilt:

@ Wenn e; das neutrale Element von G; ist (i € {1,2}), dann gilt
h(e1) = e, denn:

h(e1) = h(e1 o1 61) = h(e1) )] h(e1)
und damit: e; = h(ey) oo h(e1)™! = h(e1) 02 h(er) oz h(e1) ™t = h(ey).
o Vac Gy: h(a7t) = h(a)~!: Es gilt:

e = h(e1) =h(aorat)=h(a)os h(at) sowie
& = h(e) =h(atora)=h(at)osh(a)

Wegen der Eindeutigkeit von Inversen impliziert dies h(a=1) = h(a)~!.
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Definition (Isomorphismus)
Ein bijektiver Homomorphismus ist ein Isomorphismus.

Zwei Gruppen G1 und G sind isomorph, falls es einen Isomorphismus von
G1 nach Gy gibt.

Beispiel: Seien A und B endliche Mengen mit |A| = |B|. Dann sind die
Gruppen Sa und Sg isomorph.

Auch die Gruppen S, und (Zy, +>) sind isomorph.

Definition (Untergruppen)

Sei G = (G, o) eine Gruppe. Eine nicht-leere Teilmenge U C G ist eine
Untergruppe von G, wenn gilt:

VacU:ateU und VabcU:aobeU
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Wichtig: Wenn U eine Untergruppe von G = (G, o) ist, dann gilt 1 € U,
denn sei a € U beliebig (existiert wegen U # 0).

Dann gehéren auch a=! und damit 1 = aoca~! zu U.

Also ist (U, o) (wobei hier o eigentlich die Einschrankung der Operation o
auf die Teilmenge U C G ist) eine Gruppe, die wir mit der Menge U
identifizieren.

Fiir zwei Gruppen H und G schreiben wir H < G, falls in G eine
Untergruppe U existiert, so dass U und H isomorph sind.

Beispiel 1: (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C, +)
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Beispiel 2: Fiir jede Zahl n € Z ist nZ = {a-n| a € Z} eine Untergruppe
von (Z,+).

Man kann zeigen, dass fiir jede Untergruppe U von (Z,+) eine ganze Zahl
n € Z mit U = nZ existiert.

Beispiel 3: A= {2a+ 1| ac Z} (die Menge der ungeraden ganzen
Zahlen) ist keine Untergruppe von (Z, +).

ZB.gilt1,3c Aaber14+3=4¢A.

Beispiel 4: Fir n < mgilt S, < S,,,.

Eine zu S, isomorphe Untergruppe von S, ist z.B.

U={feSy|Firalleiec{n+1,...,m} gilt (i) =i}.
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Beispiel 5: Sei m = k- n fiir k > 1 und m,n > 2. Dann gilt
(Zn7+n) S (ZITH +m)

Eine zu (Zp, +,) isomorphe Untergruppe in (Zpm, +m) ist
U=1{0,k2 k,...,(n—1)-k}.

Um zu sehen, dass U tatséchlich eine Untergruppe von (Zp,, +pm) ist, seien
a, b € Z, beliebig.

Wir zeigen, dass a- k+,, b k € U gilt.

Sei (a+b) mod n=r€Zyund (a+b)divn=gq,dh.at+b=qg-n+r.
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Dann gilt:

a-k+mb-k = (a-k+b-k)modm
(a+ b) - k) mod m
(g-n+r)- k) mod m

(
(
(
= (q-n-k+r-k)mod m
(g-
(r- k) mod m
r-k= ( +nb) kEU
Also gilt fiir alle x,y € U auch x+,,y € U.

Da (Zm, +m) eine endliche Gruppe ist, folgt aus Satz 35 (iibernéchste
Folie) bereits, dass U eine Untergruppe ist.
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Ausserdem ist (U, +p,) isomorph zu (Zn, +4):
Definiere die Abbildung h: Z, — U durch h(a) = a- k fiir alle a € Z,,.
Offensichtlich ist h bijektiv und es gilt

h(a) +mh(b) = a- k +mb-k 2 (a+nb)-k=h(at,b).

Die Gleichung (*) folgt dabei aus der Rechnung auf der vorhergehenden
Folie.
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Sei G = (G, o) eine endliche Gruppe. Eine Teilmenge U C G ist
Untergruppe von G, genau dann, wenn gilt: YVa,b€ U :aobe U

Beweis:

Sei U C G, sodass gilt: Va,be U:aobe U.

Wir miissen zeigen: Yae U:a~! e U.

Sei also a € U und betrachte die Potenzen at, a®, a°,.. ..

Es gilt a' € U fiir alle i > 1.

Da G (und damit auch U) endlich ist, existieren 1 < i < j mit a' = &/
~ =1 =1, wobei j — i > 0 (insbesondere also 1 € U)

s aod Tl =g "loa=1

~oal=a""leu
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Beachte: Satz 35 ist im Allgemeinen falsch fiir unendliche Gruppen:
Betrachte (Z, +). Dann ist N C Z keine Untergruppe von (Z, +), aber es
gilt: Va,be N:a+beN.

Seien U und V' Untergruppen von G = (G, o). Dann ist auch UN V eine
Untergruppe von G.

Beweis: Wegen 1 € UN V gilt UN V # 0.
Seien nun a,be UNV,d.h.a,be Uund a,be V.
Da U und V Untergruppen von G sind, gilt auch
alteU, aleV, aobelU, aobelV.

Alsogilt a=t e UNV und aobec UN V. O
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Beispiel: Betrachte die beiden Untergruppen 2Z und 3Z von (Z,+).

Eine ganze Zahl ist durch 2 und 3 teilbar, genau dann, wenn sie durch 6
teilbar ist.

Also: 27 N 3Z = 67, was wieder eine Untergruppe ist

Bemerkung: Im Allgemeinen ist die Vereinigung von zwei Untergruppen
keine Untergruppe.

Beispiel: Es gilt 2 € 2Z U 3Z und 3 € 2Z U 3Z.

Ware 27Z U 3Z eine Untergruppe von (Z,+), so miisste auch
3—2=1¢€ 27 U3Z gelten, was aber nicht der Fall ist.
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Definition (Nebenklassen)
Sei G = (G, o) eine Gruppe und sei U eine Untergruppe von G.

@ Eine Linksnebenklasse von U ist eine Teilmenge von G der Form
aolU={aou|ue U} (kurz aU), wobei a € G.

@ Eine Rechtsnebenklasse von U ist eine Teilmenge von G der Form
Uoa={uoca|ue U} (kurz Ua), wobei a € G.

Beispiel:
Betrachte die Gruppe (Z¢, +6) und die zu (Z2,+2) isomorphe
Untergruppe U = {0, 3}.
U hat 3 verschiedene Linksnebenklassen:
© 0+6 U=3+6 U=1{0,3}
o 1+ U=4+6U={1,4}
@ 246 U =5+ U:{2,5}
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Beispiel (Fortsetzung):

Dies sind auch die Rechtnebenklassen von U.

Beachte: Ist G = (G, o) eine Abelsche Gruppe und U eine Untergruppe,
so gilt ao U = Uo afiir alle a € G.

Insbesondere ist jede Linksnebenklasse von U auch eine Rechtsnebenklasse
von U (fiir nicht-Abelsche Gruppen ist dies im Allgemeinen falsch).

Sei U eine Untergruppe der endlichen Gruppe G = (G, o). Jede
Linksnebenklasse sowie jede Rechtsnebenklasse von U besteht aus genau

|U| vielen Elementen von G.
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Beweis:
Sei aU = {aou | u € U} eine Linksnebenklasse.

Wir definieren eine Funktion f : U — aU durch die Vorschrift
f(uy=aou(uel).

Offensichtlich ist f surjektiv.

Ausserdem ist f injektiv:
f(uy) = f(up) ~» aouy =aoup ~ y=a ‘oaou =a ‘oaouy = u.

Also ist f bijektiv, d.h. |U| = |aU].

Der gleiche Beweis funktioniert auch fiir Rechtsnebenklassen. U
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Lemma 38

Sei U eine Untergruppe von G = (G, o). Es gilt fiir alle a,b € G:

aU=bU <+ albeU
Ua=Ub <+ ableU

Beweis: Wir zeigen die Aussage fiir Linksnebenklassen, der gleiche Beweis
funktioniert auch fiir Rechtsnebenklassen.

“=": Gelte aU = bU.
Wegen 1 € U folgt b= b1 € bU = aU.
Also gibt es ein u € U mit b = au.

~ alb=ue .
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Algebraische Strukturen: Monoide und Gruppen

“=": Gelte a7 b € U.
Seietwa a b= ug € U, d. h. aug = b.

~» bU = {bu|ue U} ={auu|ue U}
~————
X

Offensichtlich gilt
X ={auwu|uve U} C{a | €U} =al.
Aber es gilt auch
aU = {au|ue U} ={au(uytu) | ue U} C{aud | v € U} = X.

Also gilt in der Tat bU = X = al. U
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Sei U eine Untergruppe von G = (G, o) und seien aU und bU (bzw. Ua
und Ub) zwei verschiedene Linksnebenklassen (bzw. Rechtsnebenklassen)
von U. Dann gilt aU N bU =0 (bzw. Uan Ub = 0).

Beweis: Wir zeigen die Aussage fiir Linksnebenklassen, der gleiche Beweis
funktioniert auch fiir Rechtsnebenklassen.

Angenommen es gilt alU N bU # ().

Wir werden alU = bU zeigen.

Sei x € aU N bU, d.h. es gibt u1, up € U mit x = au; = bus.
~ aTlp = u1u2_1 e U.

Lemma 38 impliziert alU = bU. U
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Satz 40 (Satz von Lagrange, 1770)

Sei U eine Untergruppe der endlichen Gruppe G = (G, o). Dann ist |U| ein
Teiler von |G| und der Quotient % ist gleich der Anzahl der
Linksnebenklassen (sowie gleich der Anzahl der Rechtsnebenklassen), und

wird als der Index [G : U] von U in G bezeichnet.

Beweis:

Betrachte die Menge £ = {aU | a € G} aller Linksnebenklassen und die
Menge R = {Ua | a € G} aller Rechtsnebenklassen.

Nach Lemma 39 gehort jedes x € G zu genau einer Linksnebenklasse
sowie zu genau einer Rechtsnebenklasse.

~ |G\ = ZXEC |X| = ZXER‘X‘-
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Mit Lemma 37 folgt:

Gl = D IXI=)_ |Ul=IL|-|U]| sowie
XeLl XeL

Gl = Y IXI=)_ [Ul=R|-|U
XeR XeR

Beispiel 1:

Sei p eine Primzahl und sei U C Z, eine Untergruppen von (Zp, +p).
Aus dem Satz von Lagrange folgt, dass |U| ein Teiler von p ist.

Da p eine Primzahl ist, muss |U| = 1 oder |U| = p gelten.

~» U= {0} oder U =Z,,.
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Beispiel 2:

Im Allgemeinen muss fiir jede Untergruppe U von (Z,,+,) gelten:
|U| teilt n.
Andererseits hat (Zp, +,) fiir jeden Teiler m von n auch eine Untergruppe

U mit |U| = m: Sei n=k - m und

U=1{0,k2 k,...,(m—1)-k}.
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Definition (Multiplikation von Teilmengen)
Sei G = (G, o) eine Gruppe. Fir A, B C G sei

AoB={aob|acAbecB}CG.

Anstatt A o B schreiben wir auch kurz AB.

Definition (Normalteiler)

Sei G = (G, o) eine Gruppe. Eine Untergruppe U C G ist ein Normalteiler
von G falls gilt:

VgeGVuelU: g lugeU

Man sagt auch, dass U unter Konjugation mit beliebigen Elementen aus G
abgeschlossen ist.

Fiir einen Normalteiler U von G bezeichnen wir mit G/U die Menge aller
Linksnebenklassen von U.
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Beispiele:
@ Wenn G Abelsch ist, dann ist jede Untergruppe von G ein
Normalteiler, denn es gilt fiir alle g € G und v € U:

g lug=uglg=uecUl.
@ Betrachte S3 (die Menge aller Permutationen auf {1,2,3}) und sei 7
die Permutation mit 7(1) =2, 7(2) =1, 7(3) = 3.
In Zykleschreibweise: 7 = (1,2)(3).
U = {id, 7} ist eine Untergruppe von S3, die kein Normalteiler ist:
Sei o die Permutation mit (1) =2, 0(2) =3, 0(3) =1
In Zykleschreibweise: o = (1,2, 3).
Dann gilt:
(c7lro)1) =1, (67'70)(22) =3, (¢7'70)(3) =2,
dh. o7 lro € U.
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Sei G = (G, o) eine Gruppe und U ein Normalteiler von G. Seien
g U,oU € G/U. Dann gilt

giUogU = (g1g2)U € G/U.

Beweis: Fiir alle x € G gilt:

Hul, wmel:x= g1u18un
Ju,up e U:x= (g1g2)gz_1ulg2u2
——
el

xegUogU

dJue U:x=(gqg)u
x € (g182)U

1e 11
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Satz 42 (Quotientengruppen)

Sei G = (G, o) eine Gruppe und U ein Normalteiler von G. Dann ist
(G/U, o) wieder eine Gruppe.

Beweis:

Nach Lemma 41 ist o eine Operation auf der Menge G /U der
Linksnebenklassen: g1U o gU = (g1g2)U € G/U.

Die Assoziativitat dieser Operation ergibt sich sofort aus der Assoziativitat
von o auf G:

(g1UogU) o gzl = (g182)U 0 g3U = ((g182)83)U =
(g1(&283))U = g1U o (g283)U = g1U o (g2U o g3U)

Das neutrale Element ist U = 1U und das inverse Element von gU ist
gV gUog U= (ggHU=U=(g'g)U=g'UogU. O
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Die Gruppe (G /U, o) bezeichen wir kurz mit G/U und nennen sie den
Quotienten von G beziiglich des Normalteilers U.

Beispiel: 3Z = {3n | n € Z} ist eine Normalteiler von (Z, +), da diese
Gruppe Abelsch ist.
Der Quotient (Z,+)/3Z ist isomorph zu (Z3, +3).

Beachte auch, dass die Funktion ¢ : Z — Z3 mit
©(n) = nmod 3

ein surjektiver Homomorphismus von (Z, +) nach (Z3, +3) ist.

Die Untergruppe 3Z ist die Menge aller n € Z mit ¢(n) = 0; der
sogenannte Kern von .
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Definition (Kern und Bild eines Homomorphismus)

Seien G = (G, 0), H = (H,*) Gruppen und sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus von G nach H.

Der Kern von ¢, kurz ker(¢p), ist definiert als

ker(p) = {g € G| p(g) = 1m}-.

Das Bild von ¢, kurz im(¢p), ist definiert als

im(p) = {¢(g) € H| g € G}.
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Die Menge ker(¢p) ist ein Normalteiler von G und die Menge im(yp) ist
eine Untergruppe von H.

Beweis:

im(¢) ist eine Untergruppe von H:

Seien h, h' € im(yp).

~ es gibt g, g’ € G mit h=(g) und ' = ©(g’).

~ hx b =p(g) *p(g') = p(g o g') € im(y) und
h==¢(g) ™t = p(g™!) € im(p).
Ausserdem gilt im(p) # (), da G # 0.

Also ist im(¢) eine Untergruppe von H.
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ker(y) ist ein Normalteiler von G:

Seien g, g’ € ker(yp), d.h. ¢(g) = v(g’) = 1m.

w plgog) =p(g) *p(g") = 1mund p(g™) = p(g) ' = 15 = n.
~ gog,g Tt €ker(p).

Ausserdem gilt ker(¢) # 0, da 1g € ker(yp).

Also ist ker() eine Untergruppe von G.

Sei nun wieder g € ker(y) und sei x € G beliebig.

~ p(x Lo gox)=p(x)"txp(g) * p(x) = p(x) 7t x p(x) = 1.

Also gilt x™1 o g o x € ker(p).

ker(y) ist also ein Normalteiler von G. O
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1. Isomorphiesatz der Gruppentheorie

Seien G = (G,0), H = (H,*) Gruppen und sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus von G nach H.

Dann sind die Gruppen G/ker(¢) und im(p) isomorph.

Beweis: Wir definieren eine Abbildung 6 : G /ker(¢) — im(y) durch
folgende Vorschrift:

0(g o ker(y)) = ¢(g) fiir g € G.

Zunichst ist nicht klar, ob dies {iberhaupt eine Funktion definert.

Die folgende Aquivalenzkette zeigt, dass dies tatsichlich der Fall ist, und
dass 0 ausserdem injektiv ist.
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Seien g1, & € G:

g1 0 ker(p) = g» o ker(y) g1 ' o g € ker(p)
p(gr ' og) =1u
p(g1) " * p(en) = 1n

v(g1) = v(g2)

0(g1 o ker(p)) = 0(g2 o ker())

MMIE

Ausserdem ist 6 trivialerweise surjektiv, d.h. 8 ist bijektiv.

Wir miissen noch zeigen, dass 6 : G /ker(p) — im(¢p) ein
Homomorphismus ist.
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Seien g1, 2 € G:

0(g1 o ker() o g o ker())

Lohrey (Universitat Siegen)

Lemma 41

0((&1 © g2) o ker(¢p))

= o(g108g2)

= p(e1)*p(g2)

= O(g1oker(p)) * 0(g2 o ker(p)).

O
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Zahlentheorie

Definition (Teilbarkeit, groBter gemeinsamer Teiler)

Wiederholung: Fiir zwei Zahlen a, b € Z schreiben wir a | b, wenn es ein
k € Z gibt mit b= k - a (a teilt b).

Der groBte gemeinsame Teiler ggT(a, b) von a, b € Z ist definiert als

ggT(a,b) = max{k € N| (k| a)und (k| b)}

Beachte: ggT(0,0) ist nicht definiert.

Offensichtlich gilt: ggT(a, b) = ggT (b, a), ggT(a, b) = ggT(—a, b),
geT(0,a) = a fir a# 0, und ggT(1,a) = 1.

Beispiel: ggT(28,16) = 4
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Definition (Primzahlen)

Eine Zahl p € N mit p > 2 ist eine Primzahl, wenn fiir alle n € N\ {0} gilt:

(n|p) — (n=1oder n=p)

Eine Zahl p > 2 ist also eine Primzahl, falls 1 und p die einzigen Teiler von
n unter den natiirlichen Zahlen sind.

Die ersten 25 Primzahlen: 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41, 43,47,
53,59,61,67,71,73,79,83,89,97

Den Beweis des folgenden Satzes schieben wir auf:

Satz 44 (Lemma von Euklid)

Sei p eine Primzahl und a, b € Z mit p | (a- b). Dann gilt p | a oder p | b.
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Satz 45 (Fundamentalsatz der Arithmetik)

Jede Zahl n € N mit n > 2 l3sst sich eindeutig (also auf genau eine Weise)
als Produkt von Primzahlen darstellen:

_ 8l pe2 ex
n=py Py Py

wobei p1 < pa < --- px Primzahlen sind und e, e, ..., e € N\ {0}.

Beweis:

Wir zeigen zunichst, dass sich jede Zahl n € N mit n > 2 als Produkt von
Primzahlen schreiben l&sst.

Angenommen es gibt eine Zahl n > 2 welche sich nicht als Produkt von
Primzahlen schreiben l3sst.
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Sei n > 2 eine kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft.

Dann kann n keine Primzahl sein.

Also hat n einen Teiler ae Nmit 2 < a < n.

Es gibt dann eine Zahl be Nmit2<b<nund n=a-b.

Da n eine kleinste Zahl in {x € N | x > 2} ist, welche sich nicht nicht als
Produkt von Primzahlen schreiben |3sst, lassen sich a und b als Produkt
von Primzahlen schreiben.

Also kann auch n als Produkt von Primzahlen geschrieben werden.
Widerspruch!

Sprechweise: Schreiben wir eine Zahl n als ein Produkt von Primzahlen,
so spricht man auch von einer Primfaktorzerlegung von n.
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Wir zeigen nun die Eindeutigkeit.

Angenommen, es gibt eine Zahl n > 2, welche sich auf zwei verschiedene
Arten als Produkt von Primzahlen schreiben l&sst.

Sei n > 2 eine kleinste solche Zahl und seien

— n& (] ex __ . d d. d,
n_pll.pz ...pkk_qll.q22...qmm’

zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen von n.

Dass es sich hierbei um verschiedene Primfaktorzerlegungen handelt, kann
formal durch die Bedingung

{(p1,e1), (P2, €2),- -+, (Prs &)} # {(q1,d1), (92, d2), - - -, (qm, dm) }

ausgedriickt werden.

Jedenfalls teilt p; das Produkt qfl . qSZ oo qlm
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Zahlentheorie: Fundamentalsatz der Arithmetik

Lemma von Euklid ~» p; teilt eine der Primzahlen g1,...,qm.
Da p; > 2, muss p; gleich einer der Zahlen g, ..., gm sein.
Durch Umbenennen kénnen wir davon ausgehen, dass p; = q; gilt.

Also gilt
-1 di-1 _d m
n/pr=py Py P = ayt -q22--~q,‘f,,

Wir erhalten so zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen fiir n/p; < n.
Widerspruch! O
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Beispiele:

@ Die Primfaktorzerlegung von 30 ist 2- 3 - 5.
@ Die Primfaktorzerlegung von 10000 ist 24 - 54,

Seien n, m > 2 natiirliche Zahlen mit den Primfaktorzerlegungen

— € € €, _ d d: d,
n_pll.p2 ...pkk und m_pll.p22...pkk

Hierbei miissen wir auch e; = 0 und d; = 0 erlauben.

min(ey,d1) min(ez,d2) min(ex,dk)

Dann gilt offensichtlich ggT(n, m) = p; - Py e py _
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Satz 46 (Euklid)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:

Angenommen es gibt nur endlich viele Primzahlen p1, po, ..., pn.
Wir leiten einen Widerspruch ab.

Seim=1+4+p;-pz2---pp.

1. Fall: m ist eine Primzahl. Da m > p; fir alle i € {1,..., n} gilt, haben
wir einen Widerspruch erhalten.

2. Fall: m ist keine Primzahl.
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Sei p eine Teiler von m, welcher eine Primzahl ist (existiert nach dem
Fundamentalsatz der Arithmetik).

Dann muss p = p; fiir ein i € {1,...,n} gelten.

Also gibt es eine Zahl a mit
a-pp=m=1+pr-pr---pp=1+p;-b

(wobei b= py---pj_1 - pit1- - Pn)
Alsogilt 1=a-p;—pi-b=p;-(a—b).
Wegen p; > 2 und a — b € Z ergibt dies einen Widerspruch.
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Zahlentheorie: Euklidischer Algorithmus

Der ggT(m, n) kann sehr effizient mittels des Euklidischen Algorithmus
berechnet werden.

Der Euklidische Algorithmus beruht auf der einfachen Tatsache:
ggT(m, n) = ggT(m,n mod m).
Allgemeiner gilt: ggT(m, n) = ggT(m, n+ Am) fiir alle A € Z, denn:

@ Wenn t | m und t|n,danngilt auch t | m und t|(n+ Am).
@ Wenn t | m und t|(n+ Am), dann gilt auch t | m und t|n.

In seiner erweiterten Form berechnet der Euklidische Algorithmus
ggT(m, n) als Linearkombination von m und n.
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Zahlentheorie: Euklidischer Algorithmus

EUKLID(m, n) (m,n > 0)

if m > n then
(x,y) := EUKLID(n, m)
return(y, x)

elseif m teilt n then
return(1,0)

else
(x',y") := EUKLID(n mod m, m);

x:=y' —x"-(ndivm),
y =x
return(x, y)

endif
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Satz 47 (Korrektheit von Euklids Algorithmus)

Fiir alle m,n > 0 liefert EUKLID(m, n) zwei ganze Zahlen x,y € Z mit
gegT(m,n) = x-m+y - n zuriick.

Beweis:

Zunichst ist klar, das Euklids Algorithmus nach endlich vielen Schritten
anhalt:

Bei einem Aufruf von EUKLID(m, n) mit m < n hilt der Algorithmus
entweder an (falls m|n), oder es erfolgt der Aufruf EUKLID(n mod m, m).

Es gilt aber n mod m < m und m < n, die Argumente werden also nicht
groBer und das erste Argument wird echt kleiner.

Nun zur Korrektheit: Wenn EUKLID(m, n) das Paar (x,y) zuriickliefert,
dann gilt ggT(m,n) =x-m+y-n.
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Dies kann durch eine Induktion iiber die Anzahl der rekursiven Aufrufe von
Euklids Algorithmus gezeigt werden.

Induktionsanfang: Es erfolgt kein rekursiver Aufruf, d.h. m teilt n.
Dann gilt ggT(m,n)=m=1-m+0-n=x-m+y-n.

Induktionsschritt: Wir nehmen nun an, dass der Aufruf EUKLID(m, n) zu
dem Aufruf EUKLID(n mod m, m) fiihrt und dieser Aufruf das Paar
(x',y") zuriick liefert.

Nach Induktionsannahme gilt ggT(n mod m, m) = x’- (n mod m)+y"- m.
Wir erhalten dann:

x-m+y-n = (y—=x"-(ndivm))-m+x"-n
xX'-(n—(ndivm)-m)+y -m

x'"-(nmod m)+y' -m

ggT(n mod m, m)
= ggT(m, n)
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Aus Satz 47 folgt insbesondere, dass ggT(m, n) als Linearkombination von
m und n (also als x - m+ y - n mit x,y € Z) dargestellt werden kann.

Beispiel:
m n ndivm | nmod m X y
300 | 10002 33 102 -100 | 3
102 | 300 2 96 3 |-1
96 102 1 6 -1 1
6 96 16 0 1 0

Also gilt ggT(300,10002) = 6 = —100 - 300 + 3 - 10002.
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Wir kénnen nun das Lemma von Euklid (Satz 44) beweisen:
Sei p eine Primzahl und a,b € Z mit p | (a- b).

Angenommen p ist kein Teiler von a. Wir zeigen p | b.

Da p Primzahl ist und kein Teiler von a ist, gilt ggT(p, a) = 1.
Satz 47 ~ x,y €Z mitl=x-p+y-a.

Wegen p | (a-b) gibtesz€eZ mita-b=2z-p.

Es folgt

b=x-p-b+y-a-b=x-p-b+y-z-p=p-(x-b+y-2).

Also gilt p | b. O
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Lemma 48

Wenn ggT(a, n) = ggT(b,n) =1, dann auch ggT(a- b,n) = 1.

Beweis: Gelte ggT(a, n) = ggT(b,n) = 1.

Angenommen ggT(a- b,n) =1t > 2.

Wegen des Fundamentalsatzes der Arithmetik gibt es dann eine Primzahl
p mit p|t.

Also gilt auch p| (a-b) und p| n.

Satz 44 ~~ p| a oder p | b.

Also gilt ggT(a, n) > 2 oder ggT(b, n) > 2, ein Widerspruch! O

Zwei Zahlen a, b € Z sind teilerfremd, wenn ggT(a, b) = 1.
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Firn>2sei Z, ={x€Z,|ggT(x,n) =1} C{1,...,n—1}.

Beispiel:
e Z5=1{1,2,3,4,56}
o 75 =1{1,3,57}
o Ist p eine Primzahl, so gilt Z; = {1,...,p — 1}.

Im folgenden Satz schranken wir die Operation -, (Multiplikation modulo

n) auf Z} ein.

Fiir alle n > 2 ist (Z%,-,) eine Gruppe.
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Beweis:

(1) Z3 ist abgeschlossen beziiglich -p:

Seien a,b € Z},, d. h. ggT(a,n) = ggT(b,n) = 1.

Lemma 48 ~~ ggT(a- b,n) =1.

Esgibtein A€ Z mita-pb=a-b+A-n.

~ ggT(a-pb,n)=ggT(a-b+X-n,n)=ggT(a-b,n)=1

~ abeZk

(2) -p ist assoziativ auf Zj:

Dies folgt direkt aus der Assoziativitat von -, auf Z,.

(3) Das neutrale Element in (Z},-,) ist offensichtlich 1.

*
n
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(4) Existenz von Inversen:

SeiacZ} d. h. ggT(a,n) =1.

Satz 47 ~~ Es gibt Zahlen x,y € Zmit l=x-a+y - n.
~x-a=1mod n.

Lemma 34 ~» (x mod n)-pa=1

AuBerdem gilt auch (x mod n) € Z%:

Angenommen t > 2 ware ein Teiler von n und x mod n.

Dann wére t auch ein Teiler von (x mod n) + (x div n) - n = x und damit
auch ein Teiler von x-a+y - n =1 — ein Widerspruch!

Also ist (x mod n) € Z? das Inverse von a in (Z%, ). O
Beispiel (zur Inversenbildung):
In der Gruppe (Z3,-,) gilt:

17'=1,21=431=5 41=2 51=3 61=6.
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Die Eulersche ¢-Funktion ist definiert durch: p(n) = |Z%| fir n > 2.

Beispiele:
e p(7)=6
° (8) =4

@ Ist p eine Primzahl, so gilt p(p) = p — 1.
@ Fiir Primzahlen p,g mit p # q gilt: ¢(p-q)=(p—1)- (g — 1):
Seien M, (bzw. M) die Vielfachen von p (bzw. q) in Zpg.
~ |Mp| =q, |Mq| =P |Mpm Mq| =1
~ o(p-q) = ‘foﬂ = pq — |Mp| - |Mq| + ‘Mp n Mq‘ =
pg—p—q+l=(p—1)-(q-1)
Satz 50 (Satz von Euler)
Fiir alle n > 2 und alle a € 77, gilt a*(") =1 mod n.
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Der Satz von Euler folgt sofort aus dem folgenden Satz:

Sei G = (G, o) eine beliebige endliche Gruppe (mit neutralem Element 1)
und sei n = |G|. Dann gilt a" =1 fiir alle a € G.

Beweis:
Sei k die kleinste Zahl mit k > 0 und a¥ = 1 (existiert, da G endlich!).
Diese Zahl wird auch als die Ordnung von a in G bezeichnet, kurz ord(a).

Die Menge {a' | 0 < i < k — 1} bildet eine (zyklische) Untergruppe von G
mit genau k Elementen!

Satz von Lagrange ~~ k teilt n.
Sein=X-k (A>1).

woa"= (@) =1" =1 O
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Satz 52 (Kleiner Satz von Fermat)
Fiir alle n > 2 gilt:

n ist Primzahl <= Ya € Z,\ {0} :a""' =1 mod n.

Beweis:

“=": Sei n eine Primzahl.

Dann gilt ¢(n) = n—1.

Satz von Euler ~ Va € Z} =Z,\ {0} : a" 1 =1 mod n.
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“<": Gelte a"~! = 1 mod n fiir alle a € Z, \ {0}.

Seinun 1<t <n-—1 ein Teiler von n.

~s t"1 =1 mod n.

~ Es gibt eine Zahl k € N mit: t"! —1 =k -n.

~ Es gibt eine Zahl k' € N mit: t"1 —1=k"-t.

Waire t > 2, so wiirde —1 = 0 mod t folgen, ein Widerspruch.

Also hat n keinen Teiler im Bereich {2,...,n— 1} und ist somit eine

Primzahl. O

Wir werden den kleinen Satz von Fermat fiir den Korrektheitsbeweis des
wichtigsten kryptographischen Protokolls (RSA-Verfahren) benutzen.
Zuvor bendtigen wir noch den sogenannten Chinesischen Restsatz.
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Satz 53 (Chinesischer Restsatz)

Seien my, my, ..., my > 2 und gelte ggT(m;, m;) =1 fiir i # j.
Sei M = my - my--- my. Dann ist die wie folgt definierte Abbildung
WiZipg = Ly X Ly X -+ X L, bijektiv:

wu(x) = (x mod my,x mod my, ..., x mod my).

Beweis: Wegen |Zpj| = |Zmy X Zpm, X -+ X Zm,| = M geniigt es zu
zeigen, dass p injektiv ist.

Angenommen es gilt p(x) = u(y) fir x,y € Zpy.
~ x =y mod m; firalle 1l </ <k.
~ mj | (x —y) firalle 1 <i<k.

Da m; und mj teilerfremd sind (ggT(mj, m;) = 1) fiir i # j, ist auch
M= mi-my---my ein Teiler von x — y.

~ x=ymod M, dh. x=y. ]
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Beispiel:

Hier ist Abbildung p : Ze — Zy X Z3:

x | x mod 2 | x mod 3
0 0 0
1 1 1
2 0 2
3 1 0
4 0 1
5 1 2
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Sei aj € Zpy, fir 1 <i < k und gelte ggT(m;, m;) =1 fiir i # j.
Sei M=mqy-my---my.

Nach dem Chinesischen Restsatz existiert genau ein x € Zy, so dass
ai =x mod m; fir 1 <i < k gilt.

Dieses x kdnnen wir wie folgt berechnen:
Sei M,': (ml-mz---mk)/m,- =my---Mmj_1Mjyq--- Mgk fir 1 SIS k.

Dann folgt aus ggT(m;, m;) =1 fiir i # j und Lemma 48, dass auch
geT(m;, M;) =1 fiir i # j gilt.

Nach Satz 47 existieren fiir 1 </ < k ganze Zahlen x;, N; € Z mit

xj-m;+ N;- M; = 1.
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K
Sei x = > aj- N; - M; mod M.
i=1

Da M; = (]_[Jlfz1 mj)/m; gilt
M; mod m; = 0 fiir i # j.
Daraus folgt fiir alle 1 <7 < k:
x mod m; = a; - N; - M; mod m;.
Wegen x; - m; + N; - M; =1 fiir 1 </ < k folgt

N,"M,' mod mj = 1,

Also gilt:
x mod m; = a; - N; - M; mod m; = a;.
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Beispiel: a1 =2, a =3, a3=4, m; =3, my =5, mz = 11.

2 =x mod 3
3=x mod 5
4 = x mod 11

M=m-my-m3 =165

~ My = M/my =55, My =M/my =33, M3 =M/m3 =15
EUKLID(my, M) ~> ggT(my,M;) =1=(-18)-my +1- M
EUKLID(mp, Mp) ~> ggT(ma,My) =1=(—-13) - my+2- M,
EUKLID(ms, M3) ~> ggT(m3,M3)=1=(—4)-m3+3-Ms

~N =1 No=2 N3=3

3
x=>Y a;-N;-M;mod M=2-1-55+3-2-334+4-3-15 mod 165 = 158
i=1

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 244 / 344



Zahlentheorie: RSA-Verschliisselung

Idee der Public Key Cryptography:

@ Wollen zwei Parteien, die sich bisher noch nicht kennen, Daten
geheim austauschen, so ergibt sich das Problem der Ubermittlung
eines Schliissels liber einen unsicheren Kanal.

@ Bei Public-Key-Verfahren erzeugt der (zukiinftige) Empfanger E
einen Kodierungsschliissel ¢ sowie den dazu passenden
Dekodierungsschliissel d.

@ E hilt d geheim und schickt ¢ an den (zukiinftigen) Sender S iiber
einen unsicheren Kanal.

@ Fiir die Sicherheit des Verfahrens ist folgende Forderung
entscheidend: Aus dem offentlichen Kodierungsschliissel ¢ darf der
geheime Dekodierungsschliissel d nicht effizient (d.h. mit vertretbaren
Zeitaufwand) berechenbar sein.

Das bekannteste und am meisten verbreitete Verfahren, das diesem
Schema folgt, ist das RSA-Verfahren (Rivest, Shamir, Adleman; 1978).
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RSA-Verfahren:

© Der Empfanger E wahlt zwei (groBe — z. B. 1000 Bits lange)
verschiedene Primzahlen p und g (werden geheim gehalten).

Q E berechnet n=p-qund ¢o(n)=(p—1)-(qg—1).

© E berechnet zwei Zahlen k und ¢ mit ggT(k,io(n)) =1und k- £ =1
mod ¢(n).

© Offentlicher Kodierungsschliissel: n und k

© Geheimer Dekodierschliissel: £.

O Nachrichten sind Elemente aus Zj,

@ Verschliisseln: m — (m* mod n) fiir m € Z,

@ Entschliisseln: m +— (m® mod n) fiir m € Z,,

Satz 54 (Korrektheit des RSA-Verfahrens)

Es gilt (m*)! = m mod n fiir alle m € Z,,.
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Beweis: Sei m € Z,,.

k-t —

Wir miissen zeigen: m m mod n

Wegen n = p- q ist dies nach dem Chinesischen Restsatz dquivalent zu:
m*t = m mod p und m** = m mod q.

Aus Symmetriegriinden geniigt es m** = m mod p zu zeigen.

1. Fall: p ist ein Teiler von m.

Dann gilt m** =0 = m mod p.

2. Fall: p ist kein Teiler von m, d.h. m #Z 0 mod p.

Aus dem kleinen Satz von Fermat folgt: mP~! =1 mod p.

Die Zahlen k und ¢ sind so gewahlt, dass ein t € Z mit
k-l=t-pn+1=t-(p—1)-(¢g—1)+1

existiert.

s il = mt (P (@1 — oy (mP=1)t(a=1) = m mod p. O
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Bemerkungen zur Implementierung von RSA:
@ Es gibt sehr effiziente Verfahren, mit denen man groBe Primzahlen
zufallig generieren kann.

o Die Zahl k mit ggT(k, ¢(n)) =1 wird in der Praxis wieder durch
einen Zufallsprozess erzeugt:

Wihle zufdllig eine Zahl k (nicht zu klein) und berechne mittels des
erweiterten Euklidischen Algorithmus ggT (k, ¢(n)).

Falls, ggT(k, ¢(n)) =1, so haben wir ein k mit der gewiinschten
Eigenschaft gefunden.

Andernfalls wiederholen wir obigen Schritt.

Man kann zeigen, dass dieser randomisierte Algorithmus mit
tiberwaltigender Wahrscheinlichkeit sehr schnell ein k mit der
gewiinschten Eigenschaft findet.
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@ Der erweiterte Euklidische Algorithmus liefert dann gleichzeitig auch
zwei ganze Zahlen x und y mit 1 = x - k + y - ¢(n).

Also gilt x - k =1 mod ¢(n) und wir kdnnen ¢ = x wahlen.

@ Das eigentliche Effizienzproblem beim RSA-Verfahren sind das
Verschliisseln und Entschliisseln (Exponentation groBer Zahlen
modulo n).

Die Sicherheit von RSA beruht auf der Tatsache, dass kein Verfahren
bekannt ist, welches effizient aus dem &ffentlichen Schliissel (n, k) den
geheimen Schliissel ¢ berechnet.

Insbesondere scheitern alle bekannten Verfahren hierfiir, wenn n ca 2000
Bits lang ist.
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Beispiel: Wihle die Primzahlen p =11 und g = 17.

Dann gilt n =187 und ¢(n) = (p — 1)(g — 1) = 10 - 16 = 160.
Wiahle k = 7. Dann gilt ggT'(k, p(n)) = 1.

EUKLID(7, 160):

al| b |bdiva|bmoda| x | y
71160 22 6 23 | -1
6| 7 1 1 1)1
11 6 6 0 1

Es gilt also ggT(k,¢(n)) =1=23-7+ (-1) - 160.
Also gilt 23 - k =23 -7 =1 mod ¢(n).

Wir kénnen also ¢ = 23 wahlen.
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Die Verschliisselung der Nachricht 5 € Z,, ist damit 57 mod 187. Es gilt:

5 = 5%*.53=-625.53=64.53=2320.5%=133.5°
665 -5 = 104 -5 = 146 mod 187

Also: 5" mod 187 = 146

Die Entschliisselung der Nachricht 146 ist 14623 mod 187. Es gilt:
o 1462 = (—41)? = 1681 = (—2) mod 187
o 146* = (—2)? = 4 mod 187
@ 1468 =16 mod 187
@ 1466 = 256 = 69 mod 187
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Damit gilt

1462 = 146 .146% - 1467 - 146 =69 -4 - (—2) - 146
= 276-(—2)-146 =89 - (—2) 146 = (—178) - 146
9-146 = 1314 = 5 mod 187

Also gilt 14623 mod 187 = 5.
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Zwei Moglichkeiten, RSA zu brechen:

@ Berechne p und g aus n = p - g (Faktorisieren), berechne dann
o(n)=(p—1)-(g—1) und schlieBlich ¢ mittels des Euklidischen
Algorithmus aus k und ¢(n).

Problem: Es gibt bisher keinen effizienten Faktorisierungsalgorithmus.

@ Berechne direkt aus der verschliisselten Nachricht s := m* mod n den
Geheimtext m (diskretes Wurzelziehen).

Problem: Es gibt bisher keinen effizienten Algorithmus zum diskreten
Wourzelziehen.
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Definition (Fibonacci-Zahlen)

Die n-te Fibonacci-Zahl (n € N) ist induktiv wie folgt definiert:
@ [p=0
o [=1
® Foyo=F,1+ F,firallen>0

Die ersten Fibonacci-Zahlen lauten:

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377,610,987,1597, . ..
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Betrachte die Gleichung x> = x + 1. Sie hat zwei Losungen:

1 +2‘/5 ~ 1,618 und ¢ = 1 _2‘/5

o= 1—¢=-0,618
Aus ¢?> = ¢+ 1 und 92 = ¢ + 1 folgt fiir alle n > 0:

¢n+2 — ¢n+1 4 ¢n Und ¢n+2 — ,wn—}—]. _I_wn

Fiir alle n > 0 gilt

1 n n
Fn:%(gb —7/))
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Beweis: Induktion iiber n.

Induktionsanfang: Wir miissen die Aussage zunichst fiir n=0und n=1
beweisen.

n=0:F=0=2(1-1)= ("~ 49

n=1F=1= 2 (/5 15/5) = T (g1 —yl)

5 ( 2 T T2
Induktionsschritt: Sei nun n > 0 und sei die Aussage des Satzes bereits
fir n und n+ 1 bewiesen, d.h. es gilt

(¢n+1 _ wn-i—l)

Fn+1 —

Sl &l

Fn = (¢n_1/}n)
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Dann gilt:

Fn+2 = Fn+1+Fn
(6" =y +

ﬁ(cb” ")
= (cb”“ +¢" — (" 4 ")

Sl

(¢"T2 — yF2)

Sl &l
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Fiir eine reelle Zahl r € R ist [r] die ganze Zahl, die am n&chsten an r ist
(wenn r = n+ 0,5 fiir n € Z gilt, setzen wir willkiirlich [r] = n):

] n fallsr=n+dmit0<§<0,5
r| =
n fallsr=n—-90mit0<§<0,5

Beispiel: Es gilt [3,4999] = 3 und [3,5001] = 4.

Fiir alle n > 0 gilt
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Beweis: Es gilt
fr=——-—¢€¢N

SNV

Da |%| < 0,5 fiir alle n > 0 gilt, muss

¢n
Fn——] <05
n \/5
gelten, woraus die Aussage des Satzes folgt. U
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Wir verwenden Fibonacci-Zahlen um die Laufzeit des Euklidischen
Algorithmus zu analysieren.

Sei 1 < m < n. Angenommen, der Aufruf EUKLID(m, n) fiihrt zu k
rekursiven Aufrufen von EUKLID. Dann gilt m > Fj und n > Fj1.

Beweis: Induktion iiber k.
Induktionsanfang: k = 0.
Esgilt m>1>Fyund n>1=F.

Induktionsschritt: Sei nun k > 0 und gelte die Aussage des Satzes fiir
k—1.

Der Aufruf EUKLID(m, n) fiihrt zu dem Aufruf EUKLID(n mod m, m) und
dieser fiihrt zu k — 1 rekursiven Aufrufen von EUKLID.
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Nach Induktionsannahme gilt also n mod m > Fx_1 und m > Fy.

Damit erhalten wir:
n=(nmod m)+m-(ndivm)>(nmod m)+m> Fy 1+ Fx= Fry1.

O

Mit Satz 56 folgt: Wenn 1 < m < n und der Aufruf EUKLID(m, n) zu k
rekursiven Aufrufen von EUKLID fiihrt, dann gilt

k+1:| ¢k+1

V5

nZFk+1:[

Also gilt

k < log,(V5-(n+0,5)) — 1 = log,(n+0,5) + log,(V5) — 1.
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Definition (Ringe)
Ein Ring ist ein Tripel (A, ®,®), wobei gilt:
@ A ist eine beliebige Menge

@ P:AXA— Aund ®: Ax A — Asind 2-stellige Operationen auf A.

o (A, ®) ist eine Abelsche Gruppe.
Sei 0 das neutrale Element von (A, @).
e (A,®) ist ein Monoid.
Sei 1 das neutrale Element von (A, ®).
o Fiir alle a, b, c € A gilt (Distributivgesetze):

ao(bdc) = (a0b)d®(adc)
(bdc)oa = (boa)®(ce a)

Ein Ring (A, @, ®) ist kommutativ, falls (A, ®) kommutativ ist.
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Definition (Kérper)
Ein Korper ist ein Tripel (A, ®,®), wobei gilt:
@ A ist eine beliebige Menge
o P:AXA— Aund ®: Ax A— Asind 2-stellige Operationen auf A.
o (A, ®) ist eine Abelsche Gruppe.
Sei 0 das neutrale Element von (A, ®).
o (A\ {0},®) ist eine Abelsche Gruppe.
Sei 1 das neutrale Element von (A \ {0}, ®).
o Firalle a,b,cc Agilt: a®© (bdc)=(a®@b)B(a®c).

Beachte: In jedem Korper gilt 1 % 0. Dies muss jedoch nicht in einem
Ring gelten (ein Ring kann nur aus einem einzigen Element bestehen).
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Konventionen:
@ Fiir Ring (A, ®, ®): Das inverse Element von a € A in (A, ®) wird mit
—a bezeichnet.

o Fiir Korper (A, @, ®): Das inverse Element von a € A\ {0} in
(A\ {0},®) wird mit a—! bezeichnet.

e Fiir Ring (A, ®,®): Anstatt a ® b schreiben wir haufig nur ab.
Beispiele:

@ Jede Korper ist ein Ring.

® (Z,+,") ist ein kommutativer Ring (aber kein Korper).

@ Fiirn>2ist (Zn,+n,n) ein kommutativer Ring (aber im
allgemeinen kein Korper).

o (N, +,-) ist kein Ring.
e (Q,+,"), (R,+,-), und (C,+,") sind Kdrper.
o (R™" 4+ .) ist ein Ring, der fiir n > 2 nicht kommutativ ist.
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Einige wichtige Eigenschaften von Kérpern:

Lemma 58

Sei (K, ®,®) ein Kérper. Dann gilt:

(1) VaeK:a©®0=00a=0

(2) Va,be K:ab=0 = (a =0 oder b =0) (Nullteilerfreiheit)
(3) VaeK:—a=(-1)ca

Beweis:
(1) Esgilt 08 (a®0)=a00=a0(080)=(a®0)®(a®0).

Da (A, ®) eine Gruppe ist, folgt a© 0 = 0 durch Kiirzen von a ® 0.
(2) Angenommen, es gilt ab =0 und a # 0.

Also existiert a—1.

Mit (1) folgt b=1®b=a"tab=a"10=0.
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(3) Esgilt
ad((-l)ea)=>01ca)ae(-1)eca)=1a(-1)©a=0ca=0.
Also gilt in der Tat (—1) ® a = —a. O

Sei K = (K, ®,®) ein Korper und sei wie immer 1 das neutrale Element
der Gruppe (K '\ {0},®).
Wir definieren eine Abbildung ¢ : Z — K wie folgt, wobei n € Z:

1919---®1 wennn>0
—_—

n mal

() = 0 wenn n =0
—p(—n) wenn n < 0

Aus den Korpergesetzen folgt leicht fiir alle m, n € Z:
° p(m) @ p(n) = p(m+n)
o ¢(m) ® ¢(n) = ¢(m - n)
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Man sagt auch: ¢ ist ein Ringhomomorphismus von dem Ring (Z,+, ) in
den Ring (sogar Korper) K.

Im folgenden bezeichnen wir das Element ¢(n) € K einfach mit n. Aus
dem Zusammenhang wird sich stets ergeben, ob wir mit n ein Element aus
Z oder ein Element des Korpers K meinen.

Definition (Charakteristik eines Kérpers)
Sei K = (K,®,®) ein Koérper.
Die Charakteristik char(K) des Korpers K ist wie folgt definiert:
e Fallsn=1®1®---®1+#0 fir alle n > 1, so ist char(K) = 0.

n mal

o Fallseinn>1mitn=1®1&--- &1 =0 existiert, so ist char(K)
—_—

n mal

die kleinste Zahl n mit dieser Eigenschaft.
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Die unendlichen Kérper (Q,+, ), (R,+,:), und (C,+, ) haben
offensichtlich alle die Charakteristik 0.

Sei K = (K, ®,®) ein Kérper mit char(K) # 0.
Dann ist char(K) eine Primzahl.

Beweis:

Sei n = char(K) > 0.

Da in jedem Korper 0 #£ 1 gilt, muss n > 2 gelten.

Angenommen n ware keine Primzahl, n=k - mmit 1 < k,m < n.
Aufgrund der Definition der Charakteristik gilt in K: k # 0 £ m.
Andererseits gilt aber in Ki n=0=k® m.

Dies widerspricht Aussage (2) in Lemma 58. O
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Fiir alle n > 2 gilt: (Zn,~+n,n) ist ein Kérper genau dann, wenn n eine
Primzahl ist.

Beweis: Offensichtlich ist (Z,, 4+, n) ein Kdrper genau dann, wenn
(Zn \ {0}, ) eine Gruppe ist.

Ist n eine Primzahl, so gilt (Z, \ {0}, -n) = (Z},,-n), und dies ist eine
Gruppe nach Satz 49.

Ist n hingegen keine Primzahl, so existieren k,¢ € {1,...,n— 1} mit
n=k-/.

s kg =00 (Zn, n).
Wegen k,¢ € {1,...,n— 1} gilt ausserdem k # 0 # £ in Zj,.
Nach Aussage (2) in Lemma 58 ist (Zp, +n,n) kein Kérper. O

Der endliche Képer (Zp, +p, p) (mit p prim) wird mit F,, bezeichnet.
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Fiir jede Primzahl gibt es also einen endlichen Kérper mit p Elementen.

Unser Ziel im Weiteren ist, die Struktur endlicher K&rper genauer zu
beschreiben (Anwendung: fehlerkorrigierende Kodes)

Zunachst miissen wir uns mit Polynomen iiber Korpern beschaftigen.

Definition (Polynome)

Sei K = (K, +,-) ein Korper, wobei 0 (bzw. 1) das neutrale Element bzgl.
+ (bzw. -) ist. Ein Polynom iiber K vom Grad n > 0 ist ein Ausdruck der

Form ap,x" +a,_1x" "1 +--- 4 a;x + ag, wobei a,,...,a € K und (a, # 0
oder n = 0) gilt.

K[x] bezeichnet die Menge aller Polynome iiber K (von beliebigen Grad).

Wir schreiben auch grad(p(x)) = n, falls p(x) ein Polynom iiber K vom
Grad n ist. |

Polynome vom Grad 0 sind also Elemente des Kérpers K.
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Definition (Addition von Polynomen)

Seien a(x) = apx" + -+ 4+ a1x + ap und b(x) = bypx™ + -+ + bix + by
zwei Polynome vom Grad n bzw. m.

Wir definieren das Polynom a(x) + b(x) wie folgt:

Sei k = max{n, m}.

Setze a; =0firn+1<i< kund b =0firm+1<i<k.
Sei ¢ =a;+ b; fir 0 < < k.

1. Fall: ¢; =0 fiir alle 0 </ < k: a(x) + b(x) =0

2. Fall: Es gibt ein 0 </ < k mit ¢; # 0.

Sei £ =max{i|0<i<k,ci #0}.

Dann ist a(x) + b(x) = ¢x* + -+ + a1x + co.
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Definition (Multiplikation von Polynomen)

Seien a(x) = apx" + -+ + a1x + ap und b(x) = bpx™ + -+ + bix + by
zwei Polynome vom Grad n bzw. m (d.h. a, # 0 und b, # 0).

Wir definieren das Polynome a(x) - b(x) vom Grad n+ m wie folgt:
Setze a; =0firn+1<i<n+mund b =0firm+1<i<n+m.
Sei c;:Z}:Oaj-b;_j fuiro<i<n-+m.

1. Fall: ; =0 fiiralle 0 <i<n+m: a(x)-b(x)=0

2. Fall: Es gibt ein 0 </ < n+ m mit ¢; # 0.

Sei £ =max{i|0<i<n+m,c #0}.

Dann ist a(x) - b(x) = ¢ext + - + ax + .
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Bemerkung: Wir haben die Addition und Multiplikation von Polynomen
aus K[x] wieder mit + bzw. - bezeichnet, d. h. wir verwenden fiir diese
Operationen die gleichen Bezeichnungen wie fiir die entsprechenden
Operationen im Korper K. Dies ist dadurch gerechtfertigt, dass K C K[x].

Der folgende Satz ist leicht durch (etwas mithsames Nachrechnen) zu
beweisen:

Satz 61 (Polynome bilden einen Ring)

Sei K = (K, +,-) ein Kérper. Dann ist (K[x],+,-) ein kommutativer Ring
(der Polynomring iiber K).

Das neutrale Element des Monoids (K[x],+) ist 0, wihrend 1 das neutrale
Element des Monoids (K[x], -) ist.

Das additive Inverse —a(x) des Polynoms a(x) = apx" + - -+ + a1x + ag ist
(<an)x” 4+ ()< + (~a0).
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Angenommen a(x) und b(x) sind Polynome mit a(x) # 0 # b(x).
Wir konnen also a(x) und b(x) schreiben als

a(x) = apx"+ -4 a1x+ ag

b(x) = bmx™+ -+ bix+ by
wobei a, # 0 # b, gilt.

Dann ist das Polynom a(x) - b(x) von der Form a,b,x™™ + c(x) wobei
entweder grad(c(x)) < n+ m oder ¢(x) = 0 gilt.

Aus a, # 0 # by, folgt aj, - by, # 0 (Korper sind nullteilerfrei).
Also gilt a(x) - b(x) # 0.

Wir haben somit gesehen, dass jeder Polynomring liber einem Korper
nullteilerfrei ist.

Jedoch ist ein Polynomring iiber einem Korper niemals selbst ein Korper:

Das Polynom a(x) = x # 0 hat kein multiplikatives Inverses.
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Definition (Auswerten von Polynomen)

Sei K = (K, +,) ein Kérper und sei k € K.
Definiere die Abbildung v : K[x] — K durch:

vk(anx" + -+ a1x + ag) = apk” + -+ - a1k + ap.

Anstelle von v, (p(x)) schreiben wir auch einfach p(k).

Addition und Multiplikation von Polynomen wurden so definiert, dass gilt:

Sei K = (K, +,-) ein Kérper und sei k € K. Dann gilt fiir alle Polynome
a(x), b(x) € K[x]:

a(k) + b(k) = (a(x) + b(x))(k) und a(k)-b(k) = (a(x) - b(x))(k).
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Die Abbildung v ist also ein Ringhomomorphismus von dem Ring K[x] in
den Ring (sogar Korper) K.

Fiir Polyome kann wie fiir ganze Zahlen eine Division mit Rest definiert
werden.

Satz 63 (Polynomdivision)

Sei K = (K, +,-) ein Kérper und seien a(x), b(x) € K[x], wobei b(x) # 0.
Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q(x) und r(x) mit:

@ a(x) = q(x) - b(x) + r(x) und

o grad(r(x)) < grad(b(x)) oder r(x) = 0.
Wir schreiben a(x) div b(x) = q(x) und a(x) mod b(x) = r(x)
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Beweis:

Wir zeigen zunéchst die Existenz der Polynome g(x) und r(x) durch
Induktion iiber grad(a(x)).

Fall 1: grad(a(x)) < grad(b(x))
Dann setzen wir g(x) = 0 und r(x) = a(x).
Fall 2: grad(a(x)) > grad(b(x)).

Sei a(x) = apx" + -+ + ai1x + ap und b(x) = bymx™ + -+ + bix + by,
wobei b, # 0.

Fall 2.1: grad(a(x)) =0, d. h. a(x) = ag und b(x) = by # 0.
Setze q(x) = ap - by ' und r(x) = 0.

Fall 2.2: grad(a(x)) =n>0

Definiere a(x) = a(x) — £2x"~™b(x).

Dann gilt grad(a(x)) < grad(a(x)).
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Nach Ind.hyp. existieren also Polynome g(x) und 7(x) mit
8 3(x) = §(x) - b(x) + F(x) und
@ grad(r(x)) < grad(b(x)) oder r(x) = 0.
Definiere nun q(x) = £2x"~" + q(x) und r(x) = #(x).
Dann gilt
0 a(x) = g2x""Mb(x) + a(x) = £2x"""b(x) + q(x) - b(x) +F(x) =
q(x) - b(x) + r(x) und
@ grad(r(x)) < grad(b(x)) oder r(x) = 0.

Um die Eindeutigkeit von g(x) und r(x) zu zeigen, nehmen wir an, dass es
auch noch Polynome g(x) und 7(x) gibt mit:

o q(x) - b(x) + r(x) = a(x) = Gx) - b(x) + F(x) und
@ grad(r(x)) < grad(b(x)) oder r(x) = 0.
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v (q(x) —q(x)) - b(x) = T(x) — r(x).
Angenomme es gilt g(x) — g(x) # 0. Es folgt
grad(r(x) — r(x)) = grad((q(x) — q(x)) - b(x)) = grad(b(x)).
Fall 1: 7(x) # 0 # r(x)

~ grad(r(x)) < grad(b(x)) > grad(r(x)).

~ grad(r(x) — r(x)) < grad(b(x)). Widerspruch!

Fall 2: r(x) = 0 und 7(x) # 0 (und damit grad(r(x)) < grad(b(x))).
~ grad(r(x)) = grad(r(x) — r(x)) > grad(b(x)). Widerspruch!

Fall 3: 7(x) = 0 und r(x) # 0. Analog

Fall 4: 7(x) = 0 = r(x)

~ (q(x) =q(x)) - b(x) = 0.

Wegen b(x) # 0 folgt g(x) — q(x) = 0. Widerspruch!
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Also gilt in jedem Fall g(x) — g(x) =0, d. h. g(x) = gq(x).
~ T(x) = r(x) =0, d.h. r(x) =7(x). O

Polynomdivision mit Rest kann analog zur Schulmethode fiir die Division
ganzer Zahlen gemacht werden.

Beispiel: Wir berechnen (x% + x) div (2x2 +1) und (x° +x) mod (2x? +1)
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Also gilt in jedem Fall g(x) — g(x) =0, d. h. g(x) = gq(x).
~ T(x) = r(x) =0, d.h. r(x) =7(x). O

Polynomdivision mit Rest kann analog zur Schulmethode fiir die Division
ganzer Zahlen gemacht werden.

Beispiel: Wir berechnen (x% + x) div (2x2 +1) und (x° +x) mod (2x? +1)

(xX®4+x):(2x2+1) = %X?’

1
—(x°+ §x3)

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 280 / 344



Algebraische Strukturen: Ringe und Koérper

Also gilt in jedem Fall g(x) — g(x) =0, d. h. g(x) = gq(x).
~ T(x) = r(x) =0, d.h. r(x) =7(x). O

Polynomdivision mit Rest kann analog zur Schulmethode fiir die Division
ganzer Zahlen gemacht werden.

Beispiel: Wir berechnen (x% + x) div (2x2 +1) und (x° +x) mod (2x? +1)
(xX®4+x):(2x2+1) = %X?’
—(x*+2x%)
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Also gilt in jedem Fall g(x) — g(x) =0, d. h. g(x) = gq(x).
~ T(x) = r(x) =0, d.h. r(x) =7(x). O

Polynomdivision mit Rest kann analog zur Schulmethode fiir die Division
ganzer Zahlen gemacht werden.

Beispiel: Wir berechnen (x% + x) div (2x2 +1) und (x° +x) mod (2x? +1)

1 1
(xX®4+x):(2x2+1) = §X3 - 7x
1
(x° + §x3)
1
(—5x° +x)
1 1
- (—§X3 - ZX)
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Also gilt in jedem Fall g(x) — g(x) =0, d. h. g(x) = gq(x).
~ T(x) = r(x) =0, d.h. r(x) =7(x). O

Polynomdivision mit Rest kann analog zur Schulmethode fiir die Division
ganzer Zahlen gemacht werden.

Beispiel: Wir berechnen (x% + x) div (2x2 +1) und (x° +x) mod (2x? +1)

1 1
(xX®4+x):(2x2+1) = §X3 - 7x
1
(x° + §x3)
1
(—5x° +x)
1 1
- (—§X3 - ZX)
5
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Vollig analog zu Lemma 34 kann das folgende Lemma beweisen werden:

Lemma 64

Es gilt fiir alle a(x), b(x), q(x) € K[x] mit q(x) # 0:
((a(x) mod q(x)) + (b(x) mod q(x))) mod q(x) = (a(x) + b(x)) mod q(x)
((a(x) mod q(x)) - (b(x) mod q(x))) mod q(x) = (a(x) - b(x)) mod q(x)

Anders ausgedriickt: Die Relation

Rax) = {(a(x), b(x)) | a(x), b(x) € K[x], a(x) mod q(x) = b(x) mod g(x)}
ist eine Kongruenzrelation auf K[x] beziiglich der Addition und
Multiplikation von Polynomen:
o Wenn (a1(x), b1(x)), (a2(x), ba(x)) € Rg(x) dann auch
(al(x) + 32(X), bl(X) + bg(X)) € Rq(x)-
o Wenn (a1(x), b1(x)), (a2(x), ba(x)) € Ry(x) dann auch
(al(x) . az(X), bl(X) . bz(X)) S Rq(x)-
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Definition (Nullstellen)

Sei K = (K, +,-) ein Korper und sei a(x) € K[x]. Ein Element k € K ist
eine Nullstelle des Polynoms a(x), falls a(k) = 0 gilt.

Polynomdivision kann benutzt werden, um den folgenden Satz zu zeigen.

Satz 65 (Anzahl der Nullstellen < Grad)

Sei K = (K, +,) ein Kérper und sei a(x) € K[x] mit a(x) # 0.

(1) Ist k eine Nullstelle von a(x), so gibt es ein Polynom b(x) mit
a(x) = (x — k) - b(x).

(2) a(x) hat héchstens grad(a(x)) viele Nullstellen.
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Beweis: Wir zeigen zunichst (1).

Sei also k eine Nullstelle von a(x), d. h. a(k) = 0.

Aus Satz 63 folgt, dass Polynome g(x) und r(x) existieren mit:
@ a(x) =q(x) - (x — k) + r(x) und
@ grad(r(x)) < grad(x — k) =1 oder r(x) = 0.

Angenommen es gilt r(x) # 0 und damit grad(r(x)) = 0.

~ r(x) =rn € K\ {0}.

~» 0= a(k) = q(k) - (k — k) + r(k) = ro. Widerspruch!

Also gilt a(x) = g(x) - (x — k).
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Wir zeigen nun Aussage (2) durch Induktion iiber grad(a(x)).

IA: grad(a(x)) = 0.

Wegen a(x) # 0 gilt a(x) = ap € K\ {0}.

~ a(x) hat 0 = grad(a(x)) viele Nullstellen.

IS: Sei grad(a(x)) > 0.

Falls a(x) keine Nullstelle hat, ist die Aussage des Satzes offenbar richtig.
Sei also k eine Nullstelle von a(x).

(1) ~» Es gibt ein Polynom b(x) mit a(x) = (x — k) - b(x).

~ grad(b(x)) = grad(a(x)) — 1.

Mit der IH folgt, dass b(x) hochstens grad(a(x)) — 1 viele Nullstellen hat.

Ausserdem ist jede weitere Nullstelle k' # k von a(x) eine Nullstelle von
b(x): 0 = a(K') = b(K') - (K" — k) und (k' — k) # 0 impliziert b(k') = 0.

Also hat a(x) hochstens grad(a(x)) viele Nullstellen. O
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Bemerkung: Der Kérper (C, +,-) ist ein Korper, in dem jedes Polynom
vom Grad mindestens 1 eine Nullstelle hat. Solche K&rper bezeichnet man
auch als algebraisch abgeschlossen.

Der Koérper (R, +,-) ist z. B. nicht algebraisch abgeschlossen, da das
Polynom x2 + 2 keine Nullstelle in R hat.

Definition (mehrfache Nullstelle)

Sei K = (K, +,-) ein Korper und sei a(x) € K[x]. Ein Element k € K ist
eine mehrfache Nullstelle des Polynoms a(x), falls ein Polynom b(x) mit
a(x) = (x — k)? - b(x) existiert.

Um festzustellen, ob k eine mehrfache Nullstelle von a(x) ist, kann man
analog zu reellwertigen Polynomen Ableitungen verwenden:
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Definition (Ableitung eines Polynoms)

Sei K = (K, +,-) ein Korper und sei a(x) = apx" +---aix + ap € K[x] ein
Polynom vom Grad n.

Die Ableitung a’(x) € K[x] ist wie folgt definiert.

Fir0<i<n-—1sei b,-:(i—l—l)a,-+1:a,-+1—|—---+a,-+1.

i+1,mal
Falls bj = 0 fiir alle 0 </ < n—1 gilt, so ist a'(x) = 0.
Ansonsten sei k = max{i | b; # 0}.

Dann ist a’(x) = bxX 4 --- 4 byx + by ein Polynom vom Grad k.

Durch einfaches Nachrechnen kann man zeigen, dass die iiblichen
Rechenregeln fiir Ableitungen von reellwertigen Polynomen auch in K[x]
gelten.
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Insbesondere gelten die Summenregel und Produktregel:

Produktregel
Fiir a(x), b(x) € K[x] gilt:
o (a(x) + b(x)) = a'(x) + b'(x)
o (a(x) - b(x)) = a'(x) - b(x) + a(x) - b'(x).

Sei K = (K, +,-) ein Korper, sei a(x) € K[x] ein Polynom, a(x) # 0,
a'(x) # 0, und sei k € K eine Nullstelle von a(x).

Dann ist k eine mehrfache Nullstelle von a(x) genau dann, wenn k eine
Nullstelle von a'(x) ist.
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Beweis:

Da k eine Nullstelle von a(x) # 0 ist, kdnnen wir nach Satz 65 das
Polynom a(x) schreiben als a(x) = (x — k) - ¢(x).

Mit der Produktregel erhalten wir a'(x) = c(x) + (x — k) - ¢/(x).
Wegen a'(x) # 0 gilt ¢(x) # 0.

Ist nun k eine Nullstelle von &’(x), so folgt 0 = a'(k) = c(k).

Also gibt es ein Polynom b(x) mit c(x) = (x — k) - b(x).

~ a(x) = (x — k)? - b(x) und k ist mehrfache Nullstelle von a(x).

Ist andererseits k eine mehrfache Nullstelle von a(x), so gibt es ein
Polynom b(x) mit a(x) = (x — k)? - b(x).

Mit der Produktregel folgt a’(x) =2 (x — k) - b(x) + (x — k)? - b'(x).

w~ 3(k) =0.

O
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Definition (Teilbarkeit von Polynomen)

Fiir Polynome a(x), b(x) € K[x] schreiben wir b(x) | a(x) (b(x) teilt a(x))
falls ein Polynom g(x) € K[x] mit a(x) = b(x) - q(x) existiert.

Bemerkungen: Fiir ein Polynom a(x) € K[x] und k € K\ {0} gilt
a(x) | k- a(x) und k- a(x) | a(x).

Dies entspricht in Z der Tatsache, dass a| —a und —a | a fiir alle a € Z.

Definition (irreduzible Polynome)

Ein Polynome p(x) € K[x] mit p(x) # 0 ist irreduzibel, falls fiir alle
Polynome a(x), b(x) € K[x] gilt:

p(x) = a(x) - b(x) = grad(a(x)) = 0 oder grad(b(x)) = 0.

Irreduzible Polynome sind die “Primzahlen in K[x]".
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Definition (GroBter gemeinsamer Teiler von zwei Polynomen)
Seien a(x), b(x) € K[x] Polynome wobei a(x) # 0 oder b(x) # 0 gilt.
Ein groBter gemeinsamer Teiler von a(x), b(x) ist ein Polynom c(x) mit
@ c(x) | a(x) und c(x) | b(x)
o Vd(x) € K[x] (d(x) | a(x) und d(x)|b(x) = d(x)]|c(x).

Beachte: Sind c;(x) und c(x) groBte gemeinsame Teiler von a(x) und
b(x), so gilt c1(x) | c2(x) und ca(x) | c1(x).

Hieraus folgt, dass es k € K\ {0} mit c1(x) = k - c2(x) gibt.
Insbesondere gibt es einen groBten gemeinsamen Teiler von a(x) und b(x)

von der Gestalt x" 4 ¢(x) mit grad(c(x)) < n (der fiihrende Koeffizient ist
1), und es gibt genau einen solchen.

Wir bezeichnen diesen groBten gemeinsamen Teiler von a(x) und b(x) mit
gg T (a(x), b(x)).
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Polynomdivision mit Rest erlaubt ggT(a(x), b(x)) als Linearkombination
von a(x) und b(x) mittels des erweiterten Euklidischen Algorithmus vollig
analog zu den ganzen Zahlen zu berechnen.

Insbesondere erhalten wir den folgenden Satz:

Satz 67 (Lineardarstellung des ggT von Polynomen)

Seien a(x), b(x) € K[x] Polynome, wobei a(x) # 0 oder b(x) # 0 gilt.
Dann existieren c(x), d(x) € K[x] mit

ggT(a(x), b(x)) = c(x) - a(x) + d(x) - b(x).
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Beispiel: In dem Polynomring Q[x] gilt:

b(x) a(x) | a(x) div b(x) | a(x) mod b(x) c(x) d(x)
x2+2 | x°+x x3 — 2x 5x lix4—%x2+% —%X
5x x> +2 %x 2 —%X %

2 5x gx 0 % 0

Also gilt
geT(x° +x,x*+2)=1= (—ix)-(x‘r’—l—x)—i—(lx“— 1X2—|— 1)-(X2—i—2)
’ 10 10 5 2 ’
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Lemma 68

Seien p(x), a(x), b(x) € K[x] Polynome, wobei p(x) # 0 irreduzibel ist.
Aus p(x) | a(x)b(x) folgt (p(x) | a(x) oder p(x) | b(x)).

Beweis:

Angenommen es gilt p(x) | a(x)b(x), aber p(x) teilt a(x) nicht.

Da p(x) irreduzible ist, folgt ggT(p(x), a(x)) = 1!

Also existieren ¢(x), d(x) € K[x] mit 1 = ¢(x)p(x) + d(x)a(x).

~ b(x) = ¢(x)b(x)p(x) + d(x)a(x)b(x).

Da p(x) | a(x) - b(x) existiert e(x) € K[x] mit a(x)b(x) = e(x)p(x).

v b(x) = c(x)b(x)p(x) + d(x)e(x)p(x) = (c(x)b(x) + d(x)e(x))p(x).
 p(6) | b(x) n
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Wir tibertragen nun die Konstruktion des Restklassenrings (Z,, +p, -n) auf
Polynome.

Sei q(x) € K[x] ein Polynom und sei n = grad(q(x)) > 0.
Sei K[x], = {a(x) € K[x] | grad(a(x)) < n}.

Wir definieren dann auf der Menge K[x], Operationen +4,) und -4() wie
folgt:

a(x) +q(x) b(x) = (a(x) + b(x)) mod q(x)
3(x) -q(x) b(x) = (a(x) - b(x)) mod g(x)

Wir bezeichnen die Struktur (K[x]n, +4(x)» "q(x)) Mit K[x]g(x)-

Aus Satz 61 und Lemma 64 folgt sofort:

K[x]q(x) ist ein kommutativer Ring.
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Der folgende Satz ist ein Analogon zu Satz 60.

K[x]q(x) ist ein Kérper genau dann, wenn q(x) irreduzibel ist.

Beweis:

Sei zunichst das Polynom g(x) nicht irreduzibel. Dann gibt es Polynome
a(x) und b(x) mit g(x) = a(x) - b(x) und grad(a(x)) > 1 < grad(b(x)).

Wir zeigen, dass a(x) kein Inverses in K[x](,) hat.

Angenommen es gibt ein Polynom c(x) mit a(x) -g(x) c(x) = 1.

~ Es gibt ein Polynom d(x) mit a(x) - c(x) + d(x) - g(x) = 1.
~a(x) - c(x) + d(x) - a(x) - b(x) = a(x) - (c(x) + d(x)b(x)) = 1.
Dies widerspricht aber grad(a(x)) > 1.
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Sei nun g(x) irreduzibel.

Um zu zeigen, dass K[x]q(, ein Korper ist, miissen wir zu jedem Polynom
a(x) € K[x], \ {0} ein multiplikatives Inverses finden.

Sei also a(x) € K[x], \ {0}.

Da q(n) irreduzibel ist, folgt ggT(a(x), q(x)) = 1.

Also gibt es ¢(x), d(x) € K[x] mit 1 = a(x) - ¢(x) + q(x) - d(x).

~a(x) 1q(x) (c(x) mod g(x)) = (a(x) - ¢(x)) mod g(x) = 1.

Also ist ¢(x) mod g(x) ein multiplikatives Inverses von a(x). O

Satz 70 erlaubt uns aus existierenden Korpern neue Kérper zu
konstruieren.
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Bemerkungen: Sei grad(g(x)) > 0 und g(x) € K[x] irreduzibel.

o Offensichtlich ist der Kérper K ein Teilkorper von K[x]q(x)-

Wir sagen auch, dass K[x]q(,) ein Erweiterungskérper von K ist.

@ Fiir ein Polynom der Form x + k mit k € K gilt K[x]x1x = K.

@ Das Polynom g(y) hat in dem Kérper K[x]q(x) eine Nullstelle,
namlich x € K[x], falls n = grad(q(x)) > 1.

Falls grad(g(x)) = 1 hat g(y) bereits eine Nullstelle in K.
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Beispiele:

(a) Das Polynom x? — 2 ist irreduzibel in Q[x]
(es hat keine Nullstelle in Q).

Also ist Q[x],2_, ein Korper, der auch mit Q[v/2] bezeichnet wird.

Intuitiv erhdlt man diesen Korper, indem man zu QQ ein neues Element x,

welches die Gleichung x? — 2 = 0 erfiillt (also entweder /2 oder —v/2),
hinzunimmt (adjungiert) — daher auch die Bezeichnung Q[v/2].

Man kann Q[v/2] mit dem Teilkorper ({a+ b-+/2 | a,b € Q},+,-) von
(R, +,-) identifizieren.

Beachte: Die Menge {a+ b-v/2 | a,b € Q} C R ist unter Addition und
Multiplikation abgeschlossen.

(b) Das Polynom x2 + 1 ist irreduzibel in R[x].

Es gilt R[x],2,; = C.
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(c) Das Polynom q(x) = x? + x + 1 ist irreduzibel in F5[x], da es keine
Nullstellen hat.

Der Kérper F2[x]q(x) besteht aus den vier Elementen 0,1, x, x + 1.

In Fa[x]q4(x) gilt z. B.
[]q() X X = X2 = x+1

x-(x+1) = x>+x 1
(x+1)-(x+1) = x*+1 = x

(d) Das Polynom p(x) = x3 + x2 + 1 ist ebenfalls irreduzibel in F5[x], da
es keine Nullstellen hat (ein Polynom vom Grad < 3 ist irreduzible genau
dann, wenn es keine Nullstellen hat).

Der Korper Fa[x],(x) besteht aus den acht Elementen
0,1,x,x+1,x3, x> + 1,x2 + x, x> + x + 1.
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Wir wollen nun Satz 70 fiir den Spezialfall F, (mit p eine Primzahl)
anwenden.

Angenommen q(x) € Fp[x] ist ein irreduzibles Polynom vom Grad n.
Dann besteht der Kérper Fp[x]q(x) aus genau p” Elementen, da es in F,[x]
genau p" Elemente vom Grad < n gibt.

Es stellt sich nun die Frage, ob es irreduzible Polynome von beliebigen

Grad in Fp[x] gibt.

Durch ein Abzdhlargument kann man in der Tat zeigen, dass es in [F,[x]
fiir jedes n ein irreduzibles Polynom vom Grad n gibt.

Wir werden einen anderen Weg gehen.

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 300 / 344



Algebraische Strukturen: Ringe und Koérper

Wir sagen, dass das Polynom a(x) € K|[x] tiber dem Kérper K in
Linearfaktoren zerfallt, falls sich a(x) schreiben lasst als

a(x) =k - (x— k1) (x — kn),
wobei k, ki,...,k, € K gilt.

Hierbei ist n offensichtlich der Grad von a(x) und ki, ..., k, sind die
Nullstellen von a(x) (diese miissen nicht alle verschieden sein).

Z. B. zerfillt iiber dem Korper C jedes Polynom in Linearfaktoren.

Sei K ein Kérper und a(x) € K[x] ein Polynom. Dann existiert ein
Erweiterungskérper K' O K, so dass a(x) iber dem Kérper K’ in
Linearfaktoren zerfallt.

Man nennt K’ einen Zerfallungskorper von a(x).
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Beweis: Induktion iiber grad(a(x)).
Der Fall grad(a(x)) = 0 ist klar, sei also grad(a(x)) > 0.
Fall 1. a(x) hat eine Nullstelle k € K.

Nach Satz 65 existiert ein Polynom b(x) mit a(x) = (x — k) - b(x).

Da grad(b(x)) < grad(a(x)) existiert nach Induktionshypothese ein
Erweiterungskorper K’ D K, so dass b(x) tiber dem Korper K’ in
Linearfaktoren zerfillt, d. h.

b(x) = k" (x — ky) -+ (x — kn) in K'[x],
wobei k, ky,...,k, € K gilt.
Also gilt in K'[x]:
a(x)=k' - (x — k) - (x — ki) -+ (x — kn) in K'[x],

und a(x) zerfillt tiber K" in Linearfaktoren.
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Fall 2. a(x) hat keine Nullstelle in K.

Sei b(x) € K[x] ein irreduzibler Faktor von a(x), d. h. a(x) = b(x) - ¢(x)
(fiir ein Polynom c(x) € K[x]) und b(x) ist irreduzibel.

Da a(x) keine Nullstelle hat, muss der Grad von b(x) mindestens 2 sein.

Nach Satz 70 ist K[y],(,) ein Erweiterungskorper von K, in dem das
Polynom b(x) die Nullstelle y hat.

In dem Ring (K[y]p(y))[x] 2 K[x] konnen wir also a(x) schreiben als

a(x) = (x = y) - a(x) mit a(x) € (K[y]p(y))[x]-

Da grad(a(x)) < grad(a) ist, gibt es nach Induktionshypothese einen
Erweiterungskorper K’ von K[y]y,), iiber dem 3(x) in Linearfaktoren
zerfallt.

Dann zerfillt auch a(x) iiber K’ in Linearfaktoren. O
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Satz 72

Sei p eine Primzahl, sei K = (K, +,-) ein Kérper der Charakteristik p, und
sei q = p" fiir ein r > 0.
(1) Das Polynom x9 — x hat keine mehrfachen Nullstellen in K.

(2) Die Menge {k € K | k9 — k =0 in K} aller Nullstellen des Polynoms
x9 — x bildet einen Teilkérper von K.

Beweis:
Zu (1): Die Ableitung des Polynoms x9 — x ist g - x9~1 — 1.

Da der Kérper K die Charakteristik p hat, gilt in K:
p = 0 und somit auch g = p" = 0.

Also gilt (x9 — x)’ = =1 und (x9 — x)’ hat keine Nullstelle.

Nach Satz 66 hat also x9 — x keine mehrfachen Nullstellen.
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Zu (2): Nach Aufgabe ?7? gilt in K fiir alle a, b € K:
(a+ b)P =aP + bP.
Wir zeigen nun durch Induktion iiber r > 1, dass fiir alle a, b € K gilt
(a+b)P =a + bP.
Der Induktionsanfang (r = 1) folgt aus obiger Bemerkung.
Fiir r > 1 erhalten wir:

(a+by = G

a+ b)P
(a+ b )P

PP
= PPl

_ apr + bpr

r—1
p
bP

(
(
(

Also gilt (a+ b)? = a? 4 b9 fiir alle a,b € K.
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Nun konnen wir zeigen, dass die Menge
N={keK|ki—k=0inK}

aller Nullstellen des Polynoms x9 — x ein Teilkorper von K bildet.

Seien a,b€ N, d. h. a9 = a und b9 = b.

Dann gilt (a-b)? =2a%9-b9=a-bund (a+b)9=a%9+b9=a+b.

Also gilt a- b,a+ b e N.

Gilt weiter a,b € N\ {0} so gilt auch a- b # 0 und somit a- b e N\ {0}.

Aus Satz 35 folgt, dass (N,+) und (N \ {0},-) Untergruppen von (K, +)
bzw. (K \ {0},-) bilden.

Also ist (N, +,-) ein Teilkérper von K. O
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Sei p eine Primzahl und sei q = p" fiir ein r > 0.
Dann existiert ein Kérper mit q Elementen.

Beweis:

Der Fall r = 1 ist klar, denn F, = (Zp, +p, -p) ist ein Kérper mit
p = p* = q vielen Elementen.

Sei nun r > 1 und sei K ein Erweiterungskorper von [, iiber dem das
Polynom x9 — x in Linearfaktoren zerfillt (existiert nach Satz 71).

Dann hat auch K Charakterisitik p.

Also hat nach Satz 72(1) das Polynom x9 — x keine mehrfachen
Nullstellen in K.

Da x9 — x iiber K in Linearfaktoren zerfallt, hat x9 — x genau q viele
Nullstellen in K.
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Nach Satz 72(2) bilden diese g vielen Nullstellen einen Kérper mit g
Elementen. O

Wir haben nun also gezeigt, dass fiir jede Primzahlpotenz g ein endlicher
Korper mit g Elementen existiert.

Man kann weiter zeigen, dass dieser Korper eindeutig bestimmt ist:

Satz 74 (ohne Beweis)

Sei p eine Primzahl und sei q = p” fiir ein r > 0. Dann gibt es bis auf
Isomorphie genau einen Korper mit g Elementen.

Den eindeutig bestimmten Korper mit g = p” vielen Elementen bezeichnet
man als GF(q).

“GF" steht hierbei fiir “Galois field” (benannt nach Evariste Galois,
1811-1832; “field” ist der englische Begriff fiir Korper).
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Den Korper GF(p") kann man als IFp[x],(, fiir ein in Fp[x] irreduzibles
Polynom a(x) vom Grad r erhalten.

Der Kérper GF(p") darf nicht mit dem Ring (Zpr, +pr, , -pr,) verwechselt
werden, letzterer ist nur dann ein Korper, wenn r = 1 gilt.

SchlieBlich kann man noch zeigen, dass die Anzahl der Elemente eines
endlichen Korpers stets eine Primzahlpotenz ist:

Sei K = (K, +,") ein endlicher Kérper. Dann existiert eine Primzahl p und
r>1mit|K|l=p"

Satz 75 zeigt man am einfachsten durch Verwendung linearer Algebra.

Hierfiir miissen wir Vektorrdume iiber beliebigen Kérpern betrachten.
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Definition (Vektorraum)

Sei K = (K, +,-) ein Kérper. Ein Vektorraum iiber dem Kérper K ist ein
Tripel V = (V,®,®), wobei gilt:

o (V,®) ist eine Abelsche Gruppe.

@ ©: K x V — V ist eine Abbildung (Skalarmultiplikation) mit den
folgenden Eigenschaften:

o Vabe KVWeV:am®(bov)=(a-b)Ov

e Vae KVuveV:a0(udv)=(a0u)d(adv)
e Vabe KVveV:(a+b)ov=(aoVv)D(bOV)
o VveV:10ov=yv

Anstatt a ® v schreibt man Uliberlicherweise kurz av.

Im folgenden sei Oy (bzw. Ox) das neutrale Element der Abelschen Gruppe
(V@) (baw. (K, +)).
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Beachte: Fiir alle v € V gilt
OrkoOv)®(xoOVv)=0k+0k)Ov=0k OV,
d. h. O]K@V:OV.

Definition (lineare Unabhiangigkeit, Basis)
Sei V= (V,®,®) ein Vektorraum iiber dem Korper K = (K, +, ).

Eine Menge U C V ist linear unabhangig, falls fiir alle a1,...,a, € K und
alle paarweise verschiedenen vy, ..., v, € U gilt:

aavi®ave®---Pav, =0y =— a1=a=---=a, =0k

Eine Basis von V ist eine linear unabhangige Teilmenge B C V mit:

VveVda,...,aneK,vi,...,vpEB:v=a1vi @ arvo @ --- D apv,.
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Man kann zeigen, dass jeder Vektorraum V eine Basis hat.

Es kann zwar mehrere verschiedene Basen geben, je zwei Basen von V
haben aber stets die gleiche Kardinalitdt, welche als die Dimension dim(V)
von V bezeichnet wird.

Ist dim(V) endlich, so ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum
(iiber dem Korper K).

Gilt dim(V) = n < oo, und ist {vi,..., v,} eine Basis von V, so hat jedes

Element v € V eine eindeutige Darstellung von der Form
V=aviPawvbd- - Dapvy

mit ai,...,a, € K, und man kann v mit dem Tupel (a1,...,an)

identifizieren.

Insbesondere: Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem
endlichen Kérper KK, so besteht V aus [K|4™(Y) vielen Elementen.
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Beweis von Satz 75:
Sei K = (K, +, ) ein endlicher Korper.
Die Charakterisitk von K muss nach Satz 59 eine Primzahl p sein.

Man zeigt leicht, dass die Struktur ({0,1,...,p — 1},+,) isomorph zum
Korper IFj, ist, d. h. K ist ein Erweiterungskorper von F,.

Ausserdem biIde'g_K einen endlich-dimensionalen Vektorraum tiber dem
Unterképer I, (Ubung: Rechnen Sie die Vektorraumaxiome nach).

Ist r > 1 die Dimension dieses Vektorraums, so hat K genau p” viele
Elemente. O
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Wie wir gesehen haben, spielen irreduzible Polynome bei der Konstruktion
endlicher Kérper die zentrale Rolle.

Es stellt sich somit die Frage, wie man feststellt, ob ein gegebenes
Polynom a(x) € Fp[x] irreduzible ist.

Der folgende Satz liefert ein Verfahren, um dies zu entscheiden.

Satz 76 (ohne Beweis)

Ein Polynom a(x) € F,[x] vom Grad n > 2 ist irreduzibel, genau dann,
wenn gilt:

o a(x) ist Teiler des Polynoms xP" — x und

® ggT(a(x), xP"* x) = 1 fiir jede Primzahlen t, welche n teilt.
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Beachte: Dass a(x) ein Teiler des Polynoms xP" — x ist, bedeutet, dass
xP" mod a(x) = x gilt.

. . n
Wir miissen also xP* mod a(x) berechnen.

Dies kann man effizient dadurch machen, indem man mit ag(x) = x
beginnend, die Folge der Polynome a;1(x) = a;(x)? mod a(x) berechnet
(0<i<n-1)

Dann gilt a,(x) = xP" mod a(x).
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Man kann zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig gewahltes
Polynom a(x) € Fp[x] vom Grad n > 2 irreduzibel ist, ungefahr 1/n ist.

Wahlt man n zufallige Polynome vom Grad n, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dass keines davon irreduzibel ist, ungefahr
(1—-1/n)" <1/e, d .h. mit Wahrscheinlichkeit 1 —1/e > 0.6 findet man
so ein irreduzibles Polynom vom Grad n.
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Als letzte Aussage iiber endliche Korper beweisen wir die folgende Aussage:

Sei K = (K, +, ) ein endlicher Kérper. Dann ist die Abelsche Gruppe
(K'\ {0},-) (die multiplikative Gruppe von K) zyklisch.

Ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe des Kérpers K = (K, +, -) wird
auch als ein primitives Element von K bezeichnet.
Dies ist also ein p € K mit plKI=1 =1 und p’ # 1 fiiralle 1 </ < |K| — 1.
Fiir den Beweis von Satz 77 bendtigen wir noch einige Resultate zu
endlichen Gruppen.
Zur Erinnerung (Folie 237): Sei G = (G, o) eine endliche Gruppe.
@ Die Ordnung ord(a) eines Elements a € G ist die kleinste Zahl k > 0,
so dass a¥ = 1 in G gilt (solch eine Zahl k existiert, da G endlich ist).
o Fiir alle a € G gilt: ord(a) teilt |G| und al®l = 1.
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Lemma 78

Sei G = (G, o) eine endliche Gruppe. Dann gilt fiir alle a € G und k > 0:
ak =1 < ord(a) | k

Beweis:

Falls ord(a) | k gilt, gibt es eine Zahl ¢ mit k = ¢ - ord(a).

~ gk = aé-ord(a) — (aord(a))f -1t =1.

Sei nun ak = 1.
Division mit Rest liefert g,r € Z mit 0 < r < ord(a) und k = g-ord(a) +r.
~ 1= 3k = aq~ord(a)+r — (aord(a))q o0a = a'.

Da ord(a) die kleinste Zahl a > 0 mit a® = 1 ist, folgt r =0, d. h.
ord(a) | k. O
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Sei G = (G, o) eine endliche Abelsche Gruppe. Dann gilt fiir alle a,b € G:
Wenn ggT(ord(a), ord(b)) = 1, dann gilt ord(a o b) = ord(a) - ord(b).

Beweis:
Da G Abelsch ist, folgt
(a o b)ord(a)-ord(b) — (aord(a))ord(b) ° (bord(b))ord(a) -1

Lemma 78 ~» ord(ao b) | ord(a) - ord(b).
Angenommen es gilt ord(a o b) < ord(a) - ord(b).
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Da ord(a o b) ein Teiler von ord(a) - ord(b) ist, gibt es eine Primzahl p mit

ord(a) - ord(b) '

ord(ao b) | (6)

Da ggT(ord(a),ord(b)) = 1, kann p nicht sowohl ord(a) als auch ord(b)
teilen.

0O.B.d.A. gelte: p | ord(a) und p Jord(b).
Aus (6) und Lemma 78 folgt:

1= (a o b)ord(a).ord(b)/p — aord(a)-ord(b)/p o (bord(b))ord(a)/p — aord(a)-ord(b)/p‘

Lemma 78 ~ ord(a) | ord(a)-ord(b)

P
Da p ford(b) und ggT(ord(a),ord(b)) = 1 gilt, muss ord(a) bereits ein
Teiler von ord(a)/p sein — ein Widerspruch. O
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Lemma 80

Sei G = (G, o) eine endliche Abelsche Gruppe und sei
k = max{ord(a) | a € G}. Dann gilt fiir alle b € G: bX = 1.

Beweis: Sei die Ordnung von a maximal und sei k = ord(a).
Angenommen b € G ist ein Element mit b% # 1. Sei ¢ = ord(b) < k.
Dann gilt £ J k (sonst wiirde b = 1 nach Lemma 78 gelten).
Also gibt es eine Primzahl p und ein i > 0 mit:

Pk, p™h kL
Sei o = aP und b = b!/P""
~ ord(a') = k/p’, ord(b') = p™*1 und somit ggT(ord(a’),ord(b')) =1
Lemma 79 ~~ ord(a' o b’) = ord(d’) -ord(b') = k- p > k.
Dies ist ein Widerspruch. O
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Beweis von Satz 77:

Wir wenden Lemma 80 auf die endliche Abelsche Gruppe (K \ {0},-) an.
Sei n=|K\ {0} = |K| — 1.

Um zu zeigen, dass (K \ {0}, ) zyklisch ist, geniigt es ein Element

a € K\ {0} der Ordnung n zu finden.

0 .1 n—

Denn dann sind die Potenzen a%, al, ..., a" ! alle verschieden, und es gilt

K\ {0} ={a%atl,...,a" 1}.
Sei hierzu k = max{ord(b) | b€ K\ {0}} (~ k < n).

Nach Lemma 80 ist jedes Element b € K \ {0} Nullstelle des Polynoms
k
x* —1.

Also hat das Polynom x¥ — 1 genau n Nullstellen
(beachte: 0 ist keine Nullstelle von x* — 1).

Satz 656 ~» k > n.
Also gilt k = n und es gibt ein Element der Ordnung n. U
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Beispiel:

Betrachte den Korper Fa[x],s, 21, welcher aus den acht Elementen
0,1,x,x +1,x%, x> +1,x> + x, x> + x + 1 besteht.

Die multiplikative Gruppe dieses Korpers ist isomorph zu Z7.

Ein primitives Element von Fa[x],s, 2,1 ist z. B. x:

x! = x

2 o= 2

X = x2+1

= B x=x2+x+1
X = B+ +x=x+1
x® = x2+x

X' = P+xt=1
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Bemerkungen zum Rechnen in dem endlichen Kérper GF(2™)

GF(2™) ist isomorph zu F2[x]4(x), wobei g(x) € F2[x] ein irreduzibles
Polynom vom Grad m ist.

Die Elemente von Fa[x]4(x) sind also Polynome aus Fa[x] vom Grad < m
(kurz Fa[x]m)-

Ein solches Polynom kann als Bitstring reprasentiert werden:
arx* + - ayx 4+ ag entspricht (ak -+ a1a0),
wobei k < mund ag,...,a1, a0 € {0,1}.
Addition in Fg[x]q(x) entspricht dann dem bitweisen XOR von Bitstrings.
Beispiel: Sei g(x) = x3 + x? + 1 (irreduzibel in F2[x]).
Betrachte x? + 1, x? + x € Fa[x]s.
v (X2 + 1)+ (X2 + x) = x4+ 1in Fa[x]g(x)-
Dies entspricht fiir Bitstrings: (101) XOR (110) = (011) = (11).
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Die Multiplikation in F2[x],(y) ist etwas komplizierter.

Betrachte a(x) € Fa[x],, und b(x) = bxxX 4 - 4 byx + by € Fa[x]m.
~a(x) - b(x) = (((a(x)brkx + a(x)bk—1) - x + a(x)bx—2) -+ ) - x + a(x)bo
Dies fiihrt auf k Additionen und k Multiplikationen mit x sowie 0 bzw. 1.
Multiplikation mit x entspricht einem Linksshift fiir Bitstrings.

Multiplikation mit 1 bzw. O liefert den gleichen Bitstring bzw. den String 0
zuriick.

Nach jeder Multiplikation mit x iiberpriifen wir, ob der Grad des
resultierenden Polynoms m ist (d. h. ob der Bitstring Lange m hat).

Ist dies der Fall, so kann durch eine Addition von g(x), d. h. einem XOR
mit dem g(x) entsprechenden Bitstring, der Grad wieder unter die Grenze
m gebracht werden.
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Beispiel: Sei wieder g(x) = x3 + x2 + 1 = 1101 (irreduzibel in Fy[x]).
Betrachte a(x) = x? + 1 = 101, b(x) = x? + x = 110 € F,[x]3, d.h.
by =b1 =1,by =0.
Wir wollen a(x) - b(x) in Fa[x]4(x) berechnen.
Es gilt a(x) - b(x) = (a(x) - b2 - x + a(x) - b1) - x + a(x) - bo.
© Multiplikation von a(x) = 101 mit b, =1 ~» 101
© Multiplikation mit x, d. h. Linkshift ~» 1010
© Addition von g(x), d. h. XOR mit 1101 ~» 1010 XOR 1101 = 111
© Addition von a(x) - b1, d. h. XOR mit 101 ~» 101 XOR 111 =10
© Multiplikation mit x, d. h. Linkshift ~» 100
O Addition von a(x) - bp =0 ~> 100
Also gilt (x? 4+ 1) - (x* + x) = x? in Fa[x]4(0)-
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Wir wollen nun endliche Korper zur Erstellung von fehlerkorrigierenden
Kodes verwenden.

Die Grundidee von fehlerkorrigierenden Kodes ist, an Nachrichten
redundante Information anzuh&ngen.

Dies erlaubt es, Ubertragungsfehler zu erkennen und evtl. sogar zu
korrigieren.

Sei ¥ ein endliches Alphabet von Symbolen.

Seien k,n > 1 mit kK < n.

Ein (k, n)-Kode iiber dem Alphabet X ist eine injektive Abbildung
f.yky¥n

Ein Wort u € T ist dabei eine zu versendende Nachricht, f(u) € ¥ ist
die tatsichlich versendete Nachricht.
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Seien u, v € X" zwei Worter der gleichen Lange n.
Seiu=ajay---apund v =biby--- b, mit a;, b; € L.
Die Hamming-Distanz dy(u, v) zwischen u und v ist definiert als

d(u,v) = [{i | 1< < n,a # b}l

Dies ist also die Anzahl aller Positionen, in denen sich v und v
unterscheiden.

Definition (t-fehlerkorrigierende Kodes)
Sei f ein (k, n)-Kode iiber dem Alphabet ¥ und sei t > 0.

Dann ist f t-fehlerkorrigierend, falls gilt:

VYu,v € ZF i u#v = dy(f(u), f(v)) > 2t + 1.
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Dieser Begriff ist wie folgt motiviert:
Sei f ein t-fehlerkorrigierender (k, n)-Kode iiber dem Alphabet X.
Sei u € ¥

Angenommen in f(u) € £" werden an < t vielen Positionen Anderungen
vorgenommen (< t viele Ubertragungsfehler).

Fiir das resultierende Wort w € ¥" gilt also dy(f(u), w) < t.

Angenommen es gibe noch ein weiteres Wort v € £\ {u} mit
du(f(v),w) <t

Dann wiirde dy(f(u), f(v)) < 2t gelten (Dreiecksungleichung), was aber
nicht geht, da f t-fehlerkorrigierend ist.

Also ist u das einzige Wort in £ mit dy(f(u), w) < t.

Somit kann ein Dekodierer aus w die urspriingliche Nachricht u
rekonstruieren.
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Definition (t-fehlererkennende Kodes)
Sei f ein (k, n)-Kode iiber dem Alphabet ¥ und sei t > 0.

Dann ist f t-fehlererkennend, falls gilt:

Yu,ve XK u#v = dy(f(u), f(v)) > t+1.

Dieser Begriff ist wie folgt motiviert:

Sei f ein t-fehlererkennender (k, n)-Kode iiber dem Alphabet ¥ und sei
uexk

Angenommen in f(u) € ¥" werden an < t vielen Positionen Anderungen

vorgenommen (< t viele Ubertragungsfehler).

Dann ist das resultierende Wort w nicht von der Form f(v) mit v € ¥,
denn ware dies der Fall, so wiirde dy(f(u), f(v)) < t gelten, und f wire
nicht t-fehlererkennend.
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Ein Empfanger der Nachricht f(u) kann somit zumindestens noch
erkennen, dass ein Ubertragungsfehler vorliegt.

Beachte: Ein t-fehlerkorrigierender Kode ist stets 2t-fehlererkennend.

Beispiel:

Fiir k, m > 1 definieren wir einen (k, m - k)-Kode W , iiber dem
Alphabet {0, 1} wie folgt:

Wim(u) = u™ fiir alle u € {0,1}*.

Dann gilt dy(Wi,m(u), Wi.m(v)) > m fiir alle u,v € {0,1}X mit u # v.
Fiir m ungerade ist Wy, somit (m — 1)/2-fehlerkorrigierend.

Fiir alle m > 1 ist Wy, noch (m — 1)-fehlererkennend.
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Wir betrachten nun sogenannte Reed-Solomon Kodes.
Seien s, k,t > 1 Parameter, wobei k + 2t <25 — 1.

Der Reed-Solomon Kode RSq 4 ; ist ein (k, 2t + k)-Kode iiber dem
endlichen Alphabet GF(2°), d. h.

RSs.k.: : GF(2°)% — GF(2°)2ttk,
Wie bereits gesehen, konnen wir Elemente des endlichen Kérpers GF(2%)
mit Elementen aus {0,1}* identifizieren.
Nach Satz 77 ist die multiplikative Gruppe (GF(2°) \ {0}, -) zyklisch.
Sei o € GF(2%) \ {0} ein Erzeuger dieser Gruppe.
Dann gilt o/ # 1 fiiralle 1 <i<2°—2und o1 =1
Sei g(x) = (x —a) - (x —a?) -+ (x — a?t) € GF(2%)[x].
~ grad(g(x)) = 2t.
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Sei nun u = uy_1--- urup € GF(2°)¥ die Eingabe fiir das Reed-Solomen
Kodierungsverfahren, wobei u; € GF(2°) fir 0 </ < k — 1.

Sei u(x) das Polynom wu(x) = up_1x*1 + -+ + upx + up € GF(2%)[x].
~ grad(u(x)) < k — 1 (beachte: es kdnnte uix_; = 0 sein).

Berechne aus u(x) das Polynom w(x) = g(x) - u(x) € GF(2°)[x].

~ grad(w(x)) = grad(g(x)) + grad(u(x)) <2t + k — 1.

Also kénnen wir das Polynom w(x) schreiben als

2t+k—1 +

W(X) = Woryk—1X e wix 4w

(dabei konnen einige der fiihrenden Koeffizienten w; gleich 0 sein).

Dann ist RSs  ¢(u) = Warpk—1 - - wiwp, dies ist die Ausgabe des
Reed-Solomon Kodierungsverfahren.
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Lemma 81

Die Funktion RSy : GF(25)% — GF(2°)*'*k ist injektiv, d. h. RSs s+ ist
in der Tat ein (k,2t + k)-Kode.

Beweis:

Sei RSs k.t(u) = RSs k (v) fiir u,v € GF(2%)k.

v g(x) - u(x) = g(x) - v(x)

v g(x) - (u(x) = v(x)) = 0.

Da g(x) # 0 gilt, und der Ring GF(2°)[x] nullteilerfrei ist (siehe Folie
148), folgt u(x) — v(x) =0, d. h. u(x) = v(x).

Also gilt u=v. O

Um aus RS,  +(u) die urspriingliche Nachricht u zu berechnen
(dekodieren) miissen wir lediglich das Polynom, dass zu RSs x +(u) gehort,
durch g(x) teilen.
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Beispiel: Sei s =3, k=3, t =2, dann gilt k +2t =4 <23 - 1.
Es gilt GF(8) = [F2[x],34 41 und o = x ist ein primitives Element.
Eine einfache Rechnung in F[x],s, 1 zeigt, dass

gy) = (v—x) )y —x
v+ ) + ) +x°)(y +x7)
(v + )y + )y + x + Dy +x* +x)
Y0y x4 (x+ 1),
Sei nun u = 101 100 001 € GF(8)3.
~ u(y) = (x* +1)y* + Py + L.

Eine einfache Rechnung in Fa[x],s, .1 zeigt, dass g(y) - u(y) das folgende
Polynom ist:

A+ 1)y + (x + 1)y* + (2 +x)y + (P +x)y? + (P + 1)y + (x +1).
~» RSg x.+(u) =101 000 011 110 110 101 011 € GF(8)".
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Seien s, k,t > 1 mit k +2t < 2° — 1. Dann ist RSs y + ein
t-fehlerkorrigierender (k, k + 2t)-Kode iiber dem Alphabet GF(2°).

Beweis:
Annahme: dy(RSs .+(u), RSs k.¢(v)) = r < 2t fiir u,v € GF(2%)k.
Wir miissen u = v zeigen.
Sei u=ug_1---urup und v = vg_1---vivp mit u;, v; € GF(2%).
Definiere:

u(x) = wg—1x"TT+ -+ x4+ u € GF(2°)[x]

v(x) = wvicixX¥ 4o vix + v e GF(29)[X]

gx) = (x—a)-(x—a%)-(x—a®) € GF(2°)[x],

wobei « ein primitives Element von GF(2°) ist.
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Dann ist RSs k ¢(u) (bzw. RSs « ¢(v)) die Folge der Koeffizienten des

Polynoms g(x) - u(x) (bzw. g(x) - v(x)).

Sei d(x) = g(x) - u(x) — g(x) - v(x) = g(x) - (u(x) = v(x)).

Dann gilt:

(1) Wegen dy(RSs kt(u), RSs k.¢(v)) = r < 2t sind in d(x) nur r <2t
viele Koeffizienten von 0 verschieden.

Sei d(x) = dapyr_1x* T ... 4 dix + dp, wobei alle Koeffizienten
d; ausser dj,...,d; (r <2t) gleich 0 sind.

Sei0< i <h<- i, <2t+k—1.
(2) AusV1 < j<2t:g(ad) =0 folgt V1 < j <2t :d(ad) = 0.
Also gilt fiir alle 1 < j < 2t:
d2t+k_10£j(2t+k_1) + -+ dlozj +dy = 0 bzw.
diod" 4 b diod ™t f dpad™ = 0

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 337 / 344



Kodierungstheorie

Punkt (2) kénnen wir in Matrixform wie folgt schreiben:

at a” a® o an di, 0
a211 a212 a2l3 . a2l, dfz 0
a311 04312 a313 . a3l, ) di3 _ 0
a2t./1 a2t~12 a2t-l3 o a2t-l, d[r O
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Aus der linearen Algebra folgt, dass fiir die Determinante der sogenannten

Vandermonde-Matrix gilt:

1 1 ... 1
Xl X2 .. Xm
2 2 .. 2
det X1 X2 Xm = H (x;j — xi)
: : : : 1<i<j<m
-1 -1 m—1
Xy Xy prosd

Hierbei sind die Eintrage xi, ..., Xm aus einem beliebigen Korper K.

Gilt daher x; # x; fiir alle 1 </ < j < m, so ist die Determinante der
Vandermonde-Matrix von Null verschieden (hier ist wieder die
Nullteilerfreiheit von Koérpern wichtig).
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Gilt also x; # x; fiir alle 1 < < j < m, so sind die m vielen
Spaltenvektoren

Xi fur 1<i<m

linear unabhangig.

Gilt weiterhin x; # 0 fiir alle 1 </ < m, so sind auch die folgenden m
vielen Spaltenvektoren linear unabhangig:

Xj 1
X,-2 X
X3 X2 .. .
i = Xj- i fir 1<i<m
xm x.m_l
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Natiirlich ist dann auch jede Teilmenge dieser m vielen Vektoren linear
unabhingig.

Dies wollen wir nun auf die folgende Matrix anwenden:

i

alt a® aB - alr

a2i1 a2i2 a2i3 . a2ir

a3/1 Oé3’2 a3/3 a3l, (7)
a2t-i1 a2t-i2 a2t-i3 . a2t~i,

Zur Erinnerung: r <2t,0< i1,...,i, <2t + k — 1 und diese Zahlen sind
paarweise verschieden.

Da « ein primitives Element von GF(2°) ist (d. h. o # 1 fiir alle
1<i<2°—2und a® 1 =1)gilt of # 0 fiir alle / und o' # o/ fiir alle
0<i<j<2t+k—1<25—2.

Also sind die Spaltenvektoren der Matrix (7) linear unabhiangig.

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 341 / 344



Kodierungstheorie

Dies scheint jedoch dem Gleichungssystem

al a” a® - a di, 0
a2/1 a2/2 a2/3 . a2l, dfz 0
a311 04312 a313 . a3l, ) di3 _ 0
a2t./1 a2t~12 a2t-l3 . a2t-l, d[r O

zu widersprechen!

Tut es aber nicht, es folgt lediglich, dass r = 0 gelten muss.

Also gilt di(RSs k ¢(u), RSs k,t(v)) =0, d. h. RS« +(t) = RSs i ¢(v).

Da RSq ¢ injektiv ist, folgt u = v. O
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Bemerkungen

Das Reed-Solomon Kodierungsverfahren wird z. B. fiir CDs und
DVDs verwendent.

In Implementierungen des Reed-Solomon Kodierungsverfahren werden
Elemente aus GF(2°) durch Bitstrings aus {0, 1}° reprasentiert, so wie
wir dies auch schon friiher getan haben.

Man kann sich also RS; i+ als (k - s, (2t + k) - s)-Kode iiber {0,1}
(anstatt als (k,2t 4 k)-Kode iiber GF(2°)) vorstellen.

Welchen Vorteil hat nun ein groBerer Parameter s?

Ein Fehlerburst der Lénge ¢ ist eine Folge von ¢ fehlerhaften Bits
(z. B. verursacht durch einen Kratzer auf einer CD).

Das folgende Beispiel stammt aus Steger, Diskrete Strukturen 1.
Kombinatorik, Graphentheorie, Algebra, Springer.

Wieviele Bits bendtigen wir, um 108 Bits so zu kodieren, dass
Fehlerbursts der Lange 100 korrigiert werden kénnen?
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Ein Feherbursts der Lange 100 betrifft hochstens [100/s] viele Blocke
der Lange s.

@ Also muss t > [100/s]| gelten. Setzen wir t = [100/s].
o Mit 2t + k <25 — 1 folgt k < 25 — 1 — 2[100/s].

Setzen wir k =25 — 1 — 2[100/s].

Zur Kodierung werden die 10° Bits in [10°/(k - s)] viele Blécke der
Lange k - s zerlegt.

Jeder dieser Blocke wird dann mit (2t + k) - s vielen Bits kodiert.

Die Anzahl der insgesamt benétigten Bits ist also

[10%/(k -s)] - (2t + k) -s = [10°/((2° — 1 —2[100/s7) - 5)](2° — 1) - s.
Fiir s = 6 liefert dies z. B. 2 172 744 Bits, wahrend wir fiir s = 10

mit nur 1 023 000 Bits auskommen.

Der Nachteil eines groBeren s-Werts ist, dass die Arithmetik in
GF(2°) aufwandiger wird.

Lohrey (Universitat Siegen) Diskrete Mathematik Wintersem. 2014/2015 344 / 344



