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Aufgabe 1
Zeigen Sie, dass die von folgendem WHILE-Programm berechnete Funktion LooP-berechenbar
ist. Input und Output sind ;.
9 :=0;
r3 = 0;
WHILE 29 # 0 DO
To i= To + 1;
T3 = Tg + T
Ty 1= T3 Xy
END;
To = T1 - X1,
WHILE z; # 0 Do
T =21 — 1
Ty 1= Ty + T3;
T3 :=x3+ 1
END;

T = T2

Loésung

Wir stellen zunéchst fest, dass die erste WHILE-Schleife niemals durchlaufen wird, weil der
Wert von 5 zu Beginn auf 0 gesetzt wurde. Also konnen wir sidmtliche Zeilen der ersten
Schleife streichen. Im néchsten Schritt konnen wir die zweite Schleife in eine LooP-Schleife
umwandeln, da genau x; als Counter benutzt wurde. Es wird also einfach x5 := x5 + 23
und z3 := x3 + 1 insgesamt z; mal ausgefiihrt.

To = X1 - Xq;

x3 = 0;

Loor z; Do
To 1= Ty + T3;
r3 :=x3+1

END;

T = T2



Alternativ konnten wir den Funktionswert bestimmen und uns daraus ein LOOP-Programm
herleiten. Nach dem letzten Durchlauf der WHILE-Schleife wird x5 ndmlich auf den Wert

i +0+1+ 4+ (r;—1) =2 + (ml_% (der hintere Teil ist eine Gaufisumme) gesetzt.

Aufgabe 2

Geben Sie an, welche Funktionen durch die folgenden Programme berechnet werden. Es
handelt sich um Funktionen von N? (bzw. N*) nach N mit Eingabevariablen 1, zo (bzw.
x1, T9, x3) und Ausgabevariable z;.

(a) f:N?® — N definiert durch

To = Tg - T2,

Ty = T9 — I3;

Ir x4, =0 THEN x5 := x3 END;
T3 = T2 — T,

T1 = T1 - T,

IF 23 = 0 THEN

T =1
LooP zo DO z; :=2-2; END
END

(b) g :N? — N definiert durch

T3 := T2 — T,

WHILE 23 # 0 Do
r3 =1

END;

Ty =2 2q;

T :=21+3

(c) h:N? — N definiert durch

My : x5 :=x9 - T9;
T4 = x3 — 41,
Ir 24, =0 THEN GOTO Mj;
GoTOo My;
My xq =21 + x3;
HALT



Losung

Qmax(y%), falls > maX(yQ, z),

r-max(y? z), sonst.

f(x,y,2) —{

(z,7) 2x 4+ 3, wenn r >y
x? - .
gy undefiniert, sonst.
(c)
T+ y?, wenn 3% > 42
h(l‘ ) ) = .
undefiniert, sonst.

Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen primitiv rekursiv sind. Es diirfen primitiv rekur-
sive Funktionen verwendet werden, die in der Vorlesung bereits besprochen wurden.

(a) f(n)=n!
(b) g(n) = Mt
(¢) k(n,m)=m"

Lo firazy =0

T3 sonst

(d) h(zy,x9,23) = {

Losung
Wir bezeichnen mit add die Addition, mit mult die Multiplikation und mit comp(g, f1,. .., fx)
die Komposition der Funktion g mit den Funktionen fi,..., fx (siehe Folie 56 im Skript).

(a) Wir definieren die Funktion ¢: N* — N mit ¢(z,y) = x - (y + 1). Dann konnen wir
f(n) = n! mittels primitiver Rekursion definieren:

f0) =1
fn+1) = @(f(n),n).
Wir erhalten f(n+1) = f(n)-(n+1) =n!-(n+1) = (n+ 1)! und fiir den Basisfall

gilt f(0) =1 = 0!. Die Konstante 1 aus dem Basisfall wird formal durch die konstante
Funktion k;: N° — N mit k() = 1 repriisentiert. Die Funktion ¢ ist primitiv rekursiv,



da die Nachfolgerfunktion, Kompositionen und Projektionen primitiv rekursiv sind
(siche Folie 56 im Skript). Genauer:

©(x,y) = comp(mult, 72, comp(s, 73))(z, y)
= mult (77 (2, y), comp(s, 73) (2, y))
= mult(x, s(m3(x, y)))
= mult(z, s(y))

=z-(y+1).

(b) Es gilt g(n) = >, i (GauB’sche Summenformel). Damit ldsst sich g analog zur Fa-
kultdt aus (a) definieren, wobei der Wert ¢(0) im Basisfall diesmal 0 statt 1 ist, und
add statt mult in der Rekursionsdefinition verwendet wird: Sei ¢: N> — N definiert
als ¥(z,y) = 4+ (y + 1), dann kann man ¢ mittels primitiver Rekursion wie folgt
definieren:

g(0)=0
g(n+1) =(g(n),n).

Wir erhalten g(n 4+ 1) = g(n) + (n+1) = S0 i+ (n+1) = 37 und fiir den
Basisfall gilt g(0) =0=>""_,i.

(c) Definiere 7: N* — N mit 7(z,y, 2) = x - 2 = mult(z, z). Es gilt

k(0,m) =1
k(n+1,m) = 7(k(n,m),n,m).

Wir erhalten k(n + 1,m) = k(n,m) -m =m"-m = m""'.

(d) Wir definieren Funktionen h;: N> — N mit hy(z,y) = 72(z,y) = x und hy: N* - N
mit hy(a,b, c,d) = mi(a,b,c,d) = d. Es gilt

h<07 T2, x3) - hl(x% ZE3) = T2

h(n+ 1,29, 23) = ho(h(n, xe,x3),n, T2, T3) = 3.



