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Aufgabe 1
Zeigen Sie fiir die folgenden Formeln jeweils, ob sie giiltig, unerfiillbar, oder erfiillbar, aber
nicht giiltig sind.

(a) Fy =VaIy(P(x) — P(y))

Losung

Giiltig. Sei A eine zu F, passende Struktur und sei d € Uy. Im Fall, dass d ¢ P4,
gilt auch Ay g0 E (P(x) — P(y)) fiir alle d € Uy Wenn d € PA, dann gilt
Apjay/a E (P(x) = P(y)). In beiden Fallen gilt also Ap/q = Jy(P(x) — P(y)).
Insgesamt gilt daher A = F,.

(b) Fy =Va(R(z,y) A f(r) =y)

Losung

Erfiillbar, aber nicht giiltig. Es gilt A = F, mit Uy = {0}, y* = 0, RA = Uy x Uy
und fA(z) = 2. AuBerdem gilt fiir jede zu F, passende Struktur B mit R® = (), dass
B [~ F,, zum Beispiel fiir Us = {0}, ¥® = 0, R® = () und fB(x) = x.

(¢) F. = VzR(z,x) ANVaxVy(x #y — S(z,y)) ANVaVy(S(z,y) — R(x,y)) A —R(a,b))

Losung

Unerfiillbar. Sei A eine zu F, passende Struktur, wobei wir annehmen, dass A | F..
Wegen A = —R(a,b), muss (a?,b1) ¢ RA gelten. Wenn a?* = b4, so ist dies ein
Widerspruch zu A |= Vo R(x, ). Sei also a? # b*. Wegen A |= VaVy(x # y — S(z,v)),
gilt also, dass (a*,b?) € SA. Wegen A = Vavy(S(z,y) — R(x,y)), folgt dann auch,
dass (a*,b*) € RA, was aber ein Widerspruch zu (a4, b4) ¢ R4 ist. Insgesamt muss
also A [~ F, gelten.

Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass folgende Formeln erfiillbar, aber nicht giiltig sind.

(a) Fo:=Vydo f(z) =y

Losung
Es gilt A = F, mit Uy = {0} und fA(z) = 0. AuBerdem gilt B £ F, mit Uz = {0,1}
und fB(z) = 0.



(b)

Fy = Vavy(f(z) = f(y) =z =y)

Losung

Es gilt A = F, mit Uy = {0} und f#(x) = 0. AuBerdem gilt B [ F, mit Uz = {0,1}
und fB(z) = 0.

Fe = (Ve f(x) = g(z,y) A 3z f(2) # g(z, 7))

Losung

Sei A definiert als Uy = {0,1}, f4(x) = 2, ¢*(x,0) = = und g*(z,1) = 0. Dann
gilt A |= Jyva f(z) = g(z,y), weil Apq [y/o1( () = d und Ap/ap/0(9(z, y ))

fir alle d € {0,1}. AuBerdem gilt A = 3z f(z) # g(x,x), weil A 1}( (x))
und Ay, 1(g(z, z)) = 0. Insgesamt gilt also A |= F,.. Mit Ug = {0}, f (x)

5 (z,y) = 0 gilt B [~ F,, weil B |~ 3z f(x) # g(x, 7).

Aufgabe 3
Zeigen Sie folgende Behauptungen fiir beliebige Formeln F' und G:

(a)

(c)

Jz(FANG) = (JxF A J2G)

Losung

Sei A eine Struktur, die zu F' und G passend ist, und gelte A = Jz(F A G). Dann
gibt es ein d € Uy mit A q = (F A G). Also gibt es ein d € Uy mit Ay = F
und Ap,/q = G. Somit gibt es ein d € Uy mit Ay /g = F und es gibt ein d € Uy mit
Ap/q | G. Daraus folgt, dass A |= 32 F und A |= 322G, also A |= (3zF A 32G).

Ve(F — G) E (Vo F — Vz@G)

Losung

Sei A eine zu F' und G passende Struktur und gelte A = Vx(F — G). Daraus folgt,
dass Ap/q = (F — G) fiir alle d € Ua. Das heifit, dass fiir jedes d € Uy gilt, dass
wenn Ap,/q = F, dann gilt auch Ay /g = G. Gelte nun auBerdem A = VzF, woraus
folgt, dass Ay q = F fiir alle d € Uy. Zusammen erhalten wir also, dass Ap,q = G
fir alle d € Uy, also A |= Vz@G. Insgesamt gilt also A = (VaF — VaG).

(JzF VvV 32G) = FJz(F V G)

Losung

Sei A eine Struktur, die zu F' und G passend. Gelte auflerdem A = (JzF V 3zG).
Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Im ersten Fall gilt A = JzF. Daraus folgt,
dass es ein d € Uy gibt mit Ay /g = F. Das heifit auch, dass es ein d € Uy gibt mit
Apzjq = F oder dass es ein d € Uy gibt mit A, /q = G. Also gibt es ein d € Uy mit
Apzja) | F oder Ay /g = G. Das heifit, es gibt ein d € Uy mit Ay, q = (FV G), also
A | Jz(F V G). Der zweite Fall, also A = 3zG, ist analog.

Gelte nun A |= Jz(F V G). Das heifit, es gibt ein d € Uy mit Aj/q = (FV G).
Somit gibt es ein d € Uy mit A, /q = F oder Ay q = G. Es gibt also ein d € Uy
mit Aj/q = F oder es gibt ein d € Uy mit Aj,q = G. Also folgt A |= JxF oder
A = JxG. Insgesamt folgt dann auch A = (3xF V 32G).
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(d) (FzF A 3J2G) # Jo(F AG)

Losung

Sei F' = P(z) und G = Q(z). Sei auflerdem B definiert als Uz = {0,1} mit P® = {0}
und QP = {1}. Es gilt B = 3z P(z) und B | 32Q(x), also B = (FxP(x) A FzQ(z)).
Auf der anderen Seite gilt Bl 0 = Q(z) und By [~ P(x). Das heifit, es gibt kein
d € {0,1} mit B, q = P(x) und Byq = Q(x). Also es gibt kein d € {0,1} mit
Biq = (P(x) A Q(x)). Daraus folgt, dass B j= Jz(P(x) A Q(x)).

Aufgabe 4 .
Geben Sie fiir die folgende Formel zunichst eine zu ihr dquivalente BPF an. Uberfiihren
Sie diese anschliefend in Skolemform.

F = <Vx§|y(R(x,y) — 3rR(r, f(y, 2))) AVo=3z(P(2) /\VwR(m,w)))

Losung

Der Beweis zum Satz auf Folie 327 (Fiir jede Formel gibt es eine dquivalente Formel in
BPF) wurde mit Induktion iiber den Formelaufbau gefiihrt. Wir verwenden hier stattdessen
einen globalen Ansatz, um die BPF herzustellen.

Zunichst benennen wir alle gebundenen Variablen um. Ein einfacher Ansatz ist, diese
durchzunummerieren, also aus x wird z, x5, usw.

F= (Vxlflyl (R(I‘l, y1> — E"FlR(Tl, f(yl, Z))) /\‘v’xQ—EIzl (P(Zl) A leR(xg, U)1>)>

Als Néchstes ersetzen wir alle syntaktischen Abkiirzungen wie — und < durch die Basis-
syntax, die nur A, V und — verwendet.

F= <Vx15|y1 (—|R(x1, y1) V Ir R(ry, f(y1, z))) A Vry—3z; (P(zl) A Ywy R(xs, wl))>

Quantoren lassen sich einfach iiber A und V ziehen, aber nicht iiber —. Deshalb schieben wir
die = so weit nach innen, dass sie nur noch unter, aber nicht iiber Quantoren vorkommen.
Dazu verwenden wir die Aquivalenzen Vo F = —3z—F und 3zF = —Vz—F, wobei F eine
beliebige Formel ist.

F= (‘v’l'lElyl <—\R({E1, y1) V Ir R(ry, f(y1, z))) A Vxo V2 (ﬂP(zl) V Jw; - R(xs, wl))>
Wie bereits besprochen, lassen sich dann die Quantoren einfach nach vorne ziehen:
F = Va1 3y, 3r VoV Jw, ((—R(:L‘l, y1) V R(r1, f(yi, z))) A (ﬂP(zl) V = R(xa, wl)))

Der Algorithmus zum Herstellen der Skolemform auf Folie 332 ist auch induktiv formuliert.
Wir verwenden auch hier wieder einen globalen Ansatz und fiihren alle Ersetzungen der 3
parallel aus.

VarVaa¥an (SR, S (@) VR (@0, £ (F (@0), 2D)A (PR (2, fu(@1,22, 1))
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Aufgabe 5
Uberfithren Sie die folgenden Formeln jeweils in eine erfiillbarkeitsiquivalente Aussage in
Klauselform, indem Sie wie auf Folie 348 beschrieben vorgehen:

Loésung

Bei voriger Aufgabe haben wir eine Formel zunéichst in BPF und anschlielend in Skolem-
form iiberfiihrt. Zusétzlich dazu miissen wir nun zwei weitere Dinge tun: Wir miissen eine
erfiillbarkeitsdquivalente Aussage herstellen. Eine Aussage darf keine freien Variablen ent-
halten, was wir dadurch erreichen, dass wir jede freie Variable durch eine neue Konstante

ersetzen. AuBerdem muss die neue Formel in Klauselform sein. Das heifit, ihre Matrix (die
Formel ohne Quantoren) muss in KNF sein.

(a)

Fo = (Vy(VeR(z) = Q(y, 2)) A Ve P(z))

Loésung

Bereinigen: (Vy; (Vo1 R(x1) = Q(y1, 2)) A Voo P(x2))

Frei vorkommende Variablen ersetzen: (Vy;(VziR(x1) = Q(y1,a,)) A Ve P(z3))

Pranexform:

e Grundform mit A,V,—: (Vyy (=Vz R(x1) V Q(y1, az)) A VeaP(x))
e Reinziehen von —: (Vyi(Fz1-R(x1) V Q(y1,a.)) A Vo P(xs))
e Quantoren nach vorne: Yy, 3z1Vao((—R(z1) V Q(y1,a,)) A P(x2))

Skolemform: Yy, Vo (= R(fry, (v1)) V Q(y1,a,)) A P(x3))
Die Matrix der Formel ist bereits in KNF.

Fy, =Vz(3y—(R(y) VVzR(z)) VVzQ(z,w))

Losung

Bereinigen: Vz; (Jy1—(R(y1) V Va1 R(z1)) V Vo Q(z1, w))

Frei vorkommende Variablen ersetzen: Vz; (Jyy—(R(y1) V Va1 R(z1)) V Vo Q(z1, ay))

Préanexform:
e Grundform mit A,V,—: Die Formel ist bereits in Grundform.
e Reinziehen von —: Vzy (Jy1 (- R(y1) A Fz1—R(x1)) V VaeQ (21, ay))
e Quantoren nach vorne: Vz; 3y, 3z, Voo ((mR(y1) A —~R(x1)) V Q(21, aw))

Skolemform: Yz Voo ((—R(fy, (21)) A " R(fe, (21))) V Q(21, aw))
Matrix in KNF: Vz1Vao ((R(fy, (21)) V Q(21,aw)) A (0 R(f2,(21)) V Q(21, ay)))



