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Aufgabe 1
Zeigen Sie durch geeignetes Anwenden des Markierungsalgorithmus, dass folgende Formel
unerfiillbar ist:

(BAB—=-AAN1—-C)N(D—-E)AN(1—=-D)AN(C— B)AN(A—0)

Losung

e Markiere C' wegen 1 — C' und D wegen 1 — D.
e Markiere B wegen C' — B und weil C' markiert und B noch nicht markiert ist.
e Markiere A wegen B A B — A und weil B markiert und A noch nicht markiert ist.

e Gib unerfiillbar aus, weil A — 0 und A markiert ist.

Aufgabe 2
Verwenden Sie das Resolutionsverfahren der Aussagenlogik, um zu zeigen, dass die folgende
Klauselmenge unerfiillbar ist:

{{A}7 {_'D7 C}v {07 _'A}v {D, _'D}7 {_'A7 D}7 {_'D7 =C, _'A}}

Losung

{-A, D} {~D,~C,-A}

{-A4,-C} {C,—A}

{=4} {A}




Aufgabe 3
Sei A = (Uy, I4) eine Struktur, wobei das Universum gegeben ist als Uy = {a, b}* und die
Interpretationsfunktion definiert ist durch

o fA(z,y) = 2y (die Konkatenation von Wértern),
o PA={w € {a,b}* | w enthilt genau ein a}
o Q" = {we {a,b}* | |w| ist gerade }

e ¢ =aba
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und ,,=" wie iiblich ein 2-stelliges Priadikatensymbol darstellt, das mit der Gleichheit in-
terpretiert wird. Formulieren Sie die folgenden Sitze als prédikatenlogische Formeln:

(a) Das Wort aba hat ungerade Lénge.

Losung

~Q(c)
(b) Es gibt ein Wort, das genau ein a enthélt und gerade Léange hat.

Losung

(P () A Q(x))
(c) Das Wort aba enthélt genau zwei a.

Losung
A=(P(y) A P(2) Ae= [y, 2))

(d) z ist ein Teilstring von y.

Losung
321322 Yy = f(zla f(ilf, ZQ))

(e) Jede Kontatenation zweier Worter gerader Linge ergibt ein Wort gerader Lénge.

Losung

Vavy((Q(x) A Qy)) = Q(f(z,y)))

(f) = ist das leere Wort.

Losung
Vyy = f(z,y)



Aufgabe 4
Betrachten Sie die Struktur A mit

e U, ist die Menge aller Punkte und Geraden im R2.

o Si = {(x,y) | z ist ein Punkt auf der Geraden y.}

o Sy = {(x,y) | z und y sind parallele Geraden.}

e S5 = {(x,y) | z und y sind orthogonale Geraden.}

o S ={(z,y,2) |  ist der Spiegelpunkt von y beziiglich der Geraden z.}

Formulieren Sie mit Hilfe der Pridikatenlogik die folgenden Aussagen (mit freien Variablen)
in dieser Struktur:

(a)

Der Punkt x ist der einzige Schnittpunkt der Geraden y und z.

Losung
Zwei Geraden in R? schneiden sich in genau einem Punkt genau dann, wenn sie nicht
parallel sind. Damit ist die Formel (=5;(y, 2) A Si(x,y) A Si(z, 2)).

Die Geraden x, y und z schliefen ein Dreieck ein.

Losung
Drei Geraden in R? schlieBen ein Dreieck ein genau dann, wenn sie paarweise nicht
parallel sind und sich nicht alle in einem Punkt schneiden. Die Formel ist

(=Sa(x,y) A =Sa(x, 2) A =Sa(y, 2) A ~Fw(S1(w, z) A S1(w,y) A Si(w, 2))).

Der Punkt x ist Mittelpunkt der Strecke zwischen den Punkten y und z.

Losung

Wir ziehen zunéchst eine Gerade g durch y und z. Dann sind wir an einer Geraden h
interessiert, die senkrecht zu g ist, sich in x mit g schneidet und y Spiegelpunkt von z
beziiglich h ist.



Die Formel ist dann
EIgEIh(Sl(x, g) N S1(y,9) A Si(z,9) A Si(z, h) A Ss(g,h) A Sy(y, 2, h))

Man beachte, dass der Sonderfall, dass y und z gleich sind, und somit z = y = z, damit
auch abgedeckt ist.

Aufgabe 5
Zeigen Sie fiir die folgenden Formeln jeweils, ob sie giiltig, unerfiillbar, oder erfiillbar, aber
nicht giiltig sind.

(a)

Fo = (3zP(f(x,9(x))) AVz=P(f(z, 1))

Losung
Erfiillbar, aber nicht giiltig. Es gilt A = F, mit Uy = {0,1}, P4 = {0},

1 falls z =y,
fA(x,y) = {

0 falls x # y,

1 fallsz =0

A o )
g (x) = {0 falls x = 1.

Beweis: Sei d € {0,1}. Dann gilt f4(d,d) = 1 ¢ PA also A = Yo=P(f(x,7)).
AuBerdem gilt A = JxP(f(z,g(x))), weil

F40,g4(0)) = f40,1) = 0 € PA,

Auf der anderen Seite gilt fiir jede zu F,, passende Struktur B mit P? = (), dass B [~ F,,
denn B (£ 32 P(f(z,9(z))). Ein Beispiel fiir solch eine Struktur ist B mit Us = {0},
fP(x,y) =0, ¢°(x) = x, PP = 0.

Fy = (yVzR(z,y) — VaIyR(z,y))

Losung

Giiltig. Sei A eine zu Fj, passende Struktur und gelte A = JyVzR(x,y). D.h. es gibt
ein d € Uy mit Ay q = VeR(z,y). Somit gibt es ein d € Uy, sodass fiir jedes d' € Uy
gilt, dass Ay qz/a) = R(x,y). Das heifit, dass es fiir jedes d' € Uy ein d € Uy gibt,
sodass A ay/q) FE R(x,y). Daraus folgt, dass Ay e = JyR(z,y) fiir jedes d' € Uy
und somit auch A = VaIyR(z,y). Insgesamt gilt also A = Fy.

Fo= (Yy3aof(r) =y AJzy(x £y A f(x) = f(y)))

Losung
Erfiillbar, aber nicht giiltig. Die Formel besagt, dass f surjektiv, aber nicht injektiv
ist. Damit ist jede zu F passende Struktur mit endlichem Universum kein Modell von
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F.. Ein Beispiel dafiir ist die Struktur A mit Uy = {0} und fA(z) = x, denn gibt es
keine d,d" € Uy mit Ay jaqpya F x # vy, also A JE Jo3y(z # y A f(x) = f(y)). Daher
gilt A [~ F.. Sei nun Ug = N und

5,y Jr—1 fallsz#0,
d (x)_{o falls 7 = 0,

Dann gilt B |= Vy3x f(z) = y, denn fiir d € N gilt, dass f5(d+ 1) = d. AuBerdem gilt,
dass 0 # 1 und f5(0) = 0 = f5(1). Somit gilt auch B |= JoxIy(z # y A f(z) = f(y)),
also gilt insgesamt, dass B |= F..

Aufgabe 6
Zeigen Sie, dass folgende Formeln erfiillbar, aber nicht giiltig sind.

(a)

Fo o= (Ve P(f(z,2)) AV2Vy(z # y = =P(f(2,9))))

Losung

Sei A definiert als Uy = {0}, fA(z,y) = 0 und P4 = {0}. Aus |Uy| = 1 folgt, dass
A |E VaVy(x #y — -P(f(x,y))). AuBerdem gilt A = VeP(f(z,z)), also insgesamt
auch A |= F,. Sei B definiert als Us = {0}, f5(z) = 0 und P? = (). Dann gilt B |~ F,,
weil B £ Ve P(f(x,x)).

Fy o= (Yo (P(x) V Q(z,9)) AN =Q(y,y) ANVz(x #y — —P(x)))

Losung

Sei A definiert als Uy = {0}, y* = 0, P4 = {0} und Q* = (). Es gilt A = F},, denn
A EVr(x #y — —P(x)), weil |[Uy| = 1. Des Weiteren gilt A = —Q(y,y). Aulerdem
gilt, dass A |= Va(P(x) V Q(x,y)), denn Ay g = P(x). Sei B definiert als Ug = {0},
PB = Q8 = und 4% = 0. Dann gilt B [~ Fy, weil B = Va(P(x) V Q(z,v)).

Aufgabe 7
Zeigen Sie folgende Behauptungen fiir beliebige Formeln F' und G.

(a)

(JzF VVzQ) | Jz(F V G)

Losung

Sei A eine Struktur, die zu F' und G passend ist, und gelte A = (3zF Vv VzG). D.h.
A = JzF oder A |= VoG. Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Im Fall, dass
A |=3zF, gibt es ein d € Uy mit Ap,/q = F. Also gibt es ein d € Uy mit Ay q = F
oder Ap,/q = G. Zusammen gilt dann, dass es ein d € Uy gibt mit Ay q = (FV G),
also A = Jz(FVG). Im anderen Fall gilt A |= Vo G. Weil [U4| # 0, gilt auch A = J2G.
Analog zum ersten Fall erhalten wir auch hier, dass A = Jz(F V G). Insgesamt gilt
also A = Jz(F V Q).



(b)

(Ve F AVzG) EVz(F AG)

Losung

Sei A eine zu F und G passende Struktur mit A | (VaF A VzG). D.h. A | VaF
und A = VoG, Also gilt fiir alle d € Uy, dass Ajy/q = F und fiir alle d € Uy, dass
Apz/q) = G. Damit gilt fiir alle d € Uy, dass A, /q = F und Ap,/q = G. Somit gilt fiir
alle d € Uy, dass Ay g = (F A G), also auch A = Va(F AG).

YWV F = Ve3yF

Losung

Sei A eine zu F passende Struktur mit A = JyVaF. D.h. es gibt ein d € Uy mit
Apyaq | VoF. Also gibt es ein d € Uy so, dass fiir alle d' € Uy gilt Ay /q/a = F.
Fiir alle d' € Uy gibt es also ein d € Uy mit A aqyq = F. D.h. fiir alle d' € Uy gilt
Ap/a) | JyF, also A |= VaIyF.

Vo = —dg—F

Losung

Sei A eine zu F passende Struktur. Es gilt A = —Jx—F genau dann, wenn A [~ Jx—F.
Dies gilt genau dann, wenn es kein d € Uy gibt mit A}, /q = —F. Dies gilt genau dann,
wenn es kein d € Uy gibt mit Aj,/q [~ F. Dies wiederum gilt genau dann, wenn fiir
alle d € Uy gilt, dass Ap/q = F. Dies gilt genau dann, wenn A |= Vo F.

VedyF # JaVyF

Losung

Sei F' = R(x,y). Sei auflerdem B definiert als Uz = {0, 1} mit R® = {(0,1),(1,0)}. Es
gilt B = Va3yR(x,y), denn B, o1 E R(z,y) und B0 F R(x,y). Es gilt aber
nicht B |= JxVyR(z,y), weil By o)y0 ¥ R(x,y) und Bl /1 #E Rz, y).

Aufgabe 8 )
Geben Sie fiir die folgende Formel zunichst eine zu ihr dquivalente BPF an. Uberfiihren
Sie diese anschlieffend in Skolemform.

G = (‘v’a:Vsz((R(x, y) AR(y,z)) = R(z,z))

AVz=R(xz,z) A JaVy(x #y — R(y,x)) AVxIyR(y, x))

Losung
Umbenennen aller Quantoren:

G = <V931‘v’y1‘v’zl((R(931,y1) A R(yla Zl)) - R($1721)>

AV R(xg, x2) A Jx3Vys (23 # Yo — R(Ya, x3)) A Vs JysR(ys, x4)>



Umwandeln in Grundform mit A, V, —:
G= (Va:NyNzl ((—\R(asl, y1) V2 R(y1, 21)) V R(xy, zl))
AVza-R(xe, x9) A Jx3Vys(z3 = y2 V R(y2, x3)) A Vr,ys R(ys, x4)>
Quantoren nach vorne ziehen:
G = Va1 Vy V2 Voo a3 Vys Vi, Jys (((ﬂR(:cl, y1) Vo R(y1,21)) V R(x, 21))
A= R(w2,2) A (w5 = 42 V Ry, 25)) A Rlys, 24) )
Umwandeln in Skolemform:
VxNyNzl‘v’xg‘v’yQ‘v’m(((—'R(xl, y1) V=R(y1,21)) V R(z1, 21))
A = R(xo, x9)
A (fas (@1, 91, 21, @2) = Y2 V R(Y2, fas (21,41, 21, 72)))
A R(fys (21,91, 21, T2, Y2, x4),:c4))

Aufgabe 9

Wandeln Sie die folgende Formel F' in eine erfiillbarkeitsiquivalente Aussage in Klausel-
form (Skolemform mit Matrix in KNF) um. Geben Sie dazu Zwischenschritte (BPF und
Skolemform) an.

F = (VxP(z) VVy(P(x) A =VxQ(z,v)))

Losung
BPF:

Vo Yy 3o (P(r1) V (P(z) A =Q(72,91)))

Aussage in Skolemform:

VxNyl(P(xl) \ (P(aw) A _'Q(fm (xla y1)7 yl)))

Aussage in Klauselform:

VxNyl((P(m) V P(aac)) A (P(Il) \% _‘Q(fm(xla y1)7y1)))

Aufgaben zur Unifikation (fiir Logik 1, nicht fiir BUL!)

Aufgabe 10
Wenden Sie den Unifikationsalgorithmus auf die folgenden Literalmengen an.

Losung

Wir schreiben () fiir die Substitution sub mit Def(sub) = (). Das heifit also, dass sub keine
Ersetzungen vornimmt. Auerdem schreiben wir [z /t1, ..., x,/t,] fir die Substitution sub
mit Def(sub) = {x1,...,2,} und sub(z;) = t; fiir 1 < i < n, wobei z1, ..., x, verschiedene
Variablen und ¢4, ..., ¢, Terme sind.



(a)

Lo = {P(f(x),9(f(v))), P(f(9(2)), g(w))}

Losung

Wir starten mit sub = (). Danach wihlen wir in jedem Schritt zwei Elemente aus L,sub.
Diese gehen wir zeichenweise von links nach rechts durch, bis wir das erste Symbol
finden, an denen sich die beiden unterscheiden. Um diese Positionen hervorzuheben,
markieren wir sie mit einem 7.

e Wihle P(f ( ),9(f(y))) und P(f ( (2)),g(w)). Wir erhalten sub := sub|x/g(z)]
)

und Lgsub = {P(f( (2)),9(f (), P(f(g(Z)) g(w))}.
e Wihle P(f(g(z )),g({(y))) und P(f(g(2)), g( )). Wir erhalten also, dass

sub = sublw/ f(y)] = [x/g(2), w/f(y)] und
Losub = {P(f(9(2)),9(f(y)))}-

Da nun |L,sub| = 1, ist die Unifikation fertig.

={P(z, f(z)), P(f(y),y)}

Losung
sub = ().
* P(z, f(z)) und P({(y),y),

sub := sub[z/ f(y)],
Lysub = {P(f(y), f(f (), P(f(y),y)}.

. P(f(y),{(f(y))) und P(f(y),g)-
Da y in f(f(y)) vorkommt, ist die Menge nicht unifizierbar.

Le = {P(f(x),9(x)), P(y,9(f(2))), P(w, g(x))}

Losung
sub = (.
. P(%g(f(Z))) und P(w, g(z)),
sub := subly/w],

Lesub = {P(f(z), (@), Plw,g(f())), P(w, g(x)}.
* P(w.g(f())) und P(w.g(g),

sub := sublz/f(2)] = [y/w,z/f(z)],
Lesub = {P(f(f(2)),9(f(2))), P(w,g(f(2)))}.



o P(f(f(2),9(f(2))) und P(w,g(f(2))),

1
sub := sublw/ f(f(2))] = [y/f(f(2)), =/ f(2),w/f(f(2))],
Lesub = {P(f(f(2)),9(f(2)))}.

Da nun |L.sub| = 1, ist die Unifikation fertig.

(d) La={P(x), P(f(y)), P(9())}

Loésung
sub = ().

e P(f(y)) und P(g(2)).
1 1

Keines der beiden Symbole ist eine Variable, also ist die Menge nicht unifizierbar.



