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Generelle Hinweise:

Priifungsdauer: 120 Minuten

Wenn Sie in der Klausur 35 Punkte erreichen, haben Sie mit Sicherheit bestanden.
Hilfsmittel: Ein beidseitig beschriebenes DIN-A4-Blatt.

Benutzen Sie ein dokumentenechtes Schreibgeriit.

Uberpriifen Sie die Thnen ausgehindigte Klausur auf Vollsténdigkeit (12 Aufgaben
auf 11 Seiten).

Tragen Sie auf jedes Blatt Ihren Namen und IThre Matr.-Nr. in die entsprechen-
den Felder ein.

Schreiben Sie Thre Losungen in die dafiir vorgesehenen Felder. Reicht der Platz in
einem Feld nicht aus, so benutzen Sie die Riickseite des entsprechenden Blattes und
vermerken Sie dies auf der Vorderseite. Reicht der Platz dennoch nicht aus, konnen
Sie die Aufsicht nach zusétzlichen Bléttern fragen.

Schreiben Sie bitte deutlich. Unleserliche Losungen sind ungiiltig.

Ein Tduschungsversuch fithrt umgehend zum Ausschluss und Nichtbestehen.
Es erfolgt keine Vorwarnung.

Alle mitgefithrten elektronischen Geréte sind vor der Klausur bzw. spatestens
jetzt auszuschalten.

Inhaltliche Hinweise:

In den WHILE- und LooOP-Programmen diirfen Sie die Addition, Multiplikation,
die in der Vorlesung definierte Subtraktion und fiir eine Variable z die Bedingung
Ir x = 0 THEN P END als WHILE- bzw. LOOP-berechenbar voraussetzen und in
Ihren Programmen verwenden. Geben Sie an, in welcher Variable der Ausgabewert
am Ende steht.

Sie diirfen annehmen, dass die Addition und Multiplikation zweier natiirlicher Zah-
len primitiv-rekursiv sind.

Fiir die Konstruktion von pu- bzw. primitiv-rekursiven Funktionen und fiir WHILE-
und LooP-Programme darf die Schreibweise aus den Ubungen benutzt werden.
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Aufgabe 1. (10 Punkte) Beantworten Sie die folgenden zehn Fragen. Fiir jede Teilauf-
gabe gibt es zwei Punkte, wenn Sie die Aufgabe vollstéindig und korrekt beantwortet
haben.

(1) Welche der folgenden Eigenschaften sind jeweils dquivalent?
1. semi-entscheidbar, 2. LooP-berechenbar, 3. rekursiv aufzédhlbar, 4. primitiv
rekursiv, 5. WHILE-berechenbar, 6. unentscheidbar, 7. y-rekursiv

Losung: WHILE-berechenbar und p-rekursiv
semi-entscheidbar und rekursiv aufzdhlbar
Loop-berechenbar und primitiv rekursiv

(2) Zu welchem Problem zeigt der Algorithmus von Gilmore, dass dieses Problem
semi-entscheidbar ist?

Losung: Zu dem Problem
Gegeben: Eine priadikatenlogische Formel F
Frage: Ist I’ unerfiillbar?

(3) Ist das folgende Problem semi-entscheidbar? Begriinden Sie Ihre Antwort!
Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F'.
Frage: Ist I erfiillbar?

Losung: Das Problem ist entscheidbar (und damit auch semi-entscheidbar).
Sei n die Anzahl der atomaren Formeln, die in F' vorkommen. Dann enthéalt
die Wahrheitstafel fiir F' 2" viele Zeilen. Stelle die Wahrheitstafel zu F' auf (in
endlicher Zeit) und priife, ob sich F fiir eine der Belegungen zu 1 auswertet.

(4) Gibt es Funktion f, die primitiv rekursiv ist, und fiir die pf nicht total, aber
WHILE-berechenbar ist? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung: Ja: Nehme f(n,z,y) = x+y+n+1, dann ist pf tiberall undefiniert
und WHILE-berechenbar.

(5) Nennen Sie ein unentscheidbares Problem. Erklaren Sie, welche Fragestellung
bei diesem Problem betrachtet wird.

Losung: Z.B. das Halteproblem:
Gegeben: Eine deterministische Turing-Maschine M und ein Wort w
Frage: Halt M auf w?
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Aufgabe 2. (5 Punkte) Geben Sie ein LOOP-Programm an, das die folgende Funktion
f: N® — N berechnet:

F,, falls y = z,

f<m7y7z) = {

F._, sonst.
Hierbei bezeichnet F,, die n-te Fibonacci Zahl, d.h. Fy, = 0, F} = 1 und F,4; =
F,+F,_.

Kommentieren Sie neben Threr Losung kurz, was Thre Teilprogramme ausgeben (Bei-
spiel: [Ihr Code fiir min(z,y)] - ,,Berechnung von min(z,y)“).

Losung: Eingabe x1, z9, x5, Ausgabe in

Ty = T2 — XT3,

Ty i = T3 — T,

zg = 0;

IF 24 = 0 THEN x4 := Fib(z;) END;
IF 25 = 0 THEN x4 := Fib(z4) END;
T7 1= T4 + Ts;

IF 27 = 0 THEN x4 := Fib(x;) END;
T ‘= Tg

Und das Programm Fib(z;) ist definiert durch (Ein- und Ausgabe x;)

Yo :=0;

Y1 =1

Yo := 0;

Loor z; Do
Y2 1= Y1 + Yo;
Yo ‘= Y1;

Y1 = Y2

END;

T = Yo

Erlauterungen:

Ist y — 2 < 0, so wird in x¢ der Wert F,_, gespeichert.
Ist z —y <0, so wird in x¢ der Wert F,_, gespeichert.
Sind y — z und z — y beide gleich 0, so ist die Ausgabe F.

Bei der Funktion Fib steht der Wert Fib(z;) nach jeder Iteration stehts in yp.
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Aufgabe 3. (3 Punkte) Geben Sie an, welche partielle Funktion f : N> — N das fol-
gende GOT0O-Programm berechnet (Eingabevariablen sind x; und x5, die Ausgabe-
variable ist x):

M1 D X3 =21+ X9
GoTo M,;

M, : IF 23 =0 THEN GOTO Mj;
r3:=x3—1;
Ir 23 =0 THEN GOTO My;
T3 =23 — 1;
GoTo M,;

Ms: GoTo Ms;

My: x1 =23+ 23]
HALT

Losung:
0, wenn x + y ungerade,

undefiniert, sonst.

f<x17x2> = {
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Aufgabe 4. Sei h: N? — N eine beliebige primitiv-rekursive Funktion. Zeigen Sie, dass
die folgenden Funktionen ebenfalls primitiv-rekursiv sind.

(a) (2 Punkte) f:N? — Nmit f(x,y) = (h(z,y))!

Losung: Mit f'(n) = n! gilt
f0)=1
f'(n+1) = f'(n) - s(n),

daher ist f’ primitiv-rekursiv. Durch Einsetzung erhalten wir f(x,y) =

f'(h(z,y)).

(b) (3 Punkte) g: N* — N mit g(z,y,2) = > y_o(h(y, k) + k- h(k, 2))

Losung: Es gilt

9(0,y,2) = h(y,0)
gx+1,y,2)=9g(x,y,2) + h(y,z+ 1)+ (x+ 1) - h(x + 1,2)
= g(z,y,2) + h(y, s(x)) + s(z) - h(s(x), 2),

daher ist ¢g primitiv-rekursiv.

Aufgabe 5. (2 Punkte) Geben Sie an, welche Funktion von pf berechnet wird, wobei
f wie folgt definiert ist:

f:N° - Nmit f(n,z,y) =2 +n-2"

undefiniert, falls z > 0
0, falls x = 0.

Losung: uf(z,y) = {
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Aufgabe 6. (5 Punkte) Gegeben sei die Funktion f: N — N mit
f(n) =2n-(n mod 2).

Geben Sie eine Turingmaschine an, die f berechnet.

Hinweis: Beachten Sie, dass die Eingabezahl n zu Beginn als Binédrzahl auf dem Band
steht (zum Beispiel steht bei n = 5 zu Beginn 101 auf dem Band). Auflerdem gilt
hier (n mod 2) € {0, 1}, es soll kein anderer Reprasentant der Restklasse verwendet
werden!

Achten Sie darauf, dass der Leseschreibkopf am Ende auf dem ersten Zeichen der
Ausgabe steht.

Losung: Falls n ungerade ist, soll an die Binédrdarstellung von n eine 0 angehan-
gen werden. Falls n gerade ist, gilt f(0) = 0. Die Turingmaschine tiberpriift also
zunéchst, ob das letzte Zeichen eine 0 oder eine 1 ist.

M = ({207 21, %2, 23, %4, Zf}7 {07 1}7 {07 1a D}7 57 20, Da {Zf})

6(z0,2) = {(20,2,R)}, x€{0,1}
0(z0,0) ={(=1,0, L)}
6(21,1) = {(22,1, R)}
0(22,00) = {(23,0, L)}
d(z3,x) = {(z;;,x L)}, x€{0,1}
6(z3,0) = {(z,0, R)}
6(21,0) = {(Z4>D L)}
0(zg,7) = {(z,0,L)}, x€{0,1}
0(z4,00) = {(21,0,N)}
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Aufgabe 7. (6 Punkte) Zeigen Sie durch geeignetes Anwenden des Markierungsalgo-
rithmus, dass folgende Formel giiltig ist:

F=(CA-B)VDV(~ANCAB)V(BANAAN-DAE)V-CV (BAANA-E)

Geben Sie an, welche atomaren Formeln in jedem Schritt markiert werden, jeweils
mit Begriindung.

Losung: Dies gilt genau dann, wenn
-F=(C—-B)AND—=-0)ANCAB—->ANBNANE—-D)AN(1—-C)AN(BANA—E)

unerfiillbar ist.

Markiere C' wegen 1 — C'.
Markiere B weil C' markiert und C' — B.

Markiere A, weil C' und B markiert und C' A B — A.

Markiere F, weil B und A markiert und BA A — E.

Markiere D, weil A und B und E markiert und BAAAE — D.

e Gib unerfiillbar aus, weil D markiert und D — 0.
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Aufgabe 8. (6 Punkte) Verwenden Sie das Resolutionsverfahren der Aussagenlogik, um
zu zeigen, dass die folgende Klauselmenge unerfiillbar ist:

{{_‘07 Ev B}’ {Dv A’ C}? {_'C’ _‘E}’ {_‘Dv C}’ {_‘A}v {_'07 _'B}}

Losung:

{C,-D} {D,A,C} {-C,E,B} {=C,-B}

{=4} {C, A} {(=C.E}  {=C,~E}
{C} {(=C}
O
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Aufgabe 9. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen.

(a) (2 Punkte) Sei F' eine priadikatenlogische Formel, dann ist entweder F' giiltig,
oder —F ist giiltig.

Losung: Falsch: Sei F' = JzP(x), dann ist F' nicht giiltig und —F ist auch
nicht giiltig (+ Strukturen angeben, in denen sich F' bzw —F zu falsch aus-
werten).

(b) (2 Punkte) Es gibt eine pradikatenlogische Formel F'| sodass F' = —F.

Losung: Falsch: Sei A eine Struktur, die zu F passend ist. Nach Definition
der Auswertung einer Formel in einer Struktur gilt, dass A(—F) = 1 falls
A(F) =0 und A(=F) = 0 falls A(F) = 1. Damit F' = —F gilt, muss aber
A(=F) = A(F) fiir jede Struktur A gelten — das ist also nicht moglich.

(¢) (2 Punkte) VaVy(P(z,y) — P(f(x), f(y))) = Vyvz(P(f(x), f(y)) = P(z,y))

Losung: Falsch: Sei Uy = N, P4 = {(z,y) | z+y > 2}, f4(x) = +5, dann
gil(t A)))z) VaVy(P(z,y) — P(f(x), f(y))), aber A ¥ Vyvz(P(f(z), f(y)) —
P(x,y))).

(d) (2 Punkte) Vz3y(P(x)V =P(y)) = Vz(P(x) V = P(z))

Losung: Wahr: Die rechte Seite Va(P(z) V = P(z)) ist offensichtlich giiltig.
Es geniigt also zu zeigen, dass die linke Seite Vaz3y(P(z)V—P(y)) auch giiltig
ist. Die linke Seite ist logisch dquivalent zu (VzP(z)V Jy—P(y)). Sei nun A
eine zu (VxP(z) V Jy—P(y)) passende Struktur. Dann gibt es ein d € Uy,
sodass Ay, /q = ~P(y), oder es gilt fiir alle d € Uy, dass Ay /q = P(x). Also
gilt A = (VzP(x) VvV Jy—P(y)). Daraus folgt nun die Behauptung.
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Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass die folgenden Formeln erfiillbar, aber nicht giiltig sind:
(a) (3 Punkte) F' =VaVy(R(z,y, f(z,y)) A =R(f(z,y),z,y) AN ~R(z, f(2,y),))

Losung: Sei Uy = N, fA4z,y) =a+y+1, R = {(2,9,2) | 2z > 2+ y},
dann gilt A = F, also ist F' erfiillbar.

Sei Uy = {0}, fAz,y) = 0, R* = (), dann gilt A £ F, also ist F nicht
giiltig.

(b) (3 Punkte) G = (VaVy(P(g(x),y) = P(z,y)) ANVzP(z,9(z)) A =P(a,b))

Losung: Sei Uy = N, gA(z) = 2%, PA = {(x,y) | z ist Teiler von y}, a* =
25, b* = 4, dann gilt A |= G, also ist G erfiillbar.

Sei Uy = {0}, g*(z) = x, P4 = {(0,0)}, a* = b* = 0, dann gilt A |~ G,
also ist GG nicht giiltig.
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Aufgabe 11. (6 Punkte) Wenden Sie den Unifikationsalgorithmus auf die folgende Lite-
ralmenge L an. Geben Sie in jedem Schritt an, welche Literale Sie unifizieren. Geben
Sie auflerdem in jedem Schritt die Substitution und die Literalmenge an, die Sie
erhalten.

L={P(y,g9(x),9(2)), P(f(w), 2z g(f(w))), P(f(g9(x)),w,9(y))}

Lésung: sub := ().

e P(y,g9(x),9(2)) und P(f(f) )z]g(f(w))),

sub := subly/f(w)] = [y/(
Lsub = {P(f(w), 9(x), 9(2)), P(f(w), z, g(f(w))), P(f(9(x)), w, g(f (w)))}
P(( (w), 2, g(f(w)))

g9(z
sub :=sub[z/g(2)] = [y/ f(w), 2/g(x)]
Lsub = {P(f(w),g(z), g(9(x))), P(f(w), g(z), g(f(w))), P(f(g(x)),w, g(f(w)

o P(f(w),g(x),9(g(x))) und P(f(w),g(x),g(f(w)))

Die Literalmenge ist nicht unifizierbar: An der ersten Position, an der sich
die Literale unterscheiden, befinden sich zwei unterschiedliche Funktions-
symbole. Gib also ,,nicht unifizierbar® aus.

o P(f(w),g(x),9(2)) und
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Aufgabe 12. Gegeben sei die Struktur A = (U4, I4), wobei das Universum gegeben ist
durch

Uy ={F | F ist eine pradikatenlogische Formel}

und die Interpretationsfunktion 74 definiert ist durch:

- PA={F | F ist erfiillbar},

- RA={F | Fist giiltig},

- Q4 = {F | F ist in bereinigter Prinexform},
SA = {(F,Q) | F ist logisch #quivalent zu G},

Formulieren Sie die folgenden Aussagen als priadikatenlogische Formeln:

(a) (2 Punkte) Es gibt eine pridikatenlogische Formel, die in bereinigter Prénexform
ist, und deren Negation nicht erfiillbar ist.

Losung: Jz(Q(x) A —P(f(x)))

(b) (2 Punkte) Die Formel 3z P(x) ist erfiillbar, aber nicht giiltig.

Losung: P(a) A —R(a)

(c¢) (2 Punkte) Die Negation einer jeden giiltigen prédikatenlogischen Formel ist
unerfiillbar.

Losung: Vz(R(z) — =P(f(x)))

(d) (2 Punkte) Zu jeder pradikatenlogischen Formel existiert eine logisch dquivalente
pradikatenlogische Formel in bereinigter Pranexform.

Losung: Vz3y(S(z,y) A Q(y))
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