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Organisatorisches zur Vorlesung

Unter https://www.eti.uni-siegen.de/ti/lehre/ws2324/bul/
index.html?lang=de gibt es

@ aktuelle Versionen der Folien,

° Ubungsblétter,

@ aktuelle Informationen, etc.

Literaturempfehlungen:

@ Uwe Schéning, Theoretische Informatik — kurz gefasst, Spektrum
Akademischer Verlag (5. Auflage): Der Teil zu Berechenbarkeit folgt
inhaltlich sehr eng diesem Buch.

@ Uwe Schéning, Logik fiir Informatiker, Spektrum Akademischer
Verlag: Der Teil zu Logik folgt inhaltlich sehr eng diesem Buch.

@ Alexander Asteroth, Christel Baier, Theoretische Informatik, Pearson
Studium: Dieses Buch ist vom Aufbau etwas anders strukturiert als
die Vorlesung, stellt aber dennoch eine sehr gute Erganzung fiir die
Vorlesungsteile Berechenbarkeit und Aussagenlogik dar.

Michael Figelius organisiert die Ubungen.
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Berechenbarkeit: was wir aus FSA bendtigen

@ In der Vorlesung Formale Sprachen und Automaten haben wir am
Ende das Model der Turingmaschinen kennengelernt.

@ Deterministische als auch nichtdeterministische Turingmaschinen
akzeptieren genau die Chomsk-Typ-0 Sprachen, siehe FSA, Folie 354
und 358.

Kopf kann sich nach links und rechts
bewegen und Zeichen iiberschreiben

el i | n|lgllal|b|e

Automat mit Signal fiir
endlich vielen Endzustand
Zustanden
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Berechenbarkeit: Motivation

Nach der Beantwortung der Frage, welche Sprachen maschinell
akzeptierbar sind, beschaftigen wir uns mit der Frage, welche Funktionen
berechenbar sind.

Wir betrachten folgende Typen von Funktionen:
o (mehrstellige) Funktionen auf natiirlichen Zahlen (die Null ist
eingeschlossen):
f: N - N
@ Funktionen auf Wortern:

X -3

Erlaubt sind auch partielle Funktionen, die nicht notwendigerweise iiberall
definiert sind.

Formal kann man eine partielle Funktion f : A — B als eine Funktion
f:A— BU{L} definieren, wobei L ¢ B ein spezielles Element ist, und
f(a) = L bedeutet, dass f an der Stelle a undefiniert ist.
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Berechenbarkeit: Motivation

Intuitiver Berechenbarkeitsbegriff
Eine partielle Funktion f: N — N soll als berechenbar angesehen werden,
wenn es ein Rechenverfahren/einen Algorithmus/ein Programm gibt, das f
berechnet, d.h. fiir eine Eingabe (ny, ..., nk) verhdlt sich das Programm
wie folgt:
e Falls f(n1,...,nk) definiert ist, terminiert das Programm nach
endlich vielen Schritten und gibt f(n1,..., nk) aus.

e Falls die Funktion auf (ny,. .., nk) nicht definiert ist, so soll das
Programm nicht stoppen (z.B., durch eine unendliche Schleife).
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Berechenbarkeit: Motivation

Die Aquivalenz vieler Berechnungsmodelle (das wird noch gezeigt) und das
intuitive Verstandnis des Begriffs der Berechenbarkeit fiihren zu folgender
(nicht beweisbaren) These.

Churchsche These

Die durch die formale Definition der Turingmaschinen-Berechenbarkeit
(dquivalent: WHILE-Berechenbarkeit, GOTO-Berechenbarkeit,
p-Rekursivitat) erfasste Klasse von Funktionen stimmt genau mit der
Klasse der im intuitiven Sinne berechenbaren Funktionen iiberein.

Bemerkungen: Ein Berechnungsmodell, das dquivalent zu
Turingmaschinen ist, nennt man auch Turing-machtig. Der entsprechende
Berechenbarkeitsbegriff heiBt Turing-Berechenbarkeit.

Fast alle Programmiersprachen sind Turing-machtig.
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Berechenbarkeit: Motivation

Nicht-berechenbare Funktionen

Es gibt Funktionen der Form f: N — N, die nicht berechenbar sind.

Beweisidee: wir wahlen ein beliebiges Berechnungsmodell und stellen nur
eine Anforderung:
Programme bzw. Maschinen in diesem Berechnungsmodell,
konnen als Worter iiber einem endlichen Alphabet kodiert wer-
den.

Dann gilt: es gibt hochstens abzéhlbar viele Maschinen/Programme.
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Berechenbarkeit: Motivation

Aber: es gibt iiberabzahlbar viele (totale) Funktionen.

Wir zeigen dies durch einen Widerspruchsbeweis: angenommen die Menge
aller Funktionen F auf natiirlichen Zahlen ist abzdhlbar. Das heiBt, es gibt
eine surjektive Abbildung F: N — F.

Wir konstruieren die Funktion g: N — N mit
g(n) = fy(n)+1, wobei f, = F(n).

Da F surjektiv ist, muss es eine natiirliche Zahl i geben mit F(i) = g. Fiir
dieses i gilt dann: g(i) = f;j(i). Aber das ist ein Widerspruch zur Definition
von g mit g(i) = (i) + 1.
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Berechenbarkeit: Motivation

Veranschaulichung: wir stellen F dadurch dar, indem wir zu jedem n die
Funktion £, als Folge 7,(0), fo(1), f4(2), ... notieren.

Zum Beispiel:

n | H(0) K1) HQ) HB) FA)
7 20 33 0 12
12 33 94 2 17
99 101 16 11 22
2 0 14 99 42
17 5 77 7 11

A W NN = O
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Berechenbarkeit: Motivation

Veranschaulichung: wir stellen F dadurch dar, indem wir zu jedem n die
Funktion £, als Folge 7,(0), fo(1), f4(2), ... notieren.

Alle Zahlen auf der Diagonale verwenden ...

n | H(0) K1) HQ) HB) FA)
7 20 33 0 12
12 33 94 2 17
99 101 16 11 22
2 0 14 99 42
17 5 77 7 11

A W NN = O
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Berechenbarkeit: Motivation

Veranschaulichung: wir stellen F dadurch dar, indem wir zu jedem n die
Funktion £, als Folge 7,(0), fo(1), f4(2), ... notieren.

...und um eins erhohen. Dadurch erhdlt man g.

n | H(0) K1) HQ) HB) FA)
8 20 33 0 12
12 34 94 2 17
9 101 17 11 22
2 0 14 100 42
17 5 77 7 12

A W NN = O
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Berechenbarkeit: Motivation

Veranschaulichung: wir stellen F dadurch dar, indem wir zu jedem n die
Funktion £, als Folge 7,(0), fo(1), f4(2), ... notieren.

Die Funktion g kann aber aufgrund dieser Konstruktion mit keiner der an-
deren Funktionen iibereinstimmen.

n | H(0) K1) HQ) HB) FA)
8 20 33 0 12
12 34 94 2 17
9 101 17 11 22
2 0 14 100 42
17 5 77 7 12

A W NN = O
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Berechenbarkeit: Motivation

Veranschaulichung: wir stellen F dadurch dar, indem wir zu jedem n die
Funktion £, als Folge 7,(0), fo(1), f4(2), ... notieren.

Die Funktion g kann aber aufgrund dieser Konstruktion mit keiner der an-
deren Funktionen iibereinstimmen.

n f,(0) fi(1) fu(2) fu(3) fu(4) ... Diese Art von
“selbstbeziiglichen”

0 8 20 33 0 12 i
Beweisen nennt man
1 = L aufgrund ihrer
2 99 1001 17 11 22 Veranschaulichung durch
3 2 0 14 100 42 solche Diagramme oft
4 17 5 77 7 12 Diagonalisierungsbeweise.
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Turing-Berechenbarkeit

Nach dem intuitiven Berechenbarkeitsbegriff beschaftigen wir uns nun mit
dem formalen Berechenbarkeitsbegriff, zunidchst basierend auf
Turingmaschinen.

Wir wissen bereits, was es bedeutet, dass eine Turingmaschine eine
Sprache akzeptiert. Nun definieren wir, was es bedeutet, dass eine
Turingmaschine eine Funktion berechnet.

Fiir eine Zahl n € N sei bin(n) die Binérdarstellung von n:
e bin(n) € 1{0,1}* U {0}
o Falls bin(n) = byby_1 --- by, 50 gilt n = 32K o b;2".

Beispiel: bin(5) = 101, bin(6) = 110, bin(7) = 111, bin(8) = 1000.
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Turing-Berechenbarkeit

Turing-berechenbare Funktionen auf natiirlichen Zahlen

Eine partielle Funktion f: N — N ist Turing-berechenbar, falls es eine
deterministische Turingmaschine M = (Z,{0,1,#},T,0, 20,0, E) gibt, so
dass fiir alle n1, ..., n, € N gilt:

e Falls f(ny, ..., ng) undefiniert ist, so terminiert M auf der
Startkonfiguration zgbin(nq)#bin(n2)# . . . bin(ng)# nicht, d. h. es
gibt keine Konfiguration ¢ € MET+ mit

zobin(ny)#bin(np)# . .. bin(nk)# Hy c.

e Falls f(ny,...,ny) definiert ist, und f(ny,...,nx) = m, dann existiert
ein Endzustand z, € E mit

zobin(ny)#bin(n2)# ... bin(nk)# Fyy O---Ozebin(m)O---O.
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Turing-Berechenbarkeit

Intuition:

@ Wenn man die Zahlen ny, ..., ng in Bindrdarstellung — voneinander
getrennt durch # — aufs Band schreibt, so terminiert M genau dann,
wenn f(ny, ..., ny) definiert ist.

e Falls f(n1,...,nk) = m, so berechnet M aus n,..., ny die Zahl

f(n,...,nk) (moglicherweise umgeben von Leerzeichen) und geht in
einen Endzustand iiber.

Markus Lohrey (Univ. Siegen)
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Turing-Berechenbarkeit

Turing-berechenbare Funktionen auf Wértern

Eine partielle Funktion f: ¥* — ¥* ist Turing-berechenbar, falls es eine
deterministische Turingmaschine M = (Z, %, T, 4, zp, O, E) gibt, so dass
fir alle x € X* gilt:
e Falls f(x) undefiniert ist, so terminiert M auf der Startkonfiguration
2ox0 nicht, d. h. es gibt kein ¢ € M*ET T mit zoxO +}, c.

e Falls f(x) definiert ist, und f(x) = y, dann existiert ein Endzustand
ze € E mit zopxO F}, O---OzyO---0O.

Intuition:

@ Wenn man das Wort x aufs Band schreibt, so terminiert M genau
dann, wenn f(x) definiert ist.

@ Wenn f(x) =y, so berechnet M aus x das Wort y (mdglicherweise
umgeben von Leerzeichen) und geht in einen Endzustand iiber.
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Turing-Berechenbarkeit

Beispiele fiir Turing-berechenbare Funktionen:

Beispiel 1: die Nachfolgerfunktion n— n+ 1 ist Turing-berechenbar
(siehe FSA, Folie 330 und 331).

Beispiel 2: Sei (2 die iiberall undefinierte Funktion. Diese ist auch
Turing-berechenbar, etwa durch eine Turingmaschine, die keinen
Endzustand hat. Beispielsweise durch eine Turingmaschine mit der
Ubergangsregel

d(z0,a) = (20, a, N) firalleaeT.

Beispiel 3: gegeben sei eine Typ-0-Sprache L C ¥*. Wir betrachten die
sogenannte “halbe” charakteristische Funktion von L:

xe: Xt o— {1}
{ 1 falls w € L

xi(w) undefiniert sonst
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Turing-Berechenbarkeit

Idee fiir eine Turingmaschine M, die x; berechnet:

@ Wir verwenden die Transformation “Grammatik — Turingmaschine”
(FSA, Folie 354), und erhalten eine Turingmaschine M’ mit
T(M) =L

o Die Maschine M’ ist nicht-deterministisch. Wegen der Aquivalenz von
deterministischen und nicht-deterministischen Turingmaschinen (FSA,
Folie 358) kann man M’ in eine deterministische Turingmaschine M”
mit T(M") = T(M’) = L umwandeln.

@ Aus M” erhalten wir leicht eine deterministische Turingmaschine M,
die sich wie M’ verhilt, auBer: Wenn M” in einen Endzustand
iibergehen sollte (und damit akzeptiert), dann iiberschreibt M den
kompletten Bandinhalt mit 1 und geht in einen Endzustand iiber.

@ Beachte: Wenn die Eingabe x nicht zu L gehort, wird M nicht
terminieren.
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Mehrband-Turingmaschine

Wir fiihren jetzt mehrere neue Berechnungsmodelle ein und zeigen, dass
sie alle aquivalent zu Turingmaschinen sind. Das erste davon ist die
sogenannte Mehrband-Turingmaschine.

Mehrband-Turingmaschine

e Eine Mehrband-Turingmaschine besitzt k (k > 1) Bander mit k
unabhangigen Kopfen, aber nur einen Zustand.

o Die Ubergangsfunktion hat die Form

§: (Z\E)xTk = ZxThkx{L RN}k

(ein Zustand, k Bandsymbole, k Bewegungen).

@ Die Ein- und Ausgabe stehen jeweils auf dem ersten Band. Zu Beginn
sind die restlichen Bander leer.

v
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Mehrband-Turingmaschine

Satz 1 (Mehrband-Turingmaschinen — Turingmaschinen)

Zu jeder Mehrband-Turingmaschine M gibt es eine
(Einband-)Turingmaschine M’, die dieselbe Sprache akzeptiert bzw.
dieselbe Funktion berechnet.

Beweisidee: wir beginnen mit der Darstellung einer typischen
Konfiguration einer Mehrband-Turingmaschine

ap | @ || a3 || a | a | 3 |ar dag | 49 | a10

by | by | b3 | by | bs | bs | br|| bg || by | b1o

€1 | @ | G | G G ||CG | C | G| G| Co
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Mehrband-Turingmaschine

Simulation mittels Einband-Turingmaschine durch Erweiterung des
Alphabets: Wir fassen die libereinanderliegenden Bandeintrige zu einem
Feld zusammen. Mit den Symbolen x und < wird kodiert, wo die Képfe
der Mehrband-Turingmaschine stehen.

ayl|l a ||a | as | a5 | ag | ar ag | d9 | aio

CIUOC*F [ O] ]TO OO0 10

m bi|| b ||[b3 | by | bs | bs | by | bg | by | b1o
CHNONO OO0 [O | x| OO
allaella|a|c|cc|ca|e|alcd
CHNONO O | * [ OO OO0

|
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Mehrband-Turingmaschine

Sei k die Anzahl der Bander von M, T ihr Bandalphabet und ¥ das
Eingabealphabet.
Bandalphabet von M’: " = £ U (I x {*, O})k
o Bedeutung eines Bandsymbols aus (I x {*, ©}) am Beispiel von
(a, 0, b, %,¢,¢),d.h. k=3:

Von jedem der 3 Biander von M tastest M’ (die Einband-TM) gerade
eine Zelle ab. In der von Band 1 (bzw., 2, 3) abgetasteten M-Zelle
steht gerade a (bzw. b, c).

Der M-Kopf von Band 2 befindet sich gerade auf der von M’
abgetasteten Zelle von Band 2 (wegen dem x).

Die M-Képfe von Band 1 und 3 befinden sich hingegen auf Zellen, die
von M’ gerade nicht abgetastet werden (wegen den beiden <).
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Mehrband-Turingmaschine

@ Da M’ und M das gleiche Eingabealphabet haben, muss ¥ zu I
gehoren. Bekommt M’ die Eingabe w € T*, so lauft M’ in einer
ersten Phase einmal komplett iiber w driiber, und wandelt dabei
w in die obige “Mehrband-Kodierung” um.

Problem: Eine Einband-Turingmaschine hat nur einen Kopf und der kann
nur an einer Stelle stehen ~» Simulation eines Ubergangs der
Mehrband-Turingmaschine in mehreren Schritten.

Simulation eines Ubergangs der Mehrband-Turingmaschine:
@ Zu Beginn der Simulation eines Schritts steht der Kopf der
Einband-Turingmaschine M’ links von allen *-Markierungen.
@ Dann l3uft der Kopf nach rechts, iiberschreitet alle k vielen
x-Markierungen und merkt sich die jeweils anzuwendenden
Falle der 6-Funktion. (Dazu benétigt man viele Zusténde.)
@ Dann lauft der Kopf wieder zuriick nach links und fiihrt alle
notwendigen Anderungen aus. O
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Loor-, WHILE-, GOTO-Berechenbarkeit

Wir betrachten nun ein weiteres Berechnungsmodell, das im wesentlichen
eine einfache Programmiersprache mit verschiedenen Konstrukten darstellt.

@ Diese Programme haben Variablen, die mit natiirlichen Zahlen belegt
sind. Diesen Variablen diirfen arithmetische Ausdriicke (mit
Konstanten, Variablen und Operatoren +, —) zugewiesen werden.

@ AuBerdem enthalten die Programme verschiedene Schleifenkonstrukte.

Winter 23/24  21/419
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Loor-, WHILE-, GOTO-Berechenbarkeit

Insbesondere betrachten wir folgende Typen von Programmen:

LooPr-Programme

Enthalten nur Loop- bzw. For-Schleifen, bei denen bereits bei Eintritt
feststeht, wie oft sie durchlaufen werden.

WHILE-Programme

Enthalten nur While-Schleifen mit einer immer wieder zu evaluierenden
Abbruchbedingung.

GoT0-Programme
Enthalten Gotos (unbedingte Spriinge) und If-Then-Else-Anweisungen.

Wir interessieren uns vor allem fiur die Funktionen, die von solchen
Programmen berechnet werden.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) Winter 23/24
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LoopP-Programme

Syntaktische Komponenten fiir LooP-Programme

o Variablen: xq, X2, x3, . ..
Konstanten: 0,1,2...

Trennsymbole: ; und :=

°
°
@ Operatorsymbole: + und —
°

Schlisselworter: Loopr, Do, END

| N

Induktive Syntax-Definition von LoOP-Programmen
Ein LooP-Programm ist entweder von der Form
@ xj:=Xxj+coderx;:=xi—cmitceNundij>1
(Wertzuweisung) oder

@ Pi; P>, wobei Py und P, bereits LooP-Programme sind
(sequentielle Komposition) oder

e Loopr x; Do P END, wobei P ein LooP-Programm ist und i > 1.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) Winter 23/24 23 /419



LooP-Programme

Informelle Beschreibung der Semantik

o Ein Loopr-Programm, das eine k-stellige Funktion f : Nk — N

berechnen soll, startet mit dem Eingabewerten ny, ..., ng in den
Variablen xi, ..., xx. Alle anderen Variablen haben den Startwert 0.
Das Ergebnis f(ny, ..., ny) liegt bei Termination in x;.

o Interpretation der Wertzuweisungen:
o X := xj + ¢ — wie liblich
e Xx; := x; — ¢ — modifizierte Subtraktion, falls ¢ > x;, so ist das Resultat
gleich 0
@ Sequentielle Komposition Py; Py: erst Py, dann P, ausfiihren.

e Loor x; Do P END: das Programm P wird so oft ausgefiihrt, wie
die Variable x; zu Beginn angibt.
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LoopP-Programme

Beachte: Wird in einem Program LooP x; DO P END der Wert von x;
innerhalb von P veridndert, so hat dies keinen Einfluss auf die Anzahl der
Ausfiihrungen des Schleifenkorpers P.

Hat x; den Wert n bevor P das erste mal ausgefiihrt wird, so wird P genau
n mal ausgefiihrt.

Beispiel: x; := x; + 3; LooP x; DO x; := x; +1 END
Angenommen x; hat zu Beginn den Wert 0.
Dann wird der Schleifenkdrper 3 mal ausgefiihrt.

An Ende hat also x; den Wert 6.
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LooP-Programme

Formale Beschreibung der Semantik

Fiir jedes LooP-Programm P, in dem keine Variable x; mit i > k
vorkommt (d.h. nur die Variablen xi, ..., xx diirfen in P vorkommen),
definieren wir zunachst eine Funktion

[Pk : N¥ — NK

wie folgt durch Induktion iiber den Aufbau von P:

o [xi:=xj+ clk(m,...,nk) = (m,..., mg) genau dann, wenn
(i) mg = ng fiir £ # i und (ii) m; = n; + c.
o [xi:=xj —clk(m,...,nk) = (m,..., mg) genau dann, wenn

(i) mg = ng fiir £ # i und (ii) m; = max{0, n; — c}.
o [Pl; Pg]k(nl, cooy nk) = [P2]k([P1]k(nla ey nk))

] [LOOP x;i Do P END]k(nl, 500y nk) = [P]Z’(nl, 2000 nk)

Winter 23/24
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LoopP-Programme

Intuition: [P]k(n1, ..., nk) berechnet sich wie folgt:
@ Setze zu Beginn jede Variable x; mit 1 </ < k auf den Wert n;.

Die initialen Werte von Variablen x; mit i > k spielen keine Rolle, da
solche Variablen in P nicht vorkommen.

@ Fiihre nun das Programm P aus.

@ Angenommen nach Ausfiihrung von P hat die Variable x; (1 < i < k)
den Wert m;.

Dann gilt [P]x(n1,...,nk) = (m1, ..., mg).

Winter 23/24 27 /419
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LooP-Programme

Sei im folgenden mi(ny,. .., nk) = n; (Projektion auf i-te Komponente).

Loopr-Berechenbarkeit (Definition)

Eine Funktion f: N¥ — N heiBt Loopr-berechenbar, falls es ein ¢ > k und
ein LoopP-Programm P, in dem nur die Variablen xg, ..., x, vorkommen,
gibt mit:

Vny,...,ng € N:f(ng,...,ng) =m1([Ple(n1,...,nk 0,...,0)).

( ) = m1([Ple( )
0 — k viele

Zur Berechnung von f(ny, ..., ng) werden also zu Beginn die Variablen
X1,...,Xx auf die Eingabezahlen ny, ..., n, gesetzt.
Die Hilfsvariablen xi11,...,x; werden mit 0 initialisiert.

Dann wird P gestartet.

Nach Ausfiihrung von P ist der Wert der Variablen x; der Funktionswert
f(nl, N nk).
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LoopP-Programme

Bemerkungen:

o Alle LOOP-Programme stoppen nach endlicher Zeit
(Loop-Schleifen terminieren immer).

@ Daher sind alle Loop-berechenbaren Funktionen total (d.h. iiberall
definiert).

@ Es gibt also Turing-berechenbare Funktionen, die nicht
LoopP-berechenbar sind (z.B. die iiberall undefinierte Funktion Q von
Folie 14).

@ Wir werden spater sehen, dass es sogar totale Turing-berechenbare
Funktionen gibt, die nicht LoOP-berechenbar sind.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) Winter 23/24 29 /419



LoopP-Programme

Loor-Programme koénnen gewisse Programmkonstrukte simulieren, die in
der Syntax nicht enthalten sind.

If-Then

Simulation von IF x; = 0 THEN A END

x» ;= 1; LooP x; Do x» := 0 END; LooP x, Do A END

| A

Addition
Simulation von x; := xj + xx (sei i # k)

xj := Xj; LOOP x, DO x; := x; + 1 END

Multiplikation

Simulation von x; := xj - xi (sei k # i # j)
xj := 0; LooP x, DO x; := x; + x; END
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LoopP-Programme

Wir werden im folgenden solche Konstrukte auch in While-Programmen
verwenden. Wir nehmen dann an, dass sie — wie oben — geeignet simuliert
werden.

Analog: Ganzzahlige Division (x D1v y) und Divisionsrest (x MoD y).

Markus Lohrey (Univ. Siegen) Winter 23/24 31/419



WHILE-Programme

Wir erweitern nun die Syntax von LooP-Programmen zu
WHILE-Programmen, indem wir neben LOOP-Schleifen noch ein weiteres
Schleifenkonstrukt erlauben.

Syntax von WHILE-Programmen

Wenn P ein WHILE-Programm ist und / > 1 gilt, so ist auch
WHILE x; # 0 Do P END

ein WHILE-Programm.

Alle in LoopP-Programmen erlaubten Konstrukte (siehe Folie 23) sind auch
in WHILE-Programmen erlaubt.

v

Intuition: Programm P wird so lange ausgefiihrt bis der Wert von x;
gleich O ist.
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Semantik von WHILE-Programmen

Wie bei LooP-Programmen definieren wir zunachst fiir jedes
WHILE-Programm P, in dem keine Variable x; mit / > k vorkommt, eine
(diesmal partielle) Abbildung [P]x : N¥ — N¥ induktiv.

Fiir die in LOOP-Programmen verfiigbaren Konstrukte iibernehmen wir die
Definitionen von Folie 26.

Sei nun P = WHILE x; # 0 Do A END (i < k) und (ny,..., ng) € N,

Falls eine Zahl 7 mit m;([A]7(n1, ..., nk)) = 0 existiert, so sei t die kleinste
Zahl mit dieser Eigenschaft. Ansonsten sei t undefiniert.
Dann sei
Alt(n1,...,nc) falls t definiert ist
[Phe(ns, .., i) = 4 VUl mk)
undefiniert sonst.
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Zur Erklarung: [A]] steht fiir die 7-fache Komposition von [A]:

[A]Z(nlv SE) nk) = [A]k([A]k([:i\]k(' e [A]k(nl, RN nk) ces )))

T viele

Somit ist t die kleinste Zahl 7, so dass nach 7 vielen Ausfiihrungen von A
(gestartet mit den initialen Werten ny, ..., ny fiir die Variablen xq, ..., xx)
die Variable x; den Wert 0 hat.

Falls x; niemals den Wert 0 annimmt, terminiert die WHILE-Schleife nicht,
und [P]x(n1, ..., nk) ist undefiniert.

Beachte: Eine LooP-Schleife LooP x DO P END kann simuliert werden
durch

y =X

WHILE y #0 Do y :=y — 1, P END

Wichtig: y ist eine neue Variable, die insbesondere in P nicht vorkommt.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) Winter 23/24 34 /419



WHILE-Programme

WHILE-Berechenbarkeit (Definition)
Eine partielle Funktion f: Nk — N heiBt WHILE-berechenbar, falls es ein
£ > k und ein WHILE-Programm P, in dem nur die Variablen x1,...,xp
vorkommen, gibt, so dass fiir alle ny,...,n, € N gilt:
e f(n1,...,ny) definiert <= [Ple(n1,...,nk, 0,...,0) definiert
~—
£ — k viele
e Falls f(n1,...,ng) definiert ist, gilt
f(ny,...,nk) =m([Ple(n,...,nk, 0,...,0)).
(m k) = m1([Ple(n k )

L — k viele
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Satz 2 (WHILE-Programme — Turingmaschinen)

Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

Anders ausgedriickt: Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme
simulieren.

Beweisidee:

@ Wir verwenden eine Mehrband-Turingmaschine, bei der auf jedem
Band eine andere Variable des WHILE-Programms in Binardarstellung
gespeichert wird.

k Variablen ~» k Bander

@ X; := Xx;j + ¢ kann von der Turingmaschine durchgefiihrt werden,

indem die Inkrementierungsfunktion (+1) c-mal ausgefiihrt wird.

@ x; := xj — c funktioniert dhnlich.
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@ Sequentielle Komposition Py; Ps:
Wir bestimmen induktiv Turingmaschinen My, M fiir Py, P>.

Diese machen wir wie folgt zu einer Turingmaschine fiir Py; Ps:

o Vereinigung der Zustandsmengen, Bandalphabete und
Ubergangsfunktionen

e Anfangszustand ist Anfangszustand von M;. Endzustdnde sind
Endzustande von M.

e Statt in einen Endzustand von M; wird ein Ubergang in den
Anfangszustand von M, gemacht.

(Vergleiche mit der Konkatenationskonstruktion fiir endliche
Automaten (FSA, Folien 99 und 100).
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o WHILE-Schleife WHILE x; # 0 Do P END:
Bestimme zunachst eine Turingmaschine M fiir P.

Modifiziere M wie folgt:
Im neuen Anfangszustand wird zunadchst {iberpriift, ob 0 auf dem
i-ten Band steht.

e Falls ja: Ubergang in Endzustand

o Falls nein: M wird ausgefiihrt
Statt Ubergang in Endzustand: Ubergang in den neuen Anfangs-
zustand.
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Syntax von GOTO-Programmen

Méogliche Anweisungen fiir GOTO-Programme:
Wertzuweisung: xj := Xj + ¢ bzw. x; := x; — ¢ (mit ¢ € N)
Unbedingter Sprung: GoTo M;

Bedingter Sprung: Ir x; = ¢ THEN GoTO M;

Stopanweisung: HALT

Ein GOTO-Programm besteht aus einer Folge von Anweisungen A;, vor
denen sich jeweils eine (Sprung-)Marke M; befindet.

Mi: A1; My: As;o o My Ag

(Wenn Marken nicht angesprungen werden, werden wir sie manchmal
einfach weglassen.)
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Intuitive Semantik von GOTO-Programmen
@ Die Anweisungen eines GOTO-Programms werden der Reihe nach
ausgefiihrt.
@ Ausnahme: GOTO M springt zur Anweisung mit der Marke M.

o Ir-Anweisungen werden wie iiblich interpretiert.

e HALT-Anweisungen beenden GOTO-Programme. (Die letzte
Anweisung eines Programms sollte ein HALT oder ein unbedingter
Sprung sein.)

o

Dies ist keine wirklich formale Semantikdefinition. Schreiben Sie als Ubung
eine formale Semantikdefinition (analog zu WHILE-Programmen) auf.

Wie WHILE-Programme kdnnen auch GOTO-Programme in unendliche
Schleifen geraten.
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GOTO-berechenbare Funktionen sind analog zu WHILE-berechenbaren
Funktionen definiert.

Beispiel: ein GOTO-Programm zur Berechnung von x; 1= x1 + xo

My : IF x, = 0 THEN GOTO M>;
x1:=x1+1;
X0 = xp — 1;
Goro My,

M, : HALT
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Satz 3 (WHILE-Programme — GOTO-Programme)

Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-Programm simuliert
werden, d. h. jede WHILE-berechenbare Funktion ist GOTO-berechenbar.

Beweis:

Eine WHILE-Schleife
WHILE x # 0 Do P END

kann simuliert werden durch
M;: IF x = 0 THEN GOTO My;

P;
GoTto My;
My: ... O
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Auch die nicht ganz so offensichtliche Umkehrung gilt:

Satz 4 (GoTo-Programme — WHILE-Programme)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm simuliert
werden, d. h. jede GOTO-berechenbare Funktion ist WHILE-berechenbar.

Das ist einer der Griinde dafiir, warum in modernen Programmiersprachen
im allgemeinen keine GOTOS verwendet werden.

Weitere Griinde: Spaghetti-Code bei Verwendung von GOTOS, siehe
auch Edsger W. Dijkstra: “Go To Statement Considered Harmful” (1968),
http://www.cs.utexas.edu/users/EWD/ewd02xx/EWD215 . PDF.
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Beweis (Goto-Programme — While-Programme):
Sei P=(My : A1; My @ Ag; ... My Ax) ein GOTO-Programm.

Wir simulieren P durch das folgende WHILE-Programm Q mit nur einer
WHILE-Schleife:

count := 1;

WHILE count # 0 DO
IF count = 1 THEN A] END;
IF count = 2 THEN A}, END;

IF count = k THEN A} END
END
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Hierbei ist A’ das folgende WHILE-Programm.

Xj := x¢ = ¢; count := count + 1 falls Ai = (xj :=x; £ ¢)
count :=n falls A; = (GoTo M,)
Ai = ¢ IF x; = ¢ THEN count := n falls A; = (IF x; = ¢ THEN
ELSE count := count + 1 END Goto M,)
count := 0 falls A; = HALT

Die Simulation von GOTO-Programmen durch WHILE-Programme
verwendet nur eine WHILE-Schleife (falls man Ir THEN ELSE als
elementares Konstrukt erlaubt).

Das bedeutet: Ein WHILE-Programm kann durch Umwandlung in ein
GoTO-Programm und Zuriickumwandlung in ein WHILE-Programm in ein
dquivalentes WHILE-Programm mit einer WHILE-Schleife umgewandelt
werden (Kleenesche Normalform fiir WHILE-Programme).
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Welche Transformationen haben wir bisher durchgefiihrt?

GoT0O +— WHILE —— TM

Loopr

Um die Aquivalenz von GOTO-, WHILE- und Turing-Berechenbarkeit zu
zeigen, fehlt uns noch die Richtung

™ — GoTo
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Satz 5 (TM — GoOTO-Programme)

Jede Turingmaschine kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.
Das heiBt, jede Turing-berechenbare Funktion ist GOTO-berechenbar.

Beweis:

Sei M = (Z,%,T,4, zp, E,O) eine deterministische Turingmaschine, welche
eine Funktion f : N — N berechnet.

OB.dA. seil ={0,...,m—1}, O0=0und Z={0,...,n—1}.

Fiir ajap---ap € [* sei

der Wert von ajas - - - ap in der Darstellung zur Basis m (niederwertigste
Ziffer ganz links).
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Eine Konfiguration ay ---ap z by - - - bg wird durch das Tripel
((ap---a1)m,z, (b1 bg)m) € Nx{0,...,n—1} x N

reprasentiert.

Solch ein Tripel wird im folgenden mit den drei Variablen x, z, y
gespeichert:

@ z = aktueller Zustand
@ x = Kodierung des Bandinhalts links vom Kopf

o y = Kodierung des Bandinhalts rechts vom Kopf inklusive der gerade
gelesenen Zelle

Beachte: (ap...a10)m = (ap...a1)m und (b1 - bgO)m = (b1 - bg)m,
da O = 0 und die hochstwertige Ziffer ganz rechts steht.

Das ist gut so, denn a1 ---apzby---bg und Day ---a,z by -+ bgO
reprasentieren die gleiche Konfiguration.
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Zur Simulation von Turingmaschinenoperationen verwenden wir die
arithmetischen Operationen D1v und MOD (ganzzahlige Division und
Divisionsrest), wobei wir immer durch unsere Basis m teilen. Diese
Operationen kann man leicht mittels GOTO-Programmen realisieren.

Beispiel: In der Basis m = 10 gilt (hier schreiben wir Zahlen wieder wie
gewohnt, d.h. die niederwertigste Ziffer steht rechts)

5634 Div 10 = 563
5634 Mop 10 = 4

Simulation von Turingmaschinenoperationen:

Kopf liest Zeichen: a:=y MoD m

Zeichen b aufs Band schreiben: y :=(y Div m)-m+ b
Kopf nach links: y :==y-m+ (x MoD m); x :=x Div m
Kopf nach rechts: x :=x-m+ (y Mobp m); y :=y Div m
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Erlauterung: Sei a;---a, z by - - - by die aktuelle Konfiguration und damit
x=(ap...a1)m, y=(b1--bg)m (undz=2)
Dann gilt y MoD m = (bi + m - (ba--- bg)m) MOD m = by.
Also wird die Variable a auf das aktuell gelesene Symbol gesetzt.
Weiter gilt
(yDivm)-m+b = ((b1---bg)m DiIvm)-m+b

= (bby---bg)m

Also schreibt y := (y D1v m) - m + b tatsachlich b in die aktuelle
gescannte Bandzelle.
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Es gilt
x DIv m = (apap—1...a1)m DIv m=(ap_1...31)m
sowie
y-m+(x Mop m) = (by---bg)m-m+ ((apap-1--.-a1)m MOD m)
= (0by---bg)m+ ap
= (apbl . bq)m

Daher implementiert

y =y -m+(x MOD m); x:=x Divm
korrekt eine Linksbewegung des Kopfes.
Analog zeigt man, dass

x:=x-m+(y Mop m); y:=y Divm

korrekt eine Rechtsbewegung des Kopfes implementiert.
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Sei nun (ny,...,nx) € N¥ eine Eingabetupel.

Das zu erstellende GOTO-Programm besteht aus folgenden drei
Programmteilen:

Teil 1: Initialisierung der Variablen x, y, z mit der Anfangskonfiguration.
Die zum Eingabetupel (ny, ..., nk) gehdrende Anfangskonfiguration ist
zobin(ny) # bin(ny) # - - - # bin(nk) #

Also initialisieren wir x, y, z mit

xi=0; 2=z y = (bin(m)#bin(n2) - #bin(n)#)m.

In bin(n;) ist hier die Bin&rziffer 0 bzw. 1 durch ein Symbol a € I' \ {O}
bzw. b € T'\ {O} reprasentiert (z.B. 0 — 1, 1 — 2). Dies ist notwendig, da
0 bereits fiir das Blank O vergeben wurde.
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Die Zahl (bin(ny)#bin(n)# - - - #bin(nk)#)m muss man zunachst aus den
Eingabezahlen ny, ..., ny mittels eines GOTO-Programms berechnen.

Das ist etwas miithsam aber nicht grundsatzlich schwer.

Teil 2: Die Turingmaschinenberechnung wird durch Manipulation von x,
z, y simuliert bis schlieBlich z € E gilt.

Teil 3: Die in y gespeicherte Zahl wird in den eigentlichen Ausgabewert
iberfiihrt:

Hat y den Wert (ajaz---ap)m mit a1,...,a, € {a, b}, so muss die
eindeutige Zahl n mit bin(n) = ajap - - - a, berechnet werden.

Diese arithmetische Transformation kann man wieder durch ein
GOTO-Programm realisieren.

Bemerkung: Nur der 2. Teil hingt von der Uberfiihrungsfunktion ¢ ab.
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Schema fiir Teil 2:

My: 1IF (z € E) THEN GOTO Ms3;
a:=y MoDp m; (Zeichen einlesen)
Ir (z=0) AND (a = 0) THEN GOTO My ;
Ir (z =0) AND (a=1) THEN GOTO My 1;

Moo Poo; (Aktion §(0,0) ausfiihren)
GoTO M>;

Mo1: Po; (Aktion §(0,1) ausfiihren)
GoTO M>;

Ms: Fihre Teil 3 aus
Im Programmteil P;; wird die durch 6(/, ) beschriebene Aktion so wie auf
Folie 49 unten simuliert. O
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Loopr-, WHILE- und GOTO-Programme sind vereinfachte imperative
Programme und ste