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Aufgabe 1. Im folgenden sei L C {a, b}" eine regulire Sprache und sei [w]
die Myhill-Nerode Aquivalenzklasse von w € ¥* beziiglich der Myhill-Nerode
Aquivalenz Rj. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

(a) Wenn [¢] N L = &, dann ist der Startzustand in einem DFA zu L kein
Endzustand.

(b) Wenn [a] N L =@ und [b] N L = &, dann gilt L = &.
(¢) Wenn [g] = [b] und [¢] C L, dann gilt b™ € L fiir jedes n € N.

(d) Jede kontextfreie Sprache hat unendlich viele Myhill-Nerode Aquivalenz-
klassen.

(e) Jede Sprache besitzt mindestens zwei Myhill-Nerode Aquivalenzklassen.

Losung zu Aufgabe 1. (a) Wahr: Es gilt € € [¢]. Da [¢] N L = @ gilt also
e ¢ L. Ein DFA zu L darf also das leere Wort nicht akzeptieren, also ist
der Startzustand kein Endzustand.

(b) Falsch: Sei L ={w € {a,b}* | |w| > 2}. Dann ist [a] = [b] = {a, b} und
es gilt [a] N L =@ und [b] N L = &. Allerdings ist L # @.

(¢c) Wahr: Wenn [¢] = [b] gilt insbesondere [b"] = [¢] fur jedes n € N. Dies
lasst sich z.B. induktiv iiber die Lange n des Worts b" zeigen. Fiir den
Induktionsanfang betrachten wir n = 1 (der Fall n = 0 ist klar). Es

gilt [b] = [¢] nach Voraussetzung. In der Induktionsvoraussetzung gelte
[b"] = [¢] fiir ein n € N. Im Induktionsschritt zeigen wir, dass [0 ] = [¢].
Es gilt [b"] = [¢] nach Induktionsvoraussetzung, also auch [b" - b] =

[e-b] = [b] = [¢] (die letzte Gleichung folgt aus dem Induktionsanfang
bzw. der Aufgabenstellung). Somit gilt also [b"] = [¢] fiir jedes n € N,
bzw. {b™ | n € N} C [¢]. Da nach Voraussetzung [¢] C L gilt, folgt, dass
b"™ € L fiir jedes n € N.

(d) Falsch: Jede reguldre Sprache ist insbesondere auch kontextfrei. Nach
dem Satz von Myhill-Nerode erzeugt eine reguldre Sprache jedoch nur
endlich viele Myhill-Nerode Aquivalenzklassen.



(e) Falsch: Zum Beispiel die Sprache ¥* erzeugt nur eine Myhill-Nerode
Aquivalenzklasse.

Aufgabe 2. Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Sprachen die Anzahl der
Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen. Falls die Sprache regulir ist, geben Sie
zusétzlich einen minimalen DFA an, der die Sprache erkennt. Falls die Spra-
che nicht regulér ist, beweisen Sie dies zusétzlich mit Hilfe des Pumping-
Lemmas.

(a) {we{a, b} [w=w"}
(b) {ww | w e {a,b}"}

(c) {(ab)™ [ n =2}
(d) {a™ba™ | (n + m) ist gerade}
Losung zu Aufgabe 2.

(a) Myhill-Nerode Aquivalenz

Wir zeigen, dass unendlich viele Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen bzgl.
L existieren (index(R;) = oo) und L somit nicht regulér ist.

Behauptung: Fiir alle n,m > 0 mit n # m gilt =(a"b Ry a™b) und
folglich [a™b] # [a™b].

Die Behauptung gilt, da a"ba™ € L wiahrend a™ba™ ¢ L (wegen n # m)
und somit sind beide Worte nicht Myhill-Nerode dquivalent.

Es folgt, dass [a™b] fiir jedes n > 0 eine eigene Aquivalenzklasse ist.
Folglich gilt index(Ry) = oc.

L={we ¥ |w=w"} ist also nicht regulir.

Pumping-Lemma

Wir folgen dem ,,Kochrezept“ fiir das Pumping-Lemma:

Sei n € N beliebig. Wéhle z = a™ba™ € L. Es gilt || =2n+1 > n.
Betrachte alle Zerlegungen = = uwvw mit |v| > 1 und |uv| < n:

Wir haben u = a',v = a™, w = a*ba™ (I + m + s = n), da |uv| < n.
Wir wihlen den Pumpfaktor i = 2 und betrachten uv‘w:

W — ala?matba" — glt2mtspgn — gUAmts)tmpgn — gntmpgn

Da m > 1 (wegen |v| > 1) ist wo?w = a"™™ba"™ # a"ba™ ™ und somit
uv?w ¢ L. Folglich ist die Sprache nicht regulir.
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(b) Myhill-Nerode Aquivalenz

Wir zeigen wieder index(Ry) = oo.

Behauptung: Fir alle n,m > 0 mit n # m gilt —~(a™b R; a™b) und
folglich gilt auch [a™b] # [a™D].

Die Behauptung gilt, da a”ba™b € L wihrend a™ba™b ¢ L. Beachten Sie,
dass bei der Teilung von a™ba"b in zwei Worte nur dann gleiche Worte
entstehen konnen wenn n = m gilt, aber hier gilt n # m.

Es folgt, dass [a™b] fiir jedes n > 0 eine eigene Aquivalenzklasse ist.
Folglich gilt index(R;) =

L ={ww | w € ¥*} ist also nicht regulir.

Pumping-Lemma

Sei n € N beliebig. Wéhle z = a"ba"b € L, |z] =2n+2 > n.
Betrachte alle Zerlegungen = = wvw mit |v| > 1 und |uv| < n:

Wir haben u = a',v = a™, w = a*ba"b (I +m + s = n).

Wir withlen den Pumpfaktor 4 = 2 und betrachten uv‘w:

w?w = a'a®™a’ba"b = a"T™ba™b.

Da m > 1 (wegen |v| > 1) ldsst sich uv?w = a™"™ba™b nicht in zwei

gleiche Worte zerlegen und somit uv?w ¢ L. Folglich ist die Sprache L
nicht regular.

(¢) Myhill-Nerode Aquivalenz

Die Myhill-Nerode Aquivalenzklassen sind:

e [c] = {e} (Zustand 0)

a] ={a} (Zustand 1)

ab] = {ab} (Zustand 2)

aba] = {(ab)"a|n > 1} (Zustand 3)
abab] = L = {(ab)™ | n > 2} (Zustand 4)

b =3*\ (LU{e, a,ab} U{(ab)"a|ln > 1}) (Fangzustand X)
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L={(ab)" | n > 2} ist also regulér.
Ein minimaler DFA fiir L hat 6 Zustéande:



(d) Myhill-Nerode Aquivalenz

Die Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen sind:

o [c] ={a*" | n € N} (Zustand 1)

o [a] = {a*""' | n € N} (Zustand 3)

o [b] ={a'ba’ | i +j gerade} (Zustand 2)

o [ab] = {a'ba’ | i + j ungerade} (Zustand 4)
[

L={a"ba™ | (n+ m) ist gerade} ist regulir.
Ein minimaler DFA fiir L hat 5 Zusténde:

Aufgabe 3. Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemmas, dass die folgenden
Sprachen nicht regulér sind:

(a) {a" |n >0}
(b) {a? | p ist Primzahl}



()

{a¥™ | n > 0}, wobei (F(n)),>o die Folge der Fibonacci-Zahlen ist, die
wir induktiv definieren durch

F(0)=1, F(1)=2 und F(n)=F(n—1)+ F(n—2) fiir n > 2.

Losung zu Aufgabe 3. (a) Sei n € N beliebig. Wihle z = o™ € L, somit

|z| = n? > n. Betrachte alle Zerlegungen z = wow mit |v| > 1 und
luv| < n: Bsist u = o/,v = a*,w = da!, wobei j + k + 1 = n% Wir
withlen den Pumpfaktor 4 = 2 und betrachten uv’w: Wir haben uv?w =
@l a?*a! = "%, Nun miissen wir zeigen, dass n2 + & keine Quadratzahl
ist und somit wv?w ¢ L. Wir zeigen, dass n? < n®> +k < (n + 1)
d.h. n? + k liegt zwischen der Quadratzahl n? und der nachfolgenden
Quadratzahl (n + 1) und kann damit selbst keine Quadratzahl sein. Es

gilt n? < n? + k wegen k = |v| > 1. AuBerdem gilt

n?+k

n®+n wegen |uv| < n (und somit |v] =k < n)
n?+2n + 1

= (n+1)?

<
<

Also gilt uv?w ¢ L und die Sprache ist folglich nicht regulir.

Sei n € N beliebig. Wéhle = a? mit einer Primzahl p > n, somit |z| >
n. Betrachte alle Zerlegungen z = wow mit [v| > 1 und |uv| < n: Wir
haben u = a*,v = a', w = a™ (k + [+ m = p). Wihle den Pumpfaktor
i = p + 1 und betrachte wv'w: wwPttw = a*a! Pt gm = htilp+Htm —
abtim+lr — gptlr — (17 Die Zahl (I + 1) - p kann keine Primzahl
sein kann, da sie sich in Faktoren (I + 1) und p zerlegen lésst, wobei
(I+1) > 2, da nach Voraussetzung [ = |v| > 1. Daher gilt uv’w ¢ L und
somit ist L nicht regular.

Die ersten Fibonacci-Zahlen (nach der obigen Konvention fiir die Start-
werte) sind also die folgenden:

F0)=1,F(1)=2,F(2)=3,F(3)=5,F(4) =8,F(5) =13,...

Zunéchst zeigen wir induktiv, dass F'(n) > n fiir alle n > 0: Fiir den
Induktionsanfang betrachten wir F(0) =1 > 0 und F(1) = 2 > 1. Als
Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass es ein n € N gibt, sodass
F(k) > k fiir alle £ mit 0 < & < n und im Induktionsschritt (von n nach
n + 1, fiir n > 2) erhalten wir

v
Fn+1)=Fn)+F(n—1)>n+14+n=2n+1>n+1

b}



Damit gilt also F(n) > n fiir alle n € N.

Wir beweisen nun, dass L nicht reguldr ist mit Hilfe des Pumping-
Lemmas: Sei nun n € N beliebig. Wéhle z = o) ¢ L. dann gilt
|z| > n. Betrachte alle Zerlegungen z = wow mit [v| > 1 und |uv| < n:
Wir haben u = a*, v = a', w = a™, wobei k+1+m = F(n+1). Wihle
den Pumpfaktor ¢ = 2 und betrachte uv'w:

W — aFala™ = P+
Zu zeigen ist nun, dass F'(n + 1) + [ keine Fibonacci-Zahl ist, wobei
1 <1 < n. Wir zeigen, dass F(n+1) < F(n+ 1)+ 1 < F(n+ 2): Da
[>1gilt F(n+1) < F(n+ 1)+ und weiterhin gilt

Fn+2)=Fn+1)+F(n)>Fn+1)+n>F(n+1)+1

Da die Folge der Fibonacci-Zahlen monoton wachsend ist und also F'(n+
1) < F(n+1)+1 < F(n+2) gilt, entspricht F/(n+1)+1 keiner Fibonacci
Zahl. Damit gilt o”"*D+! ¢ [ und somit ist L nicht regulir.

Aufgabe 4. Bekanntermafien ist die Sprache
L={a*|neN}

reguldr. Im Folgenden wird versucht zu beweisen, dass sie dies nicht ist.
Finden Sie den Fehler.

Beweis: Sei n € N beliebig. Wihle z = ¢?". Dann ist z € L und |z| =
2n > n. Betrachten wir alle Zerlegungen = = wow mit |uv| < n und v # &,
so ist wv = ! fiir ein I mit 1 < [ < n und damit v = ¢* mit 1 < k& < [.
Damit ist uv?w = a?"** # ¢?" und somit uv?w ¢ L. Somit ist L nach dem
Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen nicht regulér.

Losung zu Aufgabe 4. Die Zahl k£ aus dem Beweis kann eine gerade Zahl
sein. In dem Fall gilt k& = 2m fiir ein m € N und somit w?w = a®"* =
a?"t2m = g2(vtm) ¢ [, da 2(n + m) wieder eine gerade Zahl ist.



