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Aufgabe 1. Sei G = ({5, A, B},{a, b}, P, S) eine kontextfreie Grammatik,
wobei P gegeben ist durch

S — ASB | ab
A— aAS |a
B — SbS | A| bb.

Geben Sie eine Grammatik G’ in CNF so an, dass L(G’) = L(G).

Losung zu Aufgabe 1. Wir verwenden das Verfahren zur Umwandlung
einer kontextfreien Grammatik in CNF wie ab Folie 196 im Skript beschrie-
ben.

Schritt 1

G enthalt keine Produktion der Form S — €.

Schritt 2

Einfiithren neuer Variablen A, mit Produktionen A, — a fiir jedes Terminal-
symbol a € ¥ und Ersetzen aller Vorkommen von « in einer rechten Seite, die
nicht bereits nur aus einem Alphabetsymbol auf der rechten Seite bestehen.
Anderungen an den Produktionen sind fettgedruckt markiert.

o S— ASB | A A

o A— AAS | a

e B— SAS | A| ApAy
e A, > a

.Ab—)b



Schritt 3

Elimination von Kettenregeln der Form X — Y durch Ersetzen von Y durch
die rechten Seiten der Produktion von Y.

e S— ASB | A, A,

o A— A,AS | a

e B— SA,S | A,AS | a | Av Ay
e A, —a

e Ay — b

Bemerkung: Falls es Zyklen gibt (wie A — B und B — A), wird man irgend-
wann bei A — A angelangen. Diese Produktion muss man einfach weglassen.

Schritt 4

Elimination von Produktionen der Form X — X;... X, mit n > 3 durch
Einfiihren neuer Nicht-Terminale. Beispielsweise schreiben wir § — ASB
um in § — AB; und fiigen ein neues Nicht-Terminal B; hinzu mit einer
Produktion B; — SB.

S—)ABl|AaAb

A— ABy | a
B—>SB3‘AQB2 ’ G,’AbAb
A, —a

Ab—>b

Bl—)SB

B2—)AS

B3—)A1,S

Aufgabe 2. Fiir ein Wort w = a;---a, € ¥* (mit ay,...,a, € ) ist das
Spiegelwort w” definiert als w™ = a, - - - a;. Beweisen Sie, dass die folgenden
Sprachen iiber ¥ = {a, b, ¢} kontextfrei sind.

(a) L' = {vewecw” | v,w € {a, b}*}
(b) L' ={wcw"cv | v,w € {a, b}*}
Losung zu Aufgabe 2.

(a) Es gibt eine kontextfreie Grammatik G’, die diese Sprache erzeugt.
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o G'=({S,A,B},{a,b,c},P,S)
e P={S > AcB|c¢B, A—al|b|aA|bA, B— aBa | bBb| c}

Dabei erzeugt A beliebige Worter iiber {a, b} (mindestens Lange 1) und
B erzeugt wew” fir w € {a, b}*.

(b) Es gibt eine kontextfreie Grammatik G”, die diese Sprache erzeugt.
o " =({S,A,B}{a,b,c},P,9)
e P={S— AcB | Ac, A — ada | bAb| ¢, B—a|b]| aB | bB}

Dabei erzeugt A hier ein Wort wcw”™ und B erzeugt eine beliebiges Wort
iiber {a, b} der Lange mindestens 1.

Aufgabe 3. Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Spra-
chen, dass die folgenden Sprachen nicht kontextfrei sind.

(2) In = {a™ | n >0}
(b) Ly ={ww | w € {a,b}*}
(¢) Ly =L'NL" (mit L', L” wie in Aufgabe 2)
Losung zu Aufgabe 3.
(a) Sei n € N beliebig. Wihle z = o™ € Ly. Es gilt |z| = n? > n.
Betrachte alle Zerlegungen z = wowzy mit |vz| > 1 und |vwz| < n.
Wir haben v = a®,v = a®, w = a%, 7 = a®,y = o/ (b+c+d+e+f =n?).
Zudem gilt c+e>1und c+d+ e < n.
Wir wihlen den Pumpfaktor 7 = 2 und betrachten uv‘wz'y:
uvzway — gbt2etdt2etf _ n’tcte
Nun miissen wir zeigen, dass n? + ¢ + e keine Quadratzahl ist und somit
wwz?y ¢ Ly.
Es gilt n? < n®> + ¢+ e < (n+ 1)? (vergleiche Ubung 7, Aufgabe 3a).
n? < n?+c+egilt, da c+ e > 1. AuBlerdem gilt
n*+c+e
<n’4c+d+te
<n*+n (dac+d+e<n)
<n?+2n+1
=(n+1)?

Also gilt uv?wz?y ¢ Ly und somit ist die Sprache ist nicht kontextfrei.
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(b) Sei n € N beliebig. Wihle z = a™b"a"b"™ € Ly. Es gilt |2| = 4n > n.
Betrachte alle Zerlegungen z = wowzy mit |vz| > 1 und |vwz| < n.
Wir unterscheiden drei mogliche Positionen an denen sich vwz im Wort
z befinden kann:
1. Vollstandig in der ersten Hélfte, a™b™a™b™
2. Vollsténdig in der zweiten Halfte, a"b"a™b™
3. In der Mitte, a"b™a™b"

Da |vwz| < n sind so alle Moglichkeiten abgedeckt.

Fall 1, vwz liegt in der ersten Hilfte (a™b"a™b"):

Wir wihlen den Pumpfaktor i = 0 und betrachten uv‘wz'y:
Wir erhalten ein Wort wvwzy = uwy = o *b"7a™b™ mit & > 0 und
J=0.
Seil=k+j. Esgilt [ >1 (da |vz] > 1) und [ < n (da |vwz| < n).
Falls [ ungerade ist, kann wwy nicht in zwei gleiche Worter zerlegt werden
und liegt nicht in der Sprache.
Falls [ gerade ist, lasst sich wwy in zwei Worter gleicher Lange wy, ws
zerlegen, wobei w; = a" *b" 7 a? und wy = a" " Pb" mit p = %: Es ist
jwr| =(n = k) +(n—j)+p

=2n—2p+p

=(n—p)+n=|uw|
Da p > 1 (wegen [ > 1), endet w; mit a, wy hingegen mit b und somit
uwy ¢ Lo.

Beispiel: Sei z = a*b*a*b* und vz = ab, w = . Nach dem Aufpumpen
erhalten wir vwy = a®b3a*b?*, w; = a®b%a und wy, = a3b*.

Fall 2, vwz liegt in der zweiten Hilfte (a™b"a™b™)

Analog zu Fall 1.

Fiir den Pumpfaktor ¢ = 0 hat uwy entweder ungerade Lénge, oder, falls
wwy sich in zwei Worter gleicher Lange wy, ws zerlegen lésst, so haben
diese die Form w; = a"b"? und wy, = bPa™ h" 7.

Da p > 1 beginnt w; mit einem a, w, hingegen mit einem b. Somit ist
auch hier vwy ¢ Ls.



Fall 3, vwz in der Mitte (a"b"a™b")

Wir wéhlen wieder den Pumpfaktor ¢ = 0.

Das Wort wwy hat die Form a™b" Fa"Ip" wobei k > 0 und 7 > 0 und
k+7>1sowie k+j < n.

Wenn k£ + 7 ungerade ist, dann hat auch wwy ungerade Lénge und kann
somit nicht in der Sprache liegen.

Andernfalls betrachten wir nun die méoglichen Zerlegungen in Worter
wy, wy gleicher Léange:

[ ] Faﬂ k :] W = anbn_k7 Wy = an_jbn
o Fall j < ki wy = a™b" Fa% wp = a” 779" mit ¢ = 5L >0

o Fall j > k: wy = a™b" %% wy, = b%a™ 7" mit ¢ = 155 > 0

In jedem Fall ist w; # wy und folglich wwy ¢ Ly. Damit ist Ly nicht
kontextfrei.

Ly = I'NL" = {scs"cs | s € {a,b}*}. Sei n € N beliebig. Wéahle
z=a"ca"ca™ € Ls. Es gilt |2| =3n+2>n.

Betrachte alle Zerlegungen z = wowzy mit |vz| > 1 und |vwz| < n.

Fall 1, ¢ ist in vz enthalten

Wir wihlen den Pumpfaktor i = 2 und betrachten uv‘wz'y:

wv?wz?y enthilt dann mindestens 3 ¢’s, aber jedes Wort in L3 enthilt
genau 2 c’s. Also gilt wv?wz?y ¢ Ls.

Fall 2, ¢ ist nicht in vz enthalten

Das Wort vz besteht also nur aus a’s.

Wir wihlen den Pumpfaktor 7 = 2 und betrachten uv‘wz'y:

Falls w ein ¢ enthélt, erhalten wir ein Wort a*ca’ca™ (bzw. a™ca®ca’)

mit k£ > n oder j > n, und somit uv?wr?y ¢ Ls. Falls w € L(a*) erhalten
wir ein Wort a*ca™ca™ (bzw. a™ca*ca™ oder a"ca"ca*) mit k > n und
somit gilt wiederum wv?wz?y ¢ Ls.

Somit ist die Sprache L3 nicht kontextfrei.



Aufgabe 4. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a)

(b)

Sei L eine kontextfreie Sprache iiber » und sei h : ¥* — I['* ein Homo-
morphismus. Dann ist A (L) wieder kontextfrei.

L = {baba*ba3b - - - ba™ 1ba™b | n > 1} ist nicht kontextfrei.

Hinweis: Nutzen Sie die in (a) gezeigte Abschlusseigenschaft, zusammen
mit Aufgabe 3 Teil (a).

Losung zu Aufgabe 4.

(a)

Sei G = (V,%,P,S) eine Grammatik mit L(G) = L. Man erhilt ei-
ne kontextfreie Grammatik zu h(L), indem man bei den rechten Sei-
ten aller Produktionen jedes Terminalsymbol a € ¥ durch h(a) er-
setzt. Am einfachsten sieht man das, wenn man annimmt, dass G in

Chomsky-Normalform ist. Denn dann kann man G’ wie folgt definieren:
G' = (V,[,P,S) mit

P'={A— BC|(A— BC) e PYU{A — h(a) | (A — a) € P}.

Es gilt h(L) = L(G"), da man aus S die gleichen Strings tiber V' ableiten
kann. Zu gegebenem a € V* leitet man mit P dann w und mit P’
das Wort h(w) ab (Homomorphismeneigenschaft: h(w) = h(a; --- a,) =
h(ay)---h(a,)). Die neue Grammatik G’ muss dabei nicht wieder in CNF
sein, aber sie ist offensichtlich kontextfrei.

Sei b : {a,b}* — {a}* definiert durch h(b) = a und h(a) = aa. Dann
besteht h(L) nur aus Wortern iber {a}* der Lénge

1424144+ +142n—1)+1+2n+1=(n+1)+2> k
k=1

n(n+1)
2

Der letzte Teil ist die GauBsumme und wertet sich zu ) ,_, k =
aus. Also kann man h(L) wie folgt beschreiben:

ML) = {a" " | n > 1}

Wiire L kontextfrei, so miisste auch k(L) kontextfrei sein (h ist ein Homo-
morphismus). Allerdings ist (L) bis auf die zwei Elemente ¢ = a° und
a' genau gleich L; aus Aufgabe 3, wo wir bereits mit Hilfe des Pumping-
Lemmas gezeigt haben, dass diese nicht kontextfrei ist. Somit kann L
nicht kontextfrei sein.



