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Organisatorisches zur Vorlesung
Unter https://www.eti.uni-siegen.de/ti/lehre/sommer_2025/fsa/
gibt es

» aktuelle Versionen der Folien,

» Ubungsblatter,

> aktuelle Informationen, etc.

Literaturempfehlungen:

» Uwe Schoning, Theoretische Informatik — kurz gefasst, Spektrum
Akademischer Verlag (5. Auflage): Die Vorlesung folgt inhaltlich sehr
eng diesem Buch.

» Lutz Priese, Katrin Erk, Theoretische Informatik: Eine umfassende
Einfiihrung. Springer: Ist elektronisch iiber die Universitatsbibliothek
verfiigbar.

» Alexander Asteroth, Christel Baier, Theoretische Informatik, Pearson
Studium: Dieses Buch ist vom Aufbau etwas anders strukturiert als
die Vorlesung, stellt aber dennoch eine sehr gute Ergidnzung dar.

Michael Figelius und Rahul Jain organisieren die Ubungen.
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Mengentheoretische Grundlagen (Wiederholung aus DMI)

Naive Definition (Mengen, Elemente, €, &)

Eine Menge ist die Zusammenfassung von bestimmten unterschiedlichen
Objekten (die Elemente der Menge) zu einem neuen Ganzen.

Wir schreiben x € M, falls das Objekt x zur Menge M gehort.
Wir schreiben x & M, falls das Objekt x nicht zur Menge M gehort.

Eine Menge, welche nur aus endlich vielen Objekten besteht (eine endliche
Menge), kann durch explizite Auflistung dieser Elemente spezifiziert
werden.

Beispiel: M = {2,3,5,7}.

Hierbei spielt die Reihnfolge der Auflistung keine Rolle:
{2,3,5,7} ={7,5,3,2}.

Auch Mehrfachauflistungen spielen keine Rolle:
{2,3,5,7} ={2,2,2,3,3,5,7}.
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Mengentheoretische Grundlagen (Wiederholung aus DMI)

Eine besonders wichtige Menge ist die leere Menge () = {}, die keinerlei
Elemente enthalt.

In der Mathematik hat man es haufig auch mit unendlichen Mengen zu
tun (Mengen, die aus unendlich vielen Objekten bestehen).

Solche Mengen kdnnen durch Angabe einer Eigenschaft, welche die
Elemente der Menge auszeichnet, spezifiziert werden.
Beispiele:
» N={0,1,2,3,4,5,...} (Menge der natiirlichen Zahlen)
» Z={...,—2,-1,0,1,2,...} (Menge der ganzen Zahlen)
» P={neN|n>2nist nur durch 1 und n teilbar}
(Menge der Primzahlen)
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Mengentheoretische Grundlagen (Wiederholung aus DMI)

Definition (C, Potenzmenge, N, U, \, disjunkt)

Seien A und B zwei Mengen.

» A C B bedeutet, dass jedes Element von A auch zu B gehért (A ist
eine Teilmenge von B); formal:

Va:acA—aceB

24 = {B | B C A} (Potenzmenge von A)

AN B ={c|ce€ Aund c € B} (Schnitt von A und B)
AUB = {c | c € Aoder c € B} (Vereinigung von A und B)
A\ B={ce A|c¢ B} (Differenz von A und B)

Zwei Mengen A und B sind disjunkt, falls AN B = () gilt.

VVYyVvVYyYyYy
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Mengentheoretische Grundlagen (Wiederholung aus DMI)
Definition (beliebige Vereinigung und Schnitt)

Sei | eine Menge und fiir jedes i € I sei A; wiederum eine Menge. Dann
definieren wir:

UJAi={alTjicl: acA}
iel

(A ={alVjiel: acAj}
iel

Beispiele:

U {a} = A fiir jede Menge A
acA

ﬂ{mEN\mzn}:(b

neN
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Mengentheoretische Grundlagen

Definition (Kartesisches Produkt)

Fiir zwei Mengen A und B ist
Ax B={(a,b)|a€ Aund be B}

das kartesische Produkt von A und B (Menge aller Paare aus einem
Element von A und einem Element von B).

Allgemeiner: Fiir Mengen Az, ..., A, (n > 2) sei

[[A = AixAx--xA,
i=1
= {(a1,...,an) | firallel <i<ngilt aj €A}
Falls Ay = A, = --- A, = A schreiben wir auch A” fiir diese Menge.
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Mengentheoretische Grundlagen (Wiederholung aus DMI)

Beispiele und einige einfache Aussagen:

> {1,2,3} x {4,5} = {(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5)}
» Fiir alle Mengen A, B, und C gilt:

(AUB)x C=(Ax C)U(Bx ()
Ax(BUC) (Ax B)U(Ax ()
(ANB)x C=(AxC)Nn(BxC(C)
Ax(BmC) (Ax B)N(Ax C)
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Vollstandige Induktion (Wiederholung aus DMI)

Um eine Aussage P(n) fiir jede natiirliche Zahl n € N zu beweisen, geniigt
es, folgendes zu zeigen:

1. P(0) gilt (Induktionsanfang).

2. Fir jede natiirliche Zahl n € N gilt: Wenn P(n) gilt, dann gilt auch
P(n + 1) (Induktionsschritt).

Dieses Beweisprinzip nennt man das Prinzip der vollstandigen Induktion.
Beispiel: Wir beweisen mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle
natiirlichen Zahlen n gilt:

n

. nln+1
Z’: (2+)‘

i=1
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Vollstandige Induktion (Wiederholung aus DMI)
Induktionsanfang: Es gilt Z?:l i=0= 0%.
Induktionsschritt: Angenommen es gilt
i . n(n+1)
= ———".
; 2
i=1

Dann gilt auch

n+1 n
ZI = (Zi)—i—n—i—l
i=1 i=1
= n(n2+1)+n+1
_ n(n+1)+2(n+1)
2
_ (n+1)(n+2)
B 2

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 10 /355



Vollstandige Induktion (Wiederholung aus DMI)

Fiir Induktionsanfang (Induktionsschritt) schreiben wir haufig kurz 1A (IS).
Mittels des Prinzips der Induktion kann man auch Objekte definieren.

Angenommen, wir wollen fiir jede natiirliche Zahl n € N ein Objekt A,
definieren.

Dies kann man wie folgt machen:

1. Definiere Ap.

2. Gib eine allgemeine Vorschrift an, wie das Objekt A,+1 aus den
(bereits konstruierten) Objekten Ag, A1, ..., A, konstruiert werden

kann.
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Worter: intuitiv

Den Inhalt von Folie 13-45 finden Sie im Buch von Schéning auf Seite
3-18.

Eine zentrale Datenstruktur in der Informatik sind endliche Symbolfolgen,
auch bekannt als Worter oder Strings.

Beispiele:
1. Ein Byte ist eine Folge von 8 Bits, z.B. 00110101

2. Ein deutscher oder englischer Text ist eine Folge bestehend aus den
Symbolen a, b,c,...,z,A,B,C,...,Z,1,2,...,9, _ (blank) und den
Interpunktionszeichen . , ! , ? sowie ,

3. Ein Gen ist eine Folge der Symbole A, G, T, C (4 DNA-Basen)
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Worter: formal

Definition (Alphabet, Warter)

Ein Alphabet ist eine endliche nicht-leere Menge.

Ein Wort iiber dem Alphabet ¥ ist eine endliche Zeichenkette der Form
ajaz---ap mit a; € X fiir 1 < i < n. Die Lange dieses Worts ist n.

Fiir ein Wort w schreiben wir auch |w| fiir die Langes des Wortes w.

Fiir n = 0 erhalten wir das leere Wort (das Wort der Lange 0), welches mit
¢ bezeichnet wird.

Mit X* bezeichnen wir die Menge aller Worter iiber dem Alphabet .
Die Menge aller nicht-leeren Worter ist ¥+ = ¥* \ {e}.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 13 /355



Worter

Beispiel 1: Sei ¥ = {a, b, c}. Dann sind mdgliche Worter aus X*:
€,a, b, aa, ab, bc, bbbab, . ..

Fiir die Langen gilt || =0, |a| = |b| =1, |aa|] = |ab| = |bc| = 2, and

|bbbab| = 5.

Beispiel 2: Ein Genom ist ein Wort iiber dem Alphabet {A, G, T, C}.

Bemerkung: Hiufig wird gefragt, wozu man das leere Wort € braucht.

Das leere Wort wird sich in vielen Betrachtungen als niitzlich erweisen.
Man kann das leere Wort € mit der Zahl 0 € N vergleichen. In der Tat hat
es dhnliche Eigenschaften wie die Zahl 0.
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Worter

Konventionen: Worter aus ©* werden mit Kleinbuchstaben (aus der
hinteren Hélfte des Alphabets) bezeichnet: u, v, w, x, y, z, ...

Definition (Konkatenation von Wértern)

Fiir Worter u =a1---apund v=>by---b, mit a1,...,am,b1,...,bp € X
ist das Wort
uov:al...ambl...bn.

die Konkatenation (oder Hintereinanderschreibung) der Worter u und v.

Anstatt u o v schreiben wir meistens nur uv.
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Worter

Offensichtlich gilt fiir alle Worter u, v, w € X*:

» (uov)ow = uo(vow) oder kurz (uv)w = u(vw) (Assoziativgesetz)

» cou=u=uoc

Wir schreiben fiir (uv)w = u(vw) auch einfach uvw.

Erinnerung aus DMI: (X*,0) ist also ein Monoid, man nennt es auch das
von X erzeugte freie Monoid. Das leere Wort ¢ ist das neutrale Element.

Beachte: Fiir Worter v und v gilt im Allgemeinen uv # vu.

Es gilt z.B. ab # ba fiir a,b € ¥ mit a # b.

Konkatenation von Wortern ist nicht kommutativ.
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Worter

Angenommen X ist ein Alphabet mit n Symbolen: |£| = n.

Dann gibt es genau n* viele Wérter der Linge k iiber dem Alphabet X:
H{w e ¥ | |w|=k}| = nk.

Begriindung: Fiir das erste Symbol in einem Wort gibt es genau n
Méoglichkeiten, fiir das zweite Symbol gibt es ebenfalls n Mdglichkeiten,
u.s.w. Insgesamt gibt es also

n.n.n...n:nk
——
k viele

Moglichkeiten.

Fiir die Menge {w € ©* | |[w| = k} (Menge aller Woérter der Lange k)
schreiben wir auch XX
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Sprachen

Im Kontext von natiirlichen Sprachen (z.B. Deutsch oder Englisch) kann
man eine Sprache als die Menge aller Worter iiber dem Alphabet aus
Beispiel 2, Folie 13, definieren, die einen korrekten Satz ergeben.

Z.B. wiére die Zeichenkette Der_Hund_jagt_die_Katze. ein Element der
Sprache Deutsch.

Definition (Sprache)

Sei X ein Alphabet. Eine (formale) Sprache L iiber dem Alphabet ¥ ist
eine beliebige Teilmenge von ¥*, d.h. L C ¥*.

Beispiel: Sei ¥ = {(,),+, —, *, /,a}. Dann konnen wir die Sprache EXPR
der korrekt geklammerten Ausdriicke definieren. Es gilt beispielsweise:

» (a—a)xa+a/(at+a)—a € EXPR

» (((a))) € EXPR

> ((a+) —a( ¢ EXPR
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Grammatiken (Einfiihrung)

Grammatiken in der Informatik sind — dhnlich wie Grammatiken fiir
natiirliche Sprachen — ein Mittel, um alle syntaktisch korrekten Satze (hier:
Worter) einer Sprache zu erzeugen.

Beispiel: Grammatik zur Erzeugung von Elementen aus EXPR:

E — a

E —- E+4+E

E - E-E

E — ExE

E — EJE

E — (E)
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Grammatiken (Einfiihrung)

Mit Hilfe dieser (endlichen) Grammatik ist es moglich, Elemente aus
EXPR abzuleiten.

Beispiel:
E—E+xE—(E)xE—(E+E)«E—(a+a)xa

Offensichtlich kann man mit der Grammatik unendlich viele Woérter
erzeugen.

Das heiBt, die zu der Grammatik gehdrende Sprache (man sagt auch: die
von der Grammatik erzeugte Sprache) ist unendlich.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 20 /355



Grammatiken (Definition)

Grammatiken besitzen Produktionen der Form
linke Seite — rechte Seite

Sowohl auf der linken, als auch auf der rechten Seite kdnnen zwei Typen
von Symbolen vorkommen:

» Nicht-Terminale (die Variablen, aus denen noch weitere
Wortbestandteile abgeleitet werden sollen)

» Terminale (die “eigentlichen” Symbole)
Im vorherigen Beispiel: auf der linken Seite befindet sich immer genau ein
Nicht-Terminal; man spricht von einer kontextfreien Grammatik.
Es gibt aber auch allgemeinere Grammatiken.
Es gibt sogar Grammatiken, die auf Bdumen und Graphen statt auf
Wortern arbeiten. Diese werden in der Vorlesung jedoch nicht behandelt.
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Grammatiken (Definition)

Definition (Grammatik, Satzform)
Eine Grammatik G ist ein 4-Tupel G = (V, %, P, S), das folgende
Bedingungen erfiillt:

» V ist ein Alphabet (Menge der Nicht-Terminalen oder Variablen).

> ¥ ist ein Alphabet (Menge der Terminal(symbol)e) mit VNX =0,
d.h., kein Zeichen ist gleichzeitig Terminal und Nicht-Terminal.

> PC((VUZ)T\I*) x (VUZX)* ist eine endliche Menge von
Produktionen (Produktionen).

» S € V ist die Startvariable (Axiom).

Ein Wort aus (V U X)* nennt man auch eine Satzform.
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Grammatiken (Definition)

Eine Produktion aus P ist also ein Paar (¢, r) von Wortern iiber V UL,
das zumeist als £ — r geschrieben wird. Dabei gilt:

» Sowohl ¢ als auch r bestehen aus Variablen und Terminalsymbolen.
» / darf nicht nur aus Terminalen bestehen. Eine Regel muss also immer
zumindest ein Nicht-Terminal ersetzen.
Konventionen:

» Variablen (Elemente aus V) werden mit GroBbuchstaben bezeichnet:
AB C ....,5T,..

» Terminalsymbole (Elemente aus ¥) werden mit Kleinbuchstaben
dargestellt: a, b, c, ...
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Grammatiken (Beispiel)

Beispiel-Grammatik

G =(V,%,P,S) mit

> V=1{S,B,C

» ¥ ={a b, c}

» P={S— aSBC,S — aBC,(CB — BC,aB — ab,
bB — bb,bC — bc, cC — cc}
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Grammatiken (Ableitungen)

Wie werden die Produktionen eingesetzt, um Worter aus der
Startvariablen S zu erzeugen?

Definition (Ableitungsschritt)

Sei G = (V,X,P,S) eine Grammatik und seien u,v € (V U X)*. Es gilt:
u=¢ v (u geht unter G unmittelbar iiber in v),

falls eine Produktion (¢ — r) € P und Woérter x,y € (V U X)* existieren
mit
u=xtly v = Xxry.

Man kann = ¢ als binére Relation auf (V U X)*, d.h. als Teilmenge von
(VUX)* x (VUZX)* auffassen:

=¢= {(uv,v) | Il —r)eP3x,y e (VUX) :u=xly,v=xry}
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Grammatiken (Ableitungen)

Statt u =¢ v schreibt man auch u = v, wenn klar ist, um welche
Grammatik es sich handelt.

Definition (Ableitung)

Eine Folge von Wértern wy, wy, wa, ..., w, mit wop = S und
Wwop = W1 = Wo = -+ = Wy

heiBt Ableitung von w, (aus S). Dabei darf w, sowohl Terminale als auch
Variablen enthalten, ist also eine Satzform.

Hier ist eine Ableitung von aabbcc aus S mittels der Grammatik G von
Folie 25:

S = aSBC = a2aBCBC = aaBBCC = aabBCC
= aabbCC = aabbcC = aabbcc
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Grammatiken und Sprachen

Definition (die von einer Grammatik erzeugte Sprache)

Die von einer Grammatik G = (V, X, P, S) erzeugte (dargestellte,
definierte) Sprache ist

L(G)={weX|S=% w)

Dabei ist =7 die reflexive und transitive Hiille von =¢, d.h. u =% v
genau dann, wenn n > 0 und Satzformen wg, us,...u, € (VUX)*
existieren mit: up = u, u, = v und u; =¢ ujy1 firalle0 <i<n-—1.

In anderen Worten: Die von G erzeugte Sprache L(G) besteht genau aus
den Satzformen, die in beliebig vielen Schritten aus S abgeleitet werden
konnen und nur aus Terminalen bestehen.
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Grammatiken und Sprachen

Die vorherige Beispielgrammatik G (Folie 25) erzeugt die Sprache
L(G) ={a"b"c" | n>1}.

Dabei ist 3" = a...a.
N——
n-mal

Die Behauptung, dass G wirklich diese Sprache erzeugt, ist nicht
offensichtlich.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 28 /355



Grammatiken und Sprachen

Bemerkung: Ableiten ist kein deterministischer, sondern ein
nichtdeterministischer Prozess. Fiir ein u € (V U X)* kann es entweder gar
kein, ein oder mehrere v geben mit u =¢ v.

In anderen Worten: = ist keine Funktion.

Dieser Nichtdeterminismus kann durch zwei verschiedene Effekte
verursacht werden ...
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Grammatiken und Sprachen

» Eine Regel ist an zwei verschiedenen Stellen anwendbar.

Beispiel-Grammatik:

aaaSBBCCBC

aaaSBCBCBC
aaaSBCBBCC

> Zwei verschiedene Produktionen sind anwendbar (entweder an der
gleichen Stelle — wie unten abgebildet — oder an verschiedenen
Stellen):

Beispiel-Grammatik:
aSBC

aBC
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Grammatiken und Sprachen

Weitere Bemerkungen:

P Es kann beliebig lange Ableitungen geben, die nie zu einem Wort aus
Terminalsymbolen fiihren:

S = aSBC = aaSBCBC = aaaSBCBCBC = ...

» Manchmal kdnnen Ableitungen in einer Sackgasse enden, d.h., obwohl
noch Variablen in einer Satzform vorkommen, ist keine Regel mehr
anwendbar.

S = aSBC = aaBCBC = aabCBC = aabcBC #
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Chomsky-Hierarchie

Typ 0 — Chomsky-0

Jede Grammatik ist vom Typ O (keine Einschrankung der Produktionen).

Typ 1 — Chomsky-1

Eine Grammatik G = (V, X, P, S) ist vom Typ 1 (oder monoton,
kontextsensitiv), falls [¢| < |r| fiir alle Produktionen (¢ — r) € P gilt.

Typ 2 — Chomsky-2
Eine Grammatik G = (V, X, P, S) ist vom Typ 2 (oder kontextfrei), falls
sie (i) vom Typ 1 ist und (ii) zusatzlich ¢ € V fiir jede Produktion

(£ > r) € P gilt.

Insbesondere muss |r| > |¢| = 1 gelten.
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Chomsky-Hierarchie

Typ 3 — Chomsky-3

Eine Grammatik G = (V, X, P, S) ist vom Typ 3 (oder regular), falls sie
(i) vom Typ 2 ist und (ii) zusatzlich fiir alle Produktionen (A — r) € P
gilt: re X oderr=aB mitae¥,BeV.

D.h., die rechten Seiten von Produktionen sind entweder einzelne
Terminale oder ein Terminal gefolgt von einer Variablen.

Typ-i-Sprache

Eine Sprache L C ¥* heiBt vom Typ i (i € {0,1,2,3}), falls es eine
Typ-i-Grammatik G gibt mit L(G) = L.
Solche Sprachen nennt man dann auch semi-entscheidbar bzw. rekursiv

aufzahlbar (Typ 0), kontextsensitiv (Typ 1), kontextfrei (Typ 2) oder
regular (Typ 3).
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Chomsky-Hierarchie

Bemerkungen:
» Woher kommt der Name “kontextsensitiv"?
Bei kontextfreien Grammatiken gibt es nur Produktionen der Form

A — x, wobei A€ V und x € (X U V)*. Das bedeutet: A kann —
unabhangig vom Kontext — durch x ersetzt werden.

Bei den machtigeren kontextsensitiven Grammatiken sind dagegen
Produktionen der Form uAv — uxv moglich, mit der Bedeutung: A
kann nur in bestimmten Kontexten durch x ersetzt werden.
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Chomsky-Hierarchie

» =-Sonderregelung: Bei Typ-1-Grammatiken (und damit auch bei
reguldren und kontextfreien Grammatiken) sind Produktionen der
Form ¢ — ¢ zunédchst nicht zugelassen, wegen |¢| > 0 und |¢| < |r| fiir
alle (¢ — r) € P. Das bedeutet aber: das leere Wort ¢ kann nicht
abgeleitet werden!

Wir modifizieren daher die Grammatik-Definition fiir Typ-1 (und
Typ-2, Typ-3) Grammatiken leicht und erlauben S — ¢, falls S das
Startsymbol ist und auf keiner rechten Seite vorkommt.
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Chomsky-Hierarchie

Jede Typ-i-Grammatik ist eine
Typ-(i—1)-Grammatik (fiir
i€{1,2,3}) ~ die
entsprechenden Mengen von
Sprachen sind ineinander
enthalten.

AuBerdem: die Inklusionen sind
echt, d.h., es gibt fiir jedes i eine
Typ-(i—1)-Sprache, die keine
Typ-i-Sprache ist (z. B. eine
kontextfreie Sprache, die nicht
regulér ist). Das werden wir
spater zeigen.
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Wortproblem

Definition (Wortproblem)

Sei G = (V,X,P,S) eine Grammatik (von beliebigem Typ). Das
Wortproblem fiir L(G) ist das folgende Entscheidungsproblem:
EINGABE: Ein Wort w € ¥*.

FRAGE: Gilt w € L(G)?

Satz (Entscheidbarkeit des Wortproblems fiir Typ 1)

Es gibt einen Algorithmus, der als Eingabe eine Typ-1-Grammatik
G =(V,%,P,S) und ein Wort w € ¥* bekommt, und nach endlicher Zeit
“Ja" (bzw. “Nein") ausgibt, falls w € L(G) (bzw. w & L(G)) gilt.

Man sagt auch: Das Wortproblem ist entscheidbar fiir Typ-1-Sprachen
(eine genauere Definition kommt spater in der Vorlesung).
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Wortproblem

Beweis:

Falls w = ¢ gilt, miissen wir nur iiberpriifen, ob S — ¢ eine Produktion ist.
Wenn ja, gilt w € L(G), sonst gilt w ¢ L(G).

Sei nun w # ¢ und sei n = |w| > 1.

Wir definieren einen gerichteten endlichen Graphen G wie folgt:

» Die Menge der Knoten von G ist die Menge
K:={ue(Vux)"||ul <n}
aller Satzformen der Lange hochstens n.

» Fiir u,v € K gibt es eine Kante v — v, falls u =¢ v gilt.

Beachte: |K| = Y_1_,(|V|+ |Z])".
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Wortproblem

Da G eine Typ-1-Grammatik ist gilt: w € L(G) genau dann, wenn es in
dem Graphen G einen Pfad vom Knoten S € K zum Knoten w € K gibt.

Begriindung: Leitet man mit einer Typ-1-Grammatik ein Wort der Lange
n > 1 aus dem Startsymbol ab, so kommt in der Ableitung keine Satzform
der Lange > n vor (dies gilt bei einer Typ-0-Grammatik im Allgemeinen
nicht).

Man konstruiert nun den Graphen G indem man alle Knoten aus K in
einer for-Schleife durchliuft und fiir jeden Knoten u € K die Menge
{v | u=-¢ v} aller direkten Nachfolgerknoten von u generiert.

Mittels Tiefensuche (Vorlesung Algorithmen & Datenstrukturen) kann
man nun testen, ob es im Graphen G einen Pfad von S nach w gibt. O
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Wortproblem

Bemerkung: Dieser Algorithmus ist nicht sehr effizient, da die GroBe des
konstruierten Graphens exponentiell mit der Lange des Eingabewortes w
steigt (man spricht von einem Exponentialzeitalgorithmus).

Man vermutet, dass dies aber auch nicht vermeidbar ist:

Das Wortproblem fiir Typ-1-Grammatiken ist ein sogenanntes
PSPACE-vollstindiges Problem, siche Vorlesung Komplexitatstheorie I.

Fiir PSPACE-vollstindige Probleme kennt man keine Algorithmen mit
einer polynomiellen Laufzeit.
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Syntaxbaume und Eindeutigkeit
Wir betrachten folgende Beispiel-Grammatik (eine Typ-2-Grammatik) zur
Erzeugung von korrekt geklammerten arithmetischen Ausdriicken:

G = ({E7 T7 F}7 {() )7 a, +) *}7 Pu E)
mit folgender Produktionenmenge P (in abkiirzender Backus-Naur-Form):

E — T|E+T
T — F|TxF
F — a|(E)

In der Backus-Naur-Form fiir Typ-2-Grammatiken schreibt man mehrere
Produktionen
A—)Wl,A—)Wz,...,A—)Wk (1)

in der Form
A—>W1|W2|-"|Wk.

Dies ist nur eine Abkiirzung fiir (1).
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Syntaxbaume und Eindeutigkeit

Fiir die meisten Worter der von G erzeugten Sprache gibt es mehrere
mogliche Ableitungen:

E=T=TxF=Fx«xF=axF=ax(E)
= ax(E+T)=ax(T+T)=ax(F+T)
=ax(a+T)=ax(a+F)=ax(a+a)

E=T=TxF=Tx(E)=Tx(E+T)

=T*x(E+F)=Tx*x(E+a)=Tx(T+a)

=Tx(F+a)=Tx(a+a)=Fx(a+a)=ax(a+a)
Die erste Ableitung ist eine sogenannte Linksableitung (in jedem Schritt
wird das am weitesten links stehende Nicht-Terminal ersetzt), die zweite

eine Rechtsableitung (in jedem Schritt wird das am weitesten rechts
stehende Nicht-Terminal ersetzt).
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Syntaxbaume und Eindeutigkeit

Wir bilden nun aus beiden Ableitungen den Syntaxbaum, indem wir

» Die Wurzel des Baums mit der Startvariablen der Grammatik
beschriften.

» Bei jeder Anwendung einer Produktion A — z zu A genau |z| Kinder
hinzufiigen, die mit den Zeichen von z beschriftet sind.

Syntaxbdume lassen sich fiir alle Ableitungen von kontextfreien
Grammatiken aufbauen.
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Syntaxbaume und Eindeutigkeit

E
Dabei erhalten wir in beiden Fallen \
den gleichen Syntaxbaum. T
Man sagt, eine Grammatik ist T % F
eindeutig, wenn es fiir jedes Wort in | T
der erzeugten Sprache genau einen F ( E )
. \ T
Syntaxbaum gibt 3 4

E
<= es gibt fiir jedes Wort genau \
eine Linksableitung T
<= es gibt fiir jedes Wort genau |
. . F

eine Rechtsableitung. |
a
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Endliche Automaten

Den Inhalt der Folien 44-88 finden Sie im Buch von Schéning auf Seite
19-27.

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit reguldren Sprachen, aber
zunichst unter einem anderen Blickwinkel. Statt Typ-3-Grammatiken

betrachten wir zustandsbasierte Automatenmodelle, die man auch als
“Spracherzeuger” bzw. “Sprachakzeptierer” betrachten kann.

A
8
a b
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Deterministische endliche Automaten

Definition (Deterministischer endlicher Automat)

Ein (deterministischer) endlicher Automat M ist ein 5-Tupel
M= (Z,%,0,z,E), wobei:

P> / eine endliche Menge von Zustanden ist,

» ¥ das endliche Eingabealphabet (mit Z N X = @) ist,
» zy € Z der Startzustand ist,

> E C Z die Menge der Endzustande ist und

>

§: Z x ¥ — Z die Uberfiihrungsfunktion (oder Ubergangsfunktion)
ist.

Abkiirzung: DFA (deterministic finite automaton)
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Deterministische endliche Automaten

Graphische Notation:

Zustand: Q Startzustand: @ Endzustand: @
Ubergang (1, a) = 2: @—a_@
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Deterministische endliche Automaten

Woher kommt der Name “endlicher Automat”?

Vorstellung von einer Maschine, die sich in endlich vielen Zustanden

befinden kann, die eine Eingabe liest und die signalisiert, sobald die
Eingabe akzeptiert ist.

e|i|n|gla|ble

-

Automat mit Signal fiir
endlich vielen Endzustand
Zustanden
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Deterministische endliche Automaten

Analogie Fahrkartenautomat:

Ein Fahrkartenautomat kann sich in folgenden Zustinden befinden:
> Keine Eingabe

» Fahrtziel ausgewahlt
> Geld eingegeben
» Fahrkarte wurde ausgegeben

Das ist natiirlich nur die halbe Wahrheit, da ein Fahrkartenautomat
mitzdhlen muss, wieviel Geld bereits eingeworfen wurde. Eine Modellierung
mit nur endlich vielen Zustanden ist daher stark vereinfacht.
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Deterministische endliche Automaten

Von einem zugegebenerweise sehr abstrakten Standpunkt aus, ist jeder
reale Rechner auch ein DFA:

» Die Menge der Zustdnde ist die Menge aller moglichen
Speicherbelegungen.

Wenn der gesamte Speicher des Rechners aus n Bits besteht, dann
gibt es 2" mogliche Speicherbelegungen (eine Speicherbelegung kann
man sich auch als ein Wort aus {0, 1}" vorstellen).

Beispiel: Ein Rechner mit 8 GB Hautpspeicher und 512 GB
Festplattenspeicher kann ingesamt 8 - 520 - 1000% = 4160000000000
Bits speichern und entspricht damit einem DFA mit 2416000000000
Zustdnden!

» Der Anfangszustand ist die Speicherbelegung im Werkszustand.
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Deterministische endliche Automaten

» Die Uberfiihrungsfunktion ergibt sich aus dem Verhalten des Rechners
bei Eingaben.

Angenommen ihr Rechner bekommt Eingaben nur iiber die Tastatur.
Dann besteht das Eingabealphabet aus den Tasten des Rechners.
Befindet sich der Rechner in einem bestimmten Speicherzustand und

wird eine bestimmte Taste gedriickt (Eingabe), dann geht der
Rechner in einen neuen Zustand iiber.

» Endzustinde machen bei einem realen Rechner weniger Sinn, da ein
Computer eher selten zum akzeptieren von Wortern eingesetzt wird.

Obige Sichtweise ist fiir die Praxis natiirlich viel zu abstrakt und auch
vollig inpraktikabel, wie man an den 2416000000000 7st3nden sieht, wird
aber dennoch bei kleineren Hardwarekomponenten im Bereich der
sogenannten Hardwareverifikation (siehe Mastervorlesung Model-Checking
von Prof. Lochau) eingesetzt.
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Deterministische endliche Automaten

Die bisherige Ubergangsfunktion & eines DFA liest nur ein Zeichen auf
einmal ein. Wir verallgemeinern sie daher zu einer Ubergangsfunktion §,
die die Ubergénge fiir ganze Worter ermittelt.

Definition (Mehr-Schritt-Ubergange eines DFA)

Zu einem gegebenen DFA M = (Z,%,0, 29, E) definieren wir eine Funktion
6: Z x ¥ — Z induktiv wie folgt, wobei z € Z, x € X* und a € %:

g(z, £)

5(z,ax) = 0(8(z,a),x)

~

Intuition: 0(z,a1az - - - a,) ist der Zustand, den man vom Zustand z aus
erreicht, indem man erst der mit a; beschrifteten Kante folgt, dann der
mit ap beschrifteten Kante folgt, u.s.w.:

a1 az as a =
z5 2z Sz Sz =20(z,a132- - ap).
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Deterministische endliche Automaten
Die folgende einfache Aussage verwenden wir haufig implizit:

Fiir alle Wérter u, v € ¥* und jeden Zustand z € Z gilt:

-~ o~ A~

3z, uv) = (6(z, u), v).

Definition (von einem DFA akzeptierte Sprache)

Die von einem DFA M = (Z,X%, 4, zp, E) akzeptierte Sprache ist

~

T(M)={xeX*|d(z,x) € E}.

In anderen Worten: Die Sprache T (M) erhilten man, indem man allen

Pfaden vom Anfangszustand zu einem Endzustand folgt und dabei alle
Zeichen auf den Ubergidngen aufsammelt.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 53 /355



Deterministische endliche Automaten

Beispiel 1: Wir suchen einen DFA, der folgende Sprache L akzeptiert:

L={w e {a,b}* | #a(w) gerade}.
Dabei ist #,(w) die Anzahl der a's in w.

— T Bedeutung der Zustande:
g — gerade Anzahl a’s
. ; u — ungerade Anzahl a's

b b
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Deterministische endliche Automaten
Beispiel 2: Wir suchen einen DFA M mit

T(M)={w € {a, b, c}* | das Teilwort abc kommt in w nicht vor}.

Bedeutung der Zustande:
> c: kein Prafix von abc gelesen
P a: letztes gelesenes Zeichen war ein a
> ab: zuletzt ab gelesen
> f abc kam im bereits gelesenen Wort vor
(Fangzustannd, Fehlerzustand)
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Deterministische endliche Automaten

Satz (DFAs — reguldre Grammatik)

Jede von einem DFA akzeptierte Sprache ist regular.

Bemerkung: Es gilt auch die umgekehrte Aussage: jede reguldre Sprache
kann von einem DFA akzeptiert werden (dazu spater mehr.)
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Deterministische endliche Automaten

Beweis:
Sei M = (Z,%,4, 2, E) ein DFA.

Zunachst modifizieren wir M so, dass in den Anfangszustand keine Kanten
hineinfithren, d.h.

5(27 a) 7é 20
firallez€ Zund a € X.

Idee: Wir fiihren eine Kopie zj des Anfangszustands zy zum DFA hinzu,
der die gleichen ausgehenden Kanten wie zg hat. Dann leiten wir alle
Kanten, die zum Zustand z fiithren, nach z um.

Formal: Sei zy ¢ Z ein neuer Zustand und Z’' = Z U {z}.
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Deterministische endliche Automaten

Sei M' = (Z',%,0', zp, E'), wobei gilt:

)
5z, 2) (5 (z,a) fallsze€ Z und §(z,a) # zo
z, =

falls z € Z und 6(z, a) = z

5'(2h. ) zo, falls 0(zo, a) # zo

Zy, =

0 falls §(zo, a) = zo

falls zo ¢ E

E' =
Eu{zy} fallsz € E

Dann gilt:

» §'(z,a) # zo fir alle z € Z' und a € X und
> T(M)=T(M).
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Deterministische endliche Automaten
Wir schreiben nun wieder Z, 6, E fir Z/, §', E'.
Wir definieren nun eine Typ-3 Grammatik G = (V, X, P, S) mit
L(G) = T(M) wie folgt:
vV = Z7
S = z
P = {z—ad(z,a)|zeZ,aeX}U
{z—alzeZac X, i(z,a) e E}U
{zo w e} falls p € E
Beachte: e-Sonderregelung ist erfiillt.

Behauptung 1: Fiir alle z,Z/ € Z und w € X* gilt:
z=ewl = g(z, w) =7
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Deterministische endliche Automaten
Behauptung 1 zeigt man durch Induktion iiber |w|.

Induktionsanfang: |w| =0, d.h. w = ¢. Es gilt

z=c7 & z=72 & g(z,e):z'
Induktionsschritt: Sei nun |w| =n+ 1.
Wir kénnen dann w schreiben als w = av mit |[v| =nund a € ¥.

Induktionshypothese: Behauptung 1 gilt fiir v.
Es gilt:

z=tavZ = 3 €Z:(z—a')ePund ' =% vZ

—  (z,a) = vZ

Ind.hyp. /5\(5( ) V) — 5
—  zav)="7
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Deterministische endliche Automaten

Behauptung 2: Fiir alle w € ©* gilt: w € L(G) <= w € T(M).
1. Fall w =¢.

Es gilt:

e€l(G) < (20> e)EP < z€E < € T(M)

2. Fall: w # e.

Sei w =vamitae ¥ und v € L*. Es gilt:

vael(G) «<— 3JzeZ:zg=;vz,(z—a)eP

Bl o3ze Z :8(z0,v) = z,0(z,a) € E

= (z0,va) € E
<~ vaeT(M)
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Deterministische endliche Automaten
Beispiel: Nimm den DFA von Folie 54:
b b

. a .
a
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Deterministische endliche Automaten
Beispiel: Nimm den DFA von Folie 54:
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Deterministische endliche Automaten

Beispiel (Fortsetzung): Die Konstruktion von Folie 59 liefert die Typ-3
Grammatik G = (V,{a, b}, P, S) mit:

> V={gugl

> S=g,

» P besteht aus folgenden Produktionen:

g —e u—a g —b

g—b u— bu g — au
g — au u—ag g —bg
g — bg’

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 63 /355



Nichtdeterministische endliche Automaten

Im Gegensatz zu Grammatiken gibt es bei DFAs keine
nichtdeterministischen Effekte. Das heifit, sobald das nachste Zeichen
eingelesen wurde, ist klar, welcher Zustand der Folgezustand ist.

Aber: In vielen Fillen ist es natiirlicher, wenn man auch
nichtdeterministische Uberginge zuldBt. Das fiihrt auch oft zu kleineren

Automaten.
o 2
2 (3)
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition (Nichtdeterministischer endlicher Automat)

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat M ist ein 5-Tupel
M= (Z,%,4,S,E), wobei:

> Z ist eine endliche Menge von Zustanden,

» Y ist das endliche Eingabealphabet (mit ZN X = ),
> S C Z ist die Menge der Startzustande,

» E C Z ist die Menge der Endzustande und

> 0 ZXE > 27 ist die Uberfiihrungsfunktion (oder
Ubergangsfunktion).

Abkiirzung: NFA (nondeterministic finite automaton)
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Zur Erinnerung: 24 = {A| A C Z} ist die Potenzmenge von Z.

e
@<@

Beispiel: 6(1,a) = {2, 3}
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Die Ubergangg_funktion 0 kann wieder zu einer
Mehr-Schritt-Ubergangsfunktion erweitert werden:

Definition (Mehr-Schritt-Uberginge eines NFA)

Zu einem gegebenen NFA M = (Z,X%, 4, S, E) definieren wir eine Funktion
5: 27 x ¥+ 27

induktiv wie folgt, wobei Y C Z, x € ¥* und a € ¥:

~

(Y,e) = Y

~

5(Y,ax) = S(U 8(z, a), x>

zeY
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Beachte: Die Menge

U d(za)={Z €Z|3ze Y 7 ci(za)}
zeY

enthalt alle von einem Zustand aus Y mittels a erreichbaren Zustinde.
Beispiel: Fiir den NFA

a, b, c

~ ~

gilt 6({1},abca) = {1,2,4} und §({2, 3}, abca) = 0.
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition (von einem NFA akzeptierte Sprache)
Die von einem NFA M = (Z,%,0, S, E) akzeptierte Sprache ist

~

T(M) = {x € T* | 5(S,x) N E # 0}.

In anderen Worten: ein Wort x wird akzeptiert, genau dann wenn es
einen Pfad von einem Anfangszustand zu einem Endzustand gibt, dessen
Uberginge mit den Zeichen von x markiert sind (es kdnnte auch mehrere
solche Pfade geben).
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Beispiel 1: bei nicht-deterministischen Automaten darf auch §(z,a) =0
fiir ein a € % gelten, das heiBt, es muss nicht fiir jedes Alphabetsymbol
immer einen Ubergang geben und der Fangzustand kann weggelassen

werden.
a b

G G ©
(N O

b, c

)
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Beispiel 2: gesucht ist ein NFA, der die Sprache

L={w e {a,b,c}* | das Teilwort abc kommt in w vor}

akzeptiert.

a,b,c a,b,c

Dieser Automat entscheidet zu einem bestimmten Zeitpunkt
nicht-deterministisch, dass jetzt das Teilwort abc beginnt.
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Bemerkung: Reale Rechner sind immer deterministisch: der nachste
Zustand ist eindeutig durch den aktuellen Zustand und die Eingabe
festgelegt.

Warum braucht man dann iiberhaupt Nichtdeterminismus?

> NFAs erlauben in vielen Fillen eine kleinere Reprdsentation von
reguldren Sprachen als DFAs. Ein konkretes Beispiel kommt auf
Folie 80-82.

» NFAs kdnnen Systeme, liber die wir kein vollstindiges Wissen haben,
modellieren.

» Nichtdeterministische Systeme entstehen hiufig durch Abstraktion
realer (deterministischer) Systeme.

» Nichtdeterminismus spielt auch in der Komplexitatstheorie eine
wichtige Rolle (z.B. P 2 NP), sieche Vorlesung Komplexititstheorie 1.
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Es gibt auch nichtdeterministische Automaten mit sogenannten e-Kanten
(spontante Ubergange, bei denen kein Alphabetsymbol eingelesen wird).
Diese werden jedoch in der Vorlesung im allgemeinen nicht benutzt.

Beispiel fiir eine e-Kante:
Neue Ubergangsfunktion: §: Z x (X U {e}) — 2%

Im obigen Beispiel: §(1,¢) = {2}.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 73 /355



Nichtdeterministische endliche Automaten

Neue Mehr-Schritt-Ubergangsfunktion: 5:2Z x ¥* — 2Z Dabei
diirfen zwischen dem Einlesen der Zeichen beliebig viele e-Ubergédnge
gemacht werden.

OO OROROROROR0

0({1},ab) = {6,7,8}

Aquivalenz von NFAs mit und ohne e-Uberginge

Jeder NFA mit e-Ubergingen kann in einen NFA ohne e-Uberginge
umgewandelt werden, ohne die akzeptierte Sprache zu dndern und ohne
die Anzahl der Zustdnde zu erhohen.

(Ohne Beweis.)
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Satz (NFAs — DFAs; Rabin, Scott)

Jede von einem NFA akzeptierbare Sprache kann auch von einem DFA
akzeptiert werden.

Beweis:

Idee: Wir lassen mehrere "Kopien” des NFAs parallel auf dem Eingabewort
laufen. Jede diese Kopien befindet sich in einem Zustand des NFAs.

Das heiBt, die Zustinde dieses DFAs sind Mengen von Zustdnden des
urspriinglichen NFA. Man nennt diese Konstruktion daher auch
Potenzmengenkonstruktion.
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken
Sei M = (Z,%,6,5, E) ein NFA.
Definiere den DFA
M = (2¢,%,7,S,F)
wobei
v(Y,a) = U d(z,a)firYC ZaekX

zeY
F = {YCZ|YNE#0}

Intuition: (Y, a) ist die Menge aller Zustinde z’ € Z die von einem
Zustand aus Y durch eine a-Kante erreicht werden kdnnen.

Durch Induktion iiber die Lange des Wortes w € ¥* zeigen wir fiir alle
Y C/Z:

~

FY,w)=46(Y,w)
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken
Induktionsanfang: 3(Y,e) = Y = 0(Y,¢)

Induktionsschritt: Sei w = ax mit a € ¥ und x € £*. Dann gilt:
(Y,ax) = A((Y,a),x)
"R 5((Y2), %)

- S( U oz, a),x)

zeY
= (Y, ax)
Also gilt fiir jedes Wort w € £*:

weTM) = FS,w)eF
= (S, w)NE#(
— weT(M)
L]
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Bemerkung:

» Die Potenzmengenkonstruktion macht aus einem NFA mit n
Zustanden einen dquivalenten DFA mit 2" Zustanden.

» In vielen Fallen werden diese 2" Zustidnde aber nicht alle benétigt.

P Es ist daher angeraten, bei der Potenzmengenkonstruktion nur die
Teilmengen von Z, die auch wirklich bendtigt werden, in dem DFA
aufzunehmen.

Auf der nichsten Folie konstruieren wir auf diese Weise schrittweise fiir
den NFA von Folie 71 einen dquivalenten DFA.

Nur 6 der 2* = 16 mdglichen Teilmengen werden benétigt.

€, ab

Der Knoten steht z.B. fiir die Teilmenge {e, ab, abc}.
abc
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:

a,b,c a, b, c
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:

a,b,c a, b, c
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:

a, b, c
\ZJ
b,c
a
—(7 )
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

a, b, c
b,c
.
—(7 )
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:

a,b,c a, b, c

b,c a

. a b
—( X e e
(o}
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 2: Fiir k > 1 sei

Ly ={w € {0,1}" | |w| > k,das k-letzte Zeichen von w ist 0}.

(A) Es gibt einen NFA M mit k + 1 Zustanden und T(M) = Ly:

0,1
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

(B) Es gibt keinen DFA M mit weniger als 2% Zustinden und T(M) = L.

Beweis von (B):

Angenommen, M = (Z,{0,1},6, zy, E) wire ein DFA mit weniger als 2%
Zustanden und T(M) = L.

Qann gibt esAWt')rter wy, wp € {0, 1}" mit w3 # wy und
5(z0, w1) = 0(z0, w) (denn es gibt 2 viele Worter in {0, 1}%).

Sei i € {1,..., k} die erste Position, an der sich w; und wy unterscheiden.

Sei w € {0,1}'~! beliebig.
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Dann existieren Worter v, v/ € {0,1}*=" und v € {0,1}'~! mit (0.B.d.A.)

wiw = uOvw und wew = ulv/'w.
Wegen |vw| = [V'w| =k —i+i—1=k—1gilt
wiw € L und wow & L.

Aber:

~ o~ A~ ~ A~ -~

d(z0, wvaw) = §((20, w1), w) = 0(6(z0, wa), w) = (20, waw),

d.h. vyw € Ly & wow € L. Widerspruch!
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Wir kénnen nun
> NFAs in DFAs umwandeln und
» DFAs in reguldre Grammatiken umwandeln.

Es fehlt noch die Richtung “reguliare Grammatik — NFA", dann haben wir
die Aquivalenz aller dieser Formalismen gezeigt.

regulare
/ Grammatik \
DFA NFA
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Satz (Reguldre Grammatiken — NFAs)

Zu jeder reguldren Grammatik G gibt es einen NFA M mit L(G) = T(M).

Beweis:

Sei G = (V,%,P,S) eine regulire Grammatik.

Wir definieren den NFA M = (V U {X},%,4,{S}, E), wobei X ¢ V und
d(A,a)={B|(A—aB)e PU{X|(A—a)e P} firAc V,ack
d(X,a)=0firaeX

E_ {§, X} falls(S—¢e)eP
X} falls (S —¢) ¢ P
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken
Wegen der Konstruktion gilt

ceel(G)<= (S—e)eP<= {S}NE+#D<=ce T(M).
Wir miissen also noch fiir alle Worter w € ¥+ zeigen:

w e L(G) <= w e T(M).

Behauptung: Fiir alle w € X* und alle A, B € V gilt:

o~

A=cwB <= Bei({A},w)

Wir zeigen diese Behauptung durch Induktion iber |w].
Induktionsanfang: w = ¢. Es gilt:

~

A=¢ B < A=B < Be {A} =0({A},¢)

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 85 /355



NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Induktionsschritt: Sei w = av (a € X, v € £*) und gelte die Behauptung
bereits fiir das Wort v.

A=scaB < 3JCeV:(A—aC)ePund C=¢ vB

e~ 3CeV:Cei(Aa) und Bed({C} v)
— 3ICeVU{X}:Ced(Aa)und Bed({C},v)
<~

B e 0({A},av)
Dies zeigt die Behauptung.
Sei nun w € ¥, etwa w = va mit a € ¥. Dann gilt:

va € L(G) JAeV:5=¢vAund (A—a)eP
JAe V:AcH{S} v)und X € (A, a)
JAe VU{X}:Ac({S} v) und X € 6(A, a)

~

X € 6({S}, va)
vae T(M)
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beachte fiir die letzte Aquivalenz: Entweder
> X ist der einzige Endzustand von M oder
> S ist der zweite Endzustand.

Dann gilt (S — ¢) € P.

Wegen der e-Sonderregelung kommt dann S nicht auf der rechten
Seite einer Produktion aus P vor.
Also gilt S € 0(A, a) fir alle Ac VU{X}, a€X.

~

Hieraus folgt S ¢ 6({S}, va). O
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel: Sei G die reguldre Grammatik mit folgenden Produktionen (wir
verwenden die Backus-Naur Form, siehe Folie 41):

S—elaA A— aA|bB|a
B — aB | bB | bC C—cAlb

Die Konstruktion von Folie 84 liefert den folgenden NFA:

a avb

o
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Zwischenzusammenfassung

Wir haben verschiedene Modelle zur Beschreibung reguldrer Sprachen
kennengelernt:

» Reguldre Grammatiken: Schaffen die Verbindung zur
Chomsky-Hierarchie. Werden zur Erzeugung von Sprachen eingesetzt.
Sind weniger gut geeignet, um zu entscheiden, ob ein bestimmtes
Wort zur Sprache gehért.

> NFAs: Erlauben oft kleine, kompakte Darstellungen von Sprachen.
Sind, wegen ihres Nichtdeterminismus, genauso wie Grammatiken
weniger gut fiir die Losung des Wortproblems geeignet. Besitzen aber
eine intuitive graphische Notation.

> DFAs: Konnen gegeniiber dquivalenten NFAs exponentiell groBer sein.
Sobald jedoch ein DFA vorliegt, erlaubt dieser eine effiziente Lésung
des Wortproblems (einfach den Ubergingen des Automaten
nachlaufen und iiberpriifen, ob ein Endzustand erreicht wird).
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Regulare Ausdriicke

Alle Modelle benédtigen jedoch relativ viel Schreibaufwand und Platz fiir
die Notation. Gesucht wird also eine kompaktere Reprasentation.
Dies sind reguldre Ausdriicke.

Definition (reguldre Ausdriicke)

Die Menge Reg(X) der reguldren Ausdriicke tiber dem Alphabet ¥ ist die
kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:

> () € Reg(X), ¢ € Reg(X), & C Reg(X).
» Wenn a, f € Reg(X), dann auch af, (a|f), (a)* € Reg(X).

Bemerkungen:

> Statt («|8) wird oft auch (a + ) geschrieben.
» Uberfliissige Klammern lassen wir hiufig weg.
Z. B. (a|b)* anstatt ((a|b))*.
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Regulare Ausdriicke

Zum Einsparen von Klammern verwenden wir sogenannte
Operatorprazedenzregeln:

P> * bindet stdrker als die Konkatenation.
» Konkatenation bindet starker als |.
Beispiel: ab*|c lesen wir als (a(b)*|c).

Dies sind die gleichen Operatorprizedenzregeln die man vom Rechnen mit
den arithmetischen Operatoren +, - und Potenzieren kennt.

xy™ + z lesen wir als ((x - (y)") + 2).
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Regulare Ausdriicke

Nach der Festlegung der Syntax reguladrer Ausdriicke, miissen wir auch
deren Bedeutung (Semantik) festlegen.

Die Semantik eines reguldre Ausdruck ist eine Sprache:

Definition (Sprache eines regularen Ausdrucks)

> L(0) =0 (leere Sprache), L(c)={e}, L(a)={a} firaeX.

> L(aB) = L(a)L(B), wobei L1Ly = {wiwy | wy € L1, wy € Ly} fiir zwei
Sprachen Ly, Ly (Konkatenation von Ly und L»).

> L(a|B) = L(a) U L(B)

» L[((«)*) = (L(«))*, wobei L* ={wy---w, | n>0,w,...,w, € L}
fiir eine Sprache L
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Regulare Ausdriicke
Beispiel fiir Konkatenation von Sprachen:

{a, b,ab}{c, ba} = {ac, bc, abc, aba, bba, abba}.

Bemerkungen zum %-Operator: L* = {w;---w, | n € N,w; € L}
> Firn=0ist wy---w, =c¢.
P> [* enthdlt immer das leere Wort ¢.
Spezialfall: 0* = {e}.
» Der Operator * wird oft Kleenesche Hiille genannt. Nur durch ihn

kann man unendliche Sprachen erzeugen.
Genauer: L* ist unendlich genau dann wenn LN X1 # ()

» Beispiel fiir die Anwendung des x-Operators:
Sei L = {a, bb, cc}. Dann gilt
L* = {e, a, bb, cc, aa, abb, acc, bba, bbbb, bbcc, cca, ccbb, cccc, . .. }

Alle Kombinationen beliebiger Lange sind méglich.
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Regulare Ausdriicke

Weitere Bemerkungen:

» Beachten Sie: reguldre Ausdriicke sind rein syntaktische Ausdriicke.
Erst durch die Definition auf Folie 92 wird einem regularen Ausdruck
eine Sprache zugeordnet.

» Die Unterscheidung zwischen Syntax und Semantik findet man in
vielen Bereichen der Informatik (Programmiersprachen, Logik, etc.)

» Bei Programmiersprachen definiert man auch erst, was syntaktische
korrekte Programme sind. Danach definiert man die Semantik eines
Programms (was macht das Programm).

Dies kann z.B. die von einem Programm berechnete Funktion sein.
Dies werden wir spater auch fiir sehr einfache Programmiersprachen
(GOTO-Programme, While-Programme) machen.
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Regulare Ausdriicke

» Formal sollte man auch zwischen dem reguldren Ausdruck () und der
reguldren Sprache () (leere Sprache) unterscheiden, aber wir wollen es
nicht {ibertreiben.

» Haufig werden die Sprachen () und {£} verwechselt.
() ist die leere Sprache (hat null Elemente).
{e} ist eine Sprache, die genau ein Wort (das leere Wort) enthilt.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 95 /355



Regulare Ausdriicke

Beispiele fiir reguldre Ausdriicke iiber dem Alphabet ¥ = {a, b}.

Beispiel 1: Sprache aller Wérter, die mit a beginnen und mit bb enden
a = a(alb)*bb
Beispiel 2: Sprache aller Woérter, die das Teilwort aba enthalten.
a = (a|b)*aba(a|b)*
Beispiel 3: Sprache aller Worter, die gerade viele a's enthalten.

a = (b*ab*a)*b* oder a=(b|ab*a)"

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 96 / 355



Regulare Ausdriicke

Satz (reguldre Ausdriicke — NFAs)

Zu jedem reguldren Ausdruck ~y gibt es einen NFA M mit L() = T(M).

Beweis: Induktion iiber den Aufbau von 7.

Induktionsanfang: Fir vy =0, v =¢, v = a (a € X) gibt es offensichtlich
entsprechende NFAs.

Induktionsschritt: Sei nun v = af. Dann gibt es NFAs

My = (Zo,X,00,Sa Ea)
Mg = (25, %, 95,5, Ep)
mit T(M,) = L(«) und T(Mg) = L(5).
Wir kénnen annehmen, dass Z, N Zg = 0.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 97 /355



Regulare Ausdriicke
Wir verkniipfen nun M, und Mg sequentiell zu einem NFA M:

> M hat als Zusténde die Vereinigung beider Zustandsmengen, die
gleichen Startzustinde wie M, und die gleichen Endzustande wie Mj.
Falls € € L(), so sind auch die Startzustinde von Mz Startzustande
von M.

» Alle Uberginge von M, bzw. Mpg bleiben erhalten. Alle Zustande, die
einen Pfeil zu einem Endzustand von M, haben, erhalten zusatzlich
genauso beschriftete Pfeile zu allen Startzustdnden von Mg.

Formal: M = (Z,U Z3,%,0, S, Eg), wobei

s Sa falls ¢ ¢ L(«)
| SaUSs falls e € L(a)
d5(z, a) firz € Zg
§(z,a) = 1 0a(z,a) fir z € Z, mit 04(z,a) N E, =10

da(z,a)U Sp  fiir z € Z, mit §o(z,a) N Ey # 0
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Regulare Ausdriicke

?

|
M, neu! M

Es gilt T(M) = T(M,)T(M3) = L(a)L(B) = L(aB) = L(v)
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Regulare Ausdriicke
Sei nun 7 = (a | B). Dann gibt es NFAs
Moc - (Zon Z) 5047 Som Ea)
Ms = (Zs,%,05, 5, Es)
mit T(M,) = L(a) und T(Mg) = L(5).
Wir kénnen annehmen, dass Z, N Zg = 0.
Wir bauen nun aus diesen zwei NFAs einen Vereinigungs-NFA M:
> M hat als Zustdnde die Vereinigung beider Zustandsmengen. Ebenso
ergeben sich die Startzustinde als Vereinigung der
Startzustandsmengen und die Endzustidnde als Vereinigung der
Endzustandsmengen.

» Alle Uberginge von M, bzw. Mjg bleiben erhalten.
Formal: M = (Z, U Z3,%,0, 5o U Sg, Eo U Eg), wobei

5(z. 2) dol(z,a) firze Z,
z,a) =
ds(z,a) firze Zg
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Regulare Ausdriicke

Es gilt T(M) = T(M.)U T(Mp)
= L{a)UL(p)

Ll | B)

L(7)
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Regulare Ausdriicke
Sei nun v = (a)*. Dann gibt es einen NFA
Moc — (Za7 Z7 50&7 SOM EOé)

mit T(M,) = L(«).
Wir bauen aus diesem NFA nun wie folgt einen NFA M:

> Falls e ¢ T(M,), so gibt es einen zusatzlichen Zustand, der sowohl
Start- als auch Endzustand ist (damit auch das leere Wort erkannt
wird).

» Die anderen Zustinde, Start- und Endzustinde sowie Uberginge
bleiben erhalten.

» Alle Zustiande, die einen Pfeil zu einem Endzustand von M, haben,
erhalten zusidtzlich genauso beschriftete Pfeile zu allen Startzustdnden
von M, (Riickkopplung).
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Regulare Ausdriicke

Formal: M =

/ =

d(z,a) =

Hierbei gilt sp € Z,.

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

(Z,%,0,S, E), wobei:

falls e € L(a

falls e ¢ L(«

falls e € L(«

falls e € L(a

(@)
L(a)
falls € € L(«)
L(a)
(@)
falls ¢ ¢ L(«)

(07

fir z € Z, mit 0n(z,a) NE, =0
fir z € Z, mit 64(z,a) NE, £ D

FSA

SS 2025

103 /355



Regulare Ausdriicke

O

evtl. zusatzl. Zustand

Es gilt T(M) = (T(Ma))" = (L(e))" = L(a”) = L(7).

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 104 / 355



Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den reguldren
Ausdruck (b | ab*a)*.
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den reguldren
Ausdruck (b | ab*a)*.

Wir beginnen mit den Ubergingen fiir einzelne Symbole.
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den reguldren
Ausdruck (b | ab*a)*.

NFA fiir b*

—0—-0

DUDES NI
@
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den reguldren
Ausdruck (b | ab*a)*.

NFA fiir ab*
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den reguldren
Ausdruck (b | ab*a)*.

NFA fiir ab*a
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den reguldren
Ausdruck (b | ab*a)*.

NFA fiir (b | ab*a)
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den reguldren
Ausdruck (b | ab*a)*.

NFA fir (b | ab*a)*
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Regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung): Dieser NFA enthilt viele redundante Zusténde
und kann vereinfacht werden.

Ein viel einfacher NFA fiir (b | ab*a)* ist:

b

L)
O——=O

a
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Regulare Ausdriicke
Satz (DFAs — Regulédre Ausdriicke)

Zu jedem DFA M gibt es einen reguldren Ausdruck v mit T(M) = L(v).

Beweis: Sei M = ({z,...,z,},%,0, 21, E) ein DFA.
Wir konstruieren einen reguldren Ausdruck v mit T(M) = L(7).
Fiir ein Wort w € >* sei

Pref(w) ={ue X |Iv:w =uv,e # u# w}
die Menge aller nicht-leeren echten Prafixe von w.
Beispiel: Pref(abbca) = {a, ab, abb, abbc}
Firi,j € {1l,...,n} und k € {0,...,n} sei

~

Lf-i,- ={wex|dz,w)= zj,Yu € Pref(w) : §(zj,u) € {z1, ...,z }}.
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Regulare Ausdriicke

Intuitiv: Ein Wort w gehort zu Lf-‘j genau dann, wenn w den Zustand z; in
den Zustand z; iiberfiihrt, und dabei kein Zwischenzustand (ausser ganz

am Anfang und ganz am Ende) aus {zxy1,...,2,} vorkommt.

Beispiel: Betrachte den folgenden DFA M:
a
\:/@
b b
Dann gilt z.B.:
Lcl),l = {e, b}, L(1),2 = {a}, L%,2 ={ab"a|n>0}U{e, b}

und Lil = T(M) ={w € {a,b}* | w enthélt gerade viele a's}.

Markus Lohrey (Univ. Siegen)
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Regulare Ausdriicke

Wir konstruieren fiir alle i,j € {1,...,n} und k € {0,..., n} reguldre
Ausdriicke ~f; mit L(v) = LF;.

Falls E = {z,, z,,...,z,} ergibt sich dann
Ly [ |- [1,) = T(M).

Konstruktion von 'yffj durch Induktion iber k € {0, ..., n}.

Induktionsanfang: k = 0. Es gilt:

ij =

[0 _ {eyu{aeXx|d(zi,a) =2z} fallsi=
{ae X |0(z,a) = z} falls i # j
Einen regularen Ausdruck ’Y,QJ mit L(’y?J) = L?J konnen wir leicht angeben.

Induktionsschritt: Sei 0 < k < n und seien die reguldren Ausdriicke ’y;;q
fir alle p, g € {1,..., n} bereits konstruiert.
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Regulare Ausdriicke
Behauptung: Fiir alle i,j € {1,...,n} gilt

Lt =1 u L k+1(Lk+1 o) Ly @
Begriindung:

C:Seiwe ij+1 und sei ¢ > 0 so, dass der Zustand zx41 auf dem
eindeutigen mit w beschrifteten Pfad von z; nach z; genau ¢ mal als
echter Zwischenzustand auftaucht.

1.Fall: £ =0, d.h. zx41 kommt garnicht als echter Zwischenzustand vor.
Dann gilt w € Lk- und somit w € Lk U L; k+1(Lll§+1,k+1) L’;HJ
2.Fall: £ > 0.

Dann kann w als w = wowy - - - wy_1wp geschrieben werden, wobei:

Mzi,wo) = zk41
Mzkg1,Wp) = zZkpr firl <p<e-—1
(zkp1, W) = 2z
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Regulare Ausdriicke

Es folgt wy € L& b1 Wi, W1 € L£+1’k+1, wy € L£+1J und somit
w=wo(wi - we_1)wy € LFyy 1 (LR 1) Lhsey-

D: LK, C L st offensichtlich.

Falls w € L; k+1(L£+17k+1)*L£+1J, existiert ein £ > 1 und eine
Faktor|5|erung W= wowy - - - Wy_1Wp mit

k k k

Hieraus ergibt sich leicht w € Lk+1 Dies zeigt die Behauptung.

Da die reguldren Ausdriicke ’Y,!(,ja’Y,ffk+1a’Y;lf+1,k+17’Yf+1J schon konstruiert
sind (Induktionsannahme), kénnen wir wegen Gleichung (2) den regularen

Ausdruck ’yk+1 wie folgt definieren:
k+1 _ _k k k k
Vij T Vig | %,k+1(7k+1,k+1)*7k+u

O
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Regulare Ausdriicke

k+1 _ gk k k |k
LiJ = Li,j U L,-7k+1(Lk+1,k+1) Lk+1,j
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Regulare Ausdriicke
Beispiel: Betrachte den folgenden DFA:

a
./—/—\
O
b b

Damit ergibt sich (bei Durchfiihrung offensichtlicher Vereinfachungen):

0 _ 0 _ 0 _ 0 _
M1 = elb T2 =4 Y21 =4 V2,2 = elb

Y1 =11 1911(01) %1 = €| b (] b)(e|b)* (e|b) = b*
71 2= 71 2 ”71 1(7?,1)* ?2 = a|(e|b)(e|b)*a = b"a
1 =111 1)1 = ala(e|b)*(e|b) = ab*
’722 = ’}’22 ”72 (’7(1),1)*’)’12 =c¢c|bla(elb)*a=c|b|ab*a
72 71 1 ”71 2(72 2)" 72 1 = b"| b*a(e|blab™a)*ab”
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Regulare Ausdriicke

Wozu sind reguldre Ausdriicke in der Praxis niitzlich?
» Suchen und Ersetzen in Editoren wie z. B. vi oder emacs.

» Pattern-Matching und Verarbeitung groBer Texte und Datenmengen,
z.B., beim Data-Mining
(Tools: Stream-Editor sed, awk, ...)

» Ubersetzung von Programmiersprachen:

Lexikalische Analyse — Umwandlung einer Folge von Zeichen (das
Programm) in eine Folge von Tokens, in der bereits die
Schliisselworter, Bezeichner, Daten, etc. identifiziert sind.

(Tools: lex, flex, ...)

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 114 /355



Abschlusseigenschaften

Definition (Abgeschlossenheit)

Gegeben sei eine Menge M und ein binarer Operator ®: M x M — M.
Man sagt, eine Menge M’ C M ist unter ® abgeschlossen, wenn fiir zwei
beliebige Elemente my, my € M’ gilt: m; @ my € M'.

Wir betrachten hier Abschlusseigenschaften fiir die Menge aller regularen
Sprachen (d.h. wir setzen M = Menge aller Sprachen und M’ = Menge
aller reguldren Sprachen)

Die interessante Frage ist:
Ells L1, Ly regular sind, sind dann auch L1 U Ly, L1 N Ly, LiLy,
Ly = ¥*\L; (Komplement) und L} regular?

Kurze Antwort: Die reguldren Sprachen sind unter allen diesen
Operationen abgeschlossen.
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Abschlusseigenschaften

Warum sind Abschlusseigenschaften interessant?

Sie sind vor allem dann interessant, wenn sie konstruktiv verwirklicht
werden konnen, das heiBt, wenn man — gegeben Automaten fiir L; und Ly

— auch einen Automaten beispielsweise fiir den Schnitt von Ly und L;
konstruieren kann.

Damit hat man dann mit Automaten eine Datenstruktur fiir unendliche
Sprachen, die man maschinell weiterverarbeiten kann.
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Abschlusseigenschaften

Satz (Abschluss unter Vereinigung)

Wenn L; und Ly reguldre Sprachen sind, dann ist auch L; U Ly reguléar.

Beweis:

Den Automaten fiir L1 U Ly kann man mit der selben Methode bauen wie
den Automaten fiir L(«|3) bei der Umwandlung von reguldren Ausdriicken
in NFAs (Folien 100). O
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Abschlusseigenschaften

Satz (Abschluss unter Komplement)

Wenn L C Y* eine regulire Sprache ist, dann ist auch L = ¥*\L regulir.

Bemerkung: bei Bildung des Komplements muss immer festgelegt
werden, beziiglich welcher Obermenge das Komplement gebildet werden
soll. Hier ist das die Menge X* aller Wérter iiber dem Alphabet ¥, das
gerade betrachtet wird.

Beweis:

Aus einem DFA M = (Z,%, 6, zo, E) fiir L gewinnt man leicht einen DFA
M’ fiir L indem man die End- und Nicht-Endzustinde vertauscht. D.h.
M =(Z,%,6,zy, Z\E).

Dann gilt: R R
wel < w¢g T(M) < §(z0,w) € E <= 0(z0,w) € Z\E <=
we T(M). O
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Abschlusseigenschaften

Vorsicht: In dem Beweis auf der vorherigen Folie ist es wichtig, dass M
ein DFA ist.

Vertauscht man in einem NFA End- und Nicht-Endzustiande, so erhdlt man
im Allgemeinen keinen NFA fiir das Komlement.

Beispiel: Betrachte den folgenden NFA fiir die Sprache {a} C {a}*.

a

Durch Vertauschen von End- und Nicht-Endzustande erh3lt man einen

NFA fir {e,a} # {a}* \ {a}:
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Abschlusseigenschaften

Will man einen NFA M komplementieren (also einen NFA fir ¥*\ T(M)
konstruieren), so ist die im Wesentlichen beste Methode folgende:

1. Konstruiere mittels der Potenzmengenkonstruktion einen DFA M’ mit
T(M) =T(M).

2. Vertauschen von End- und Nicht-Endzustinden in M’ liefert einen
DFA (und damit auch einen NFA) M” mit
TM"Yy =X\ T(M") =X*\ T(M).
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Abschlusseigenschaften

Satz (Abschluss unter Produkt/Konkatenation)

Wenn Ly und Ly reguldre Sprachen sind, dann ist auch LiL, regular.

Beweis:

Den Automaten fiir L1L> kann man mit der selben Methode bauen wie den
Automaten fiir L(a3) bei der Umwandlung von reguldren Ausdriicken in
NFAs (Folien 99). O
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Abschlusseigenschaften

Satz (Abschluss unter der Stern-Operation)

Wenn L eine reguldre Sprache ist, dann ist auch L* regular.

Beweis:

Den Automaten fiir L* kann man mit der selben Methode bauen wie den
Automaten fiir L((«)*) bei der Umwandlung von reguldren Ausdriicken in
NFAs (Folien 104). O
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Abschlusseigenschaften

Satz (Abschluss unter Schnitt)

Wenn L; und L, reguldre Sprachen sind, dann ist auch L3 N Ly regular.

Beweis 1:

Es gilt Ly N Ly = L1 U L, und wir wissen bereits, dass regulire Sprachen
unter Komplement und Vereinigung abgeschlossen sind. O

Durch das Komplementieren entsteht im obigen Beweis 1 ein sehr groBer
Automat fiir L1 N Lo.
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Abschlusseigenschaften

Beweis 2:

Es gibt noch eine andere direktere Konstruktion. Dabei werden die zwei
Automaten fiir L; und L, miteinander synchronisiert und quasi
“parallelgeschaltet” . Dies erfolgt durch das Bilden des Kreuzprodukts.

Seien My = (Zl, Y, 01,51, El), M, = (Zg, Y, 02,5, E2) NFAs mit
T(My) = L1 und T(My) = Ly. Dann akzeptiert der folgende NFA M die
Sprache L1 N Ly:

M = (Zl X 22,2,6, 51 X 52, E1 X Ez),

wobei §((z1,22),a) = {(21, 25) | z; € 01(z1,a), 25 € d2(z2,a))}.

M akzeptiert ein Wort w genau dann, wenn sowohl M; als auch M5 das

Wort w akzeptieren. O
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Abschlusseigenschaften

Beispiel fiir ein Kreuzprodukt:
Bilde das Kreuzprodukt der folgenden zwei Automaten:

a, b

o
o
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Abschlusseigenschaften

Beispiel fiir ein Kreuzprodukt:

Bilde das Kreuzprodukt der folgenden zwei Automaten:

b b

a, b
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Ausblick

Weitere wichtige Fragen
> Wie kann man zeigen, dass eine Sprache nicht regular ist?

Beispiel: Die Sprache {a"b"c" | n > 1}, die als Beispiel auftauchte,
scheint nicht reguldr zu sein. Wie kann man das zeigen?

» Wenn eine Sprache reguldr ist, wie groB ist dann der kleinste
Automat, der die Sprache akzeptiert?

Gibt es iiberhaupt den kleinsten Automaten?
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Das Pumping-Lemma

Wie beweist man, dass eine Sprache L nicht reguldr ist?

Idee: Man versucht auszunutzen, dass eine reguldre Sprache von einem
Automat mit endlich vielen Zustdnden akzeptiert werden muss.

Das bedeutet auch: wenn ein Wort x € L ausreichend lang ist, so besucht

man damit beim Durchlauf durch den Automaten mindestens einen
Zustand z zweimal.
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Das Pumping-Lemma

—O~AF~—-0
Die dadurch entstehende Schleife kann nun mehrfach (oder gar nicht)

durchlaufen werden, dadurch wird das Wort x = uvw “aufgepumpt” und

man stellt fest, dass uw, uv?w, uv3w, ...auch in L liegen miissen.

Bemerkung: Es gilt vi = v ... v.
——

i-mal
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Das Pumping-Lemma

AuBerdem kann man fiir u, v, w folgende Eigenschaften verlangen, wobei
n die Anzahl der Zustiande des Automaten ist.
1. |v| > 1: Die Schleife ist auf jeden Fall nicht trivial, d.h. sie enthalt
mindestens einen Ubergang.
2. |uv| < n = Anzahl der Zustidnde des NFA: Spéatestens nach n
Alphabetsymbolen wird der Zustand z das zweite Mal erreicht.
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Das Pumping-Lemma

Satz (Pumping-Lemma, uvw-Theorem)

Sei L eine reguldre Sprache. Dann gibt es eine Zahl n, so dass sich alle
Woérter x € L mit |x| > n zerlegen lassen in x = uvw, so das folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

1. |v|>1,
2. Juv| < nund
3. fiir alle i > 0 gilt uv'w € L.

Dabei ist n die Anzahl der Zustande eines Automaten, der L erkennt.

Dieses Lemma spricht jedoch nicht {iber Automaten, sondern nur iiber die
Eigenschaften der Sprache. Daher ist es dazu geeignet, Aussagen iiber
Nicht-Regularitdt zu machen.
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Das Pumping-Lemma
Beweis des Pumping-Lemmas:

Sei L eine reguldre Sprache.
Sei M =(Z,%,6,S,E) ein NFA mit L = T(M), sei n = |Z|.

Sei nun x ein beliebiges Wort mit x € L = T(M) und |x| > n, d.h.
X=aiay---am Mt m>nund aj,as,...,am € .

Da x € T(M), existieren Zustande zy, z1,...,2Zm € Z mit
€S, zj€d(z—1,a))firl<j<m, zpekE.

Wegen |Z| = n existieren 0 < j < k < n mit z; = zx (Schubfachprinzip).
Seiu=ar---aj, v=ajp1---agund w = agq1 - am.
Dann gilt:

> v|=k—(+1)+1=k—j>0und |uv|=k<n

> fiirallei >0: zyn € 5({z0}, uv'w) und damit uv'w € T(M) = L,

L]
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Das Pumping-Lemma

Wie kann man das Pumping-Lemma nutzen, um zu zeigen, dass eine
Sprache nicht reguldr ist?

Aussage des Pumping-Lemmas mit logischen Operatoren:

L regular
-
dn:V¥x € L mit|x| >n:
Ju,v,w mit |v| > 1, |uv| < n,x =uvw und Vi:uv'we L

Das ist logisch dquivalent zu
Vn:3x € L mit [x| > n:
Vu,v,w mit [v| > 1, Juv| <nund x=uvw: Ji:w'w &L

— L ist nicht regular

Beachte hierfiirr A — B = -B — —A und =VxdyF = IxVy—-F
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Pumping-Lemma

‘Kochrezept” fiir das Pumping-Lemma

Gegeben sei eine Sprache L.
Beispiel: {a“b* | k > 0}
Wir wollen zeigen, dass sie nicht regular ist.

1. Nimm eine beliebige Zahl n. Diese Zahl darf nicht speziell gewahlt
werden (es muss eine beliebige Zahl sein).

2. Wahle ein geeignetes Wort x € L mit |x| > n. Damit das Wort auch
wirklich mindestens die Lange n hat, empfiehlt es sich, dass n
(beispielsweise als Exponent) im Wort auftaucht.

Beispiel: x = a"b"
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Pumping-Lemma

“Kochrezept” fiir das Pumping-Lemma

3. Betrachte nun alle moglichen Zerlegungen x = uvw mit den
Einschrankungen |v| > 1 und |uv| < n.
Beispiel: Aus uvw = a"b", |v| > 1 und |uv| < n folgt, dass j > 0 und
{ > 1 existieren mit:
u=2a,v=atund w=amp" mit j+4+m=n

4. Wihle fiir jede dieser Zerlegungen ein i (das kann jedes Mal ein
anderes i sein), so dass uv'w & L.
In vielen Fallen sind i = 0 und i = 2 eine gute Wahl.
Beispiel: wihle i = 2, dann gilt uv?w = a/24mpn & [ da
J+20+m=n+/{+# nwegen {>1.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Wir beschaftigen uns nun mit folgenden Fragen:

» Gibt es zu jeder Sprache immer den kleinsten
deterministischen /nicht-deterministischen Automat?

» Kann man direkt aus der Sprache die Anzahl der Zustiande des
minimalen Automaten ablesen?

» Wie bestimmt man den minimalen Automat?
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

R ﬁx
Betrachte den a
ok b 33.,b
e 2

folgenden DFA M: \‘

a

Feststellung: fiir die Zustinde 4, 5 gilt

» mit einem Wort, das ein a enthalt, landet man von dort aus immer im
Zustand 6 (Endzustand)

» mit einem Wort, das kein a enthilt, landet man von dort aus immer
im Zustand 4 bzw. 5 (kein Endzustand)

Daraus folgt: 4 und 5 sind erkennungsadquivalent und kdnnen zu einem
Zustand verschmolzen werden.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Ebenso: die Zustande 2 und 3 sind erkennungsdquivalent

Entstehender Automat M':

a, b
ROSRET EouN
b

Jetzt sind keine Zustande mehr erkennungsdquivalent und sie kdnnen
daher nicht weiter verschmolzen werden.

~» Der Automat M’ ist minimal fiir diese Sprache.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Definition (Erkennungsdquivalenz)

Gegeben sei ein DFA M = (Z, %, 6, qo, E).
Zwei Zustinde z1,zp € Z heiBen erkennungsdquivalent genau dann, wenn
fiir jedes Wort w € ¥* gilt:

o~ o~

d(z1,w) € E <= (2, w) € E.

Die Relation {(z1,22) € Z X Z | z; und z> sind erkennungsiquivalent} ist
eine Aquivalenzrelation auf der Zustandsmenge Z.
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Einschub Aquivalenzrelation

Aquivalenzrelation werden im Modul Diskrete Mathematik fiir Informatiker
behandelt.

Eine bindre Relation R C A x A ist eine Aquivalenzrelation, falls gilt:
> R ist reflexiv: fiir alle a € A gilt (a,a) € R.

> R ist symmetrisch: fiir alle a, b € A gilt: wenn (a, b) € R, dann auch
(b,a) € R.

> R ist transitiv: fiir alle a, b, ¢ € A gilt: wenn (a, b) € R und
(b,c) € R, dann auch (a,c) € R.

H&ufig schreibt man a R b anstatt (a, b) € R (Infixschreibweise)

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 139 /355



Einschub Aquivalenzrelation

Fiir x € Aist [x] = {y € A| x Ry} die Aquivalenzklasse von x.

Manchmal schreibt man auch [x]g um klar zu machen, dass es sich um
eine Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation R handelt.

Wenn aber klar ist, um welche Aquivalenzrelation R es geht, schreiben wir
nur [x].

Beachte:

> Es gilt stets x € [x].

» x Ry genau dann, wenn [x] = [y].

Die Aquivalenzklassen von R bilden eine Partition von A, d.h. jedes
Element von A gehdrt zu genau einer Aquivalenzklasse.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Jedem Wort x € £* kann man in einem DFA einen eindeutigen Zustand

~

z = 0(zp, x) zuordnen. Daher kann die Definition der Erkennungsaquivalenz
auf Worter aus ¥* und Sprachen (anstatt Automaten) ausgedehnt werden.

Definition (Myhill-Nerode-Aquivalenz)

Gegeben sei eine Sprache L und Woérter x,y € L*.
Wir definieren eine Aquivalenzrelation R, mit x R; y genau dann wenn

Ywe X (xw e L < yw € L).

Fiir eine reguldre Sprache L besteht folgender Zusammenhang zwischen der
Myhill-Nerode-Aquivalenz R; und dem Begriff der Erkennungsdquivalenz:
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Sei M = (Z,%,9,z,E) ein DFA und L = T(M) C £*. Dann gilt fiir alle
Worter x,y € L*:

xRy <= 0(z0,x) und 0(z0,y) sind erkennungsiquivalent

Beweis: Es gilt

xRy <—

—
—
—
—

VweX*(xwel <= ywel)

VWGZ(XWE T(M) <= yw e T(M))

Vw e (6 (zo,xw) €E = 5(zo,yw) € E)
VWEZ(((ZO,) w) € E <= 0(d(z0,y), w) € E)
5(zo,x) und 5(20, ) sind erkennungsaquivalent

O

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 142 /355



Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Bemerkungen:

» Die Myhill-Nerode-Aquivalenz R ist fiir jede Sprache L definiert,
nicht nur fiir reguldre Sprachen.

> Aus xR y folgt: x€ L < y €L
Fiir jede Aquivalenzklasse [x] gilt somit: [x] C L oder [x]NL =10
Haufiger Fehler: Oft wird gedacht, dass x R, y genau dann gilt, wenn
Vw € £¥(xw € L und yw € L).
Das ist aber falsch!

Die Definition von R; kann man auch wie folgt schreiben:
x Ry y gilt genau dann, wenn fiir alle Worter w € ¥*

» (xw € L und yw € L) oder
» (xw ¢ Lund yw ¢ L) gilt.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel 1 fiir Myhill-Nerode-Aquivalenz: Gegeben sei die Sprache

L={w e {a b}* | #.(w) gerade}.

Es gibt folgende Aquivalenzklassen fiir R;:

> [e] = {w € {a,b}" | #a(w) gerade} = L
(Aquivalenzklasse von ¢

)

> [a] = {w € {a, b}" | #a(w) ungerade} = {a, b}*\L
(Aquivalenzklasse von a)

Die Worter € und aa sind dquivalent, denn:

> Wird an beide ein Wort mit gerade vielen a's angehangt, so bleiben
sie beide in der Sprache.

> Wird an beide ein Wort mit ungerade vielen a's angehangt, so fallen
sie beide aus der Sprache heraus.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

DFA fiir {w € {a, b}* | #a(w) gerade}:

a
— T
S
G
b b
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel 2 fiir Myhill-Nerode-Aquivalenz: Gegeben sei die Sprache
L={w e {a, b,c}"| das Teilwort abc kommt in w nicht vor}.

Es gibt folgende Aquivalenzklassen fiir R;:

» [c] ={w € {a,b,c}* | w endet nicht auf a oder ab und enthilt abc
nicht }

> [a] = {w € {a, b,c}* | w endet auf a und enthilt abc nicht }
» [ab] = {w € {a, b, c}* | w endet auf ab und enthilt abc nicht }
» [abc] = {w € {a,b,c}* | w enthilt abc} (Fangzustand)

Die Worter a und ab sind nicht dquivalent, denn wird an beide ein ¢
angehangt, so ist ac noch in L, abc ist es aber nicht.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

DFA fiir {w € {a, b, c}* | das Teilwort abc kommt in w nicht vor}:
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Einschub Aquivalenzrelationen

Einschub zu Aquivalenzrelationen: Sei RC A x A eine
Aquivalenzrelation auf der Menge A.

Der Index index(R) von R ist die Anzahl der Aquivalenzklassen von R
(kann unendlich sein): index(R) = |{[x] | x € A}| € NU {oc}.

Beispiel: Auf den ganzen Zahlen Z definiert man fiir eine natiirliche Zahl
k > 2 die Aquivalenrelation = durch a =, b (a kongruent b modulo k)
genau dann, wenn ein g € Z mit a — b = q - k existiert (siehe Vorlesung
DMI). Dann gilt index(=«) = k.
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Einschub Aquivalenzrelationen

Beobachtung: Seien R und S Aquivalenzrelationen auf der gleichen
Menge A. Wenn R C S (d.h. aus aR b folgt a S b) dann gilt
index(S) < index(R) (es gelte dabei x < oo fiir x € NU {o0}).

Begriindung: Sei [A]r ([A]s) die Menge der Aquivalenzklassen von R (S).

Wir definieren eine Abbildung f : [A]g — [A]s durch die Vorschrift
f([alr) = [als-

Vorsicht: Ist hierdurch f([a]g) eindeutig definiert?

Der Wert f([a]g) darf nicht davon abhdngen, welchen Représentanten wir
fur die Aquivalenzklasse [a]g wahlen.

Genauer: Wir miissen [a|g = [b]r = [a]s = [b]s zeigen:

[a]R:[b]R < aRb — aSh <— [alsz[b]s
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Natiirlich ist f auch surjektiv: Jede Aquivalenzklasse [a]s wird getroffen:
f([alr) = [als.

Nun gilt fiir beliebige Mengen X und Y: |X| > | Y| genau dann, wenn es
eine surjektive Abbildung f : X — Y gibt (dies ist in der Tat die Definition
von | X| > |Y]).

Also gilt in unserer Situation: index(R) = |[A]r| > |[A]s| = index(S5).

Einer der beriihmtesten Satze aus der Automatentheorie ist die folgende
Charakaterisierung der reguldren Sprachen:

Satz von Myhill-Nerode

Sei L eine Sprache. L ist reguldr <= index(R.) < oo
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beweis:
= Sei L regular.
Sei M =(Z,%,0,zy, E) ein DFA mit T(M) = L.

Definiere eine Aquivalenzrelation Ry auf £* wie folgt:

~ ~

XRM_y — 5(ZO,X):5(ZO,}/)-
Beachte:
> Ry ist in der Tat eine Aquivalenzrelation.

> index(Rym) < |Z|
Genauer: index(Rpy) = Anzahl der Zusténde, die vom Anfangszustand

-~

erreicht werden kénnen, d.h. index(Ry) = [{0(z0,x) | x € *}|.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Behauptung: Vx,y € ¥*(x Ryy = xRpy), d.h. Ry C Ry.

Beweis der Behauptung:

~ o~

xRmy <= 6(20,x) =(20,y)
=  Ywe X" (20, xw) = 0(z0, yw)
= VYweXl:xweTM)=Leywe T(M)=1L
<~ xRpy

Die Bemerkung auf Folie 149 zeigt index(R;) < index(Rym) < |Z| < 0.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat
<=: Sei index(R;) < 0.
Sei [x1], ..., [xn] eine Auflistung aller Aquivalenzklassen von R;.

Beachte:
> Y= [x]U---U[xn)].
» Wenn [x] = [y], dann [xa] = [ya] fiir alle a € ¥:

[x] = [v] xRey

VweX(xweleywel)
VweXt(xwelsywel)

Vae LVw e X (xaw € L < yaw € L)
Va e X (xaRy ya)

Va € X [xa] = [ya]

freeee
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Wir definieren nun den DFA (den sogenannten
Aquivalenzklassenautomaten fiir L)

Mp = ({bal,- ., al}s 25 0 [e] {Iw] | w e L),

wobei 0/ ([xj], a) = [x;a] firalle1 <i<nund a€X.
Beachte:

> Die Menge der Endzustidnde {[w] | w € L} ist eine Menge von
Aquivalenzklassen und daher eine"TeiImenge der Zustandsmenge
{[x1], .-, [xn]} (der Menge aller Aquivalenzklassen).

» Die Uberfiihrungsfunktion d; ist wohl-definiert auf Grund der
Bemerkung auf der vorherigen Folie.

> Fiir alle x € ©* gilt: gL([s],x) = [x].

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 154 /355



Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Behauptung: T(M,) = L (dies zeigt dann, dass L regular ist).

Beweis der Behauptung:

or(el, %) € {[w] | w € L}
[x] € {[w] | w € L}

dw e L: [x] = [w]
dwel: xR w

xelL

X € T(ML)

rreny
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Mit dem Satz von Myhill-Nerode kann man auch zeigen, dass eine Sprache
L nicht regular ist.

Dazu muss man nur unendlich viele Wérter aus 2" finden, die in
verschiedenen R;-Aquivalenzklassen liegen.

Beispiel 3 fiir Myhill-Nerode-Aquivalenz:

Sei L = {akb* | k >0}

Betrachte die Worter a, aa, aaa, ..., a', ...

Es gilt: —(a' R, &) fiir i # j, denn a’b’ € L und &/b' & L.

Also hat R; unendlich viele Aquivalenzklassen und L ist nicht regulir.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Sei M ein DFA mit n Zustdnden. Wir sagen, dass M ein minimaler DFA
fiir die reguldre Sprache L ist, falls

> T(M) =L und
» kein DFA M’ mit T(M’) = L und weniger als n Zustinden existiert.

Betrachten wir nochmals den auf Folie 154 konstruierten DFA M, .

Sei L regular.
1. My ist ein minimaler DFA fiir L.

2. Sei M ein DFA mit T(M) = L und in dem alle Zustdnde vom
Anfangszustand aus erreicht werden kénnen. Dann gilt:
M ist minimaler DFA fiir L <= R, = Ry.

3. Falls M ein minimaler DFA fiir L ist, so kann man M aus M; durch
Umbenennung der Zustidnde bilden.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beweis:
Sei M = (Z,X%,dm, 20, E) ein beliebiger DFA mit T(M) = L.

Sei M = ({xal, ..., [xa]}, X, 00, [e], {[w] | w € L}) der
Aquivalenzklassenautomat.

Fiir (1) miissen wir zeigen, dass M hochstens so viele Zusténde wie M
hat.

Auf Folie 152 haben wir gesehen: index(R;) < |Z].
Ausserdem: Anzahl der Zustdnde von M; = index(Ry).

Dies zeigt (1).
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Angenommen in M sind alle Zustdnde vom Anfangszustand z, aus
erreichbar, aber M ist dennoch nicht minimal fiir L.

Dann gilt index(R;) < |Z| = index(Rwm)
(siehe letzte Bemerkung auf Folie 151).

Also gilt Ry # Ruy.
Ist andererseits M minimal fiir L so gilt
|Z| = Anzahl der Zustidnde von M, = index(Ry).

Wegen |Z| = index(R;) < index(Rum) < |Z| (siehe Folie 152 unten) gilt
index(Ry) = index(Rpy) < oo.

Mit Ry C Ry (siehe Folie 152 oben) folgt Ry = R;.
Dies zeigt (2).
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat
Fiir (3) nehmen wir wieder an, dass M minimal fiir L ist.

Also gilt Ry = R = R, und [x1], ..., [xn] sind genau die
Aquivalenzklassen von Ry = R;.

Definiere f : Z — {[x1], ..., [xa]} durch f(z) = {w € * | 6p (20, w) = z}.
Dann ist f eine Bijektion.
AuBerdem gilt:
» f(z0) = [¢] ist der Anfangszustand von M.
» Sei z € Z und sei w € £* so, dass SM(zo, w) = z und daher
f(z) = [w]. Dann gilt:
F(5m(z,a)) = F(6p(z0, wa)) = [wa] = 6,([w], a) = 6,(F(2), a)

z€ E <= we L < f(z) = [w] ist Endzustand von M,
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Dies bedeutet, dass wir M; aus M bilden konnen, indem jeder Zustand
z € Z in f(z) umbenannt wird.

Oder umgekehrt: M entsteht aus dem Aquivalenzklassenautomat M;
indem jeder Zustand [x;] in f~%([x;]) umbenannt wird. O
Bemerkung: Es gibt also fiir eine reguldre Sprache bis auf Umbenennung
von Zustanden genau einen minimalen DFA.

Der minimale DFA M| fiir eine reguldre Sprache ist sozusagen ein
eindeutiger Reprasentant fiir L.

Nachstes Ziel: Konstruiere den minimalen Automaten M; aus einem
nicht unbedingt minimalen DFA M = (Z,%,0, zp, E) mit T(M) = L.

Zunichst kdnnen wir voraussetzen, dass jeder Zustand z € Z vom
Anfangszustand zp erreicht werden kann, d.h. 3x € ¥* : §(z,x) = z.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Ist ein Zustand z vom Anfangszustand nicht erreichbar, so kénnen wir z
aus dem DFA entfernen ohne die akzeptierte Sprache zu verandern.
Beachte: Gibt es eine Kante von z’ nach z, so ist auch z’ nicht von zy aus
erreichbar.

Es gilt:

M nicht minimal fiir L

Rv € Ry (d.h. Ry € R und Ry # Ry)
= Ix,yeX:(x,y)eR AN (x,¥) € Rum

Folie 157
<~

lie 1 dx,y e X*: g(zo,x),g(zo,y) sind erkennungsaquivalent

A 6(207)() 7& 5(20;)/)
<= dz1,z € Z: 71,2z sind erkennungsaquivalent und z; # z

Fiir die letzte Aquivalenz verwenden wir, dass fiir jeden Zustand z € Z ein

~

x € ¥* mit §(zp, x) = z existiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat
Lésung: wir verschmelzen in M alle erkennungsaquivalenten Zustande.

Um herauszufinden, welche Zustande erkennungsaquivalent sind, markieren
wir alle Zustandspaare {z, z'}, die nicht erkennungsiquivalent sind.

Wir schreiben hier Paare als 2-elementige Teilmengen {z,z'}, da die
Reihenfolge egal ist: {z,2'} = {Z/, z}.

Zunichst sind sicherlich alle Paare {z,2z'} mit z € E und z’ ¢ E nicht
erkennungsaquivalent, diese Paare markieren wir zu Beginn.

Angenommen fiir ein Paar {z,z'} existiert ein a € ¥, so dass
{6(z,a),0(2’, a)} nicht erkennungsiquivalent sind.
Dann sind auch {z, z’} nicht erkennungsiquivalent.

Diese Beobachtung erlaubt uns, weitere Paare als nicht
erkennungsaquivalent zu markieren.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Algorithmus Minimalautomat

Eingabe: DFA M (Zusténde, die vom Startzustand aus nicht erreichbar
sind, sind bereits entfernt.)

Ausgabe: Mengen von erkennungsaquivalenten Zustanden
1. Stelle eine Tabelle aller Zustandspaare {z,z'} mit z # Z' auf.
2. Markiere alle Paare {z,z'} mit z € E und 2’ ¢ E.
3. Fiir jedes noch unmarkierte Paar {z,Z'} und jedes a € ¥ teste, ob
{6(z,a),8(2',a)} bereits markiert ist. Wenn ja: markiere auch {z,z'}.

4. Wiederhole den vorherigen Schritt, bis sich keine Anderung in der
Tabelle mehr ergibt.

5. Fiir alle jetzt noch unmarkierten Paare {z,z'} gilt:
z und Z’ sind erkennungsiquivalent.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

Erstelle eine Tabelle aller Zustandspaare.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

S OB~ W

(1) Markiere Paare von Endzustanden und Nicht-Endzustanden.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

S OB~ W
N

(2) Markiere {2,4} wegen 0(2,a) =1, 6(4,a) = 6 und {1,6} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

S OB~ W
N

W | W
ENJIE
ol =

(3) Markiere {3,5} wegen 6(3,a) =1, 6(5,a) = 6 und {1,6} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

[o) BN 6 IS OV)

N = BN
W | W
NI
ol =

(4) Markiere {2,5} wegen 6(2,a) =1, 6(5,a) = 6 und {1,6} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

[o) BN 6 IS OV)

N &N
W Wl ol

ENJIE
ol =

(5) Markiere {3,4} wegen 0(3,a) =1, 6(4,a) = 6 und {1,6} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

[o) BN 6 IS OV)

(@)
N &N
W Wl ol

ENJIE
ol =

(6) Markiere {1,5} wegen 6(1,a) = 3, 6(5,a) = 6 und {3,6} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

[o) BN 6 IS OV)

= o]~
N = o
w| | w| o

ENJIE
ol =

(7) Markiere {1,4} wegen 6(1,a) = 3, 0(4,a) = 6 und {3,6} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

[o) BN 6 IS OV)

| =] o] | o
N = o
w| | w| o

ENJIE
ol =

(8) Markiere {1,3} wegen 6(1, b) =2, §(3,b) =5 und {2,5} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

219

3|8

47125

5161413

6|1 |1|1]1]1
1 2 3 4 5

(9) Markiere {1,2} wegen 6(1, b) =2, §(2,b) = 4 und {2,4} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

, 2 [9
33
. » Q0. 261‘)111?11
%T/a 1 2 3 4 5

Die verbleibenden Zustandspaare {2,3} und {4,5} konnen nicht mehr
markiert werden. ~~ Sie sind erkennungsadquivalent.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat
Satz (Korrektheit des Minimierungsalgorithmus)

Fiir einen gegebenen DFA M = (Z, X%, 9, zp, E) markiert der
Minimierungsalgorithmus ein Paar {z,2'} (z,2 € Z, z # Z’) genau dann,
wenn z und Z' nicht erkennungsiquivalent sind.

Beweis:

(A) Falls {z,z'} markiert wird, so sind z und z’ nicht
erkennungsaquivalent.

Beweis durch Induktion iiber den Zeitpunkt, zu dem {z, z'} markiert wird.
Induktionsanfang: {z, 2’} wird zu Beginn markiert, weil z € E und 2’ ¢ E.
Dann sind z und z’ nicht erkennungsiquivalent.

Induktionsschluss: {z, z’} wird irgendwann markiert, weil ein a € ©
existiert, so dass {d(z, a),d(z’, a)} zu einem fritheren Zeitpunkt markiert

wurde.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Nach Induktionshypothese sind 6(z, a) und 6(Z’, a) nicht
erkennungsaquivalent.

Dann sind auch z und Z’ nicht erkennungsiquivalent.

(B) Wenn z und Z’ nicht erkennungsiquivalent sind, dann wir {z,z’}
irgendwann markiert.

Seien z und Z’ nicht erkennungsiquivalent.

~

Sei A(z,Z') die Lange eines kiirzesten Wortes w mit §(z, w) € E und

o~

0(2',w) € E (oder umgekehrt).

Wir zeigen durch Induktion iiber \(z, z"), dass {z, 2’} markiert wird.
Induktionsanfang: A(z,z’) =0

Danngilt z€ Eund 2/ ¢ E

Also wird {z,z'} wird zu Beginn markiert.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025

167 /355



Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Induktionsschluss: Sei A(z,z") > 0.
Dann gibt es ein Wort au (a € £ und u € £*) mit |au| = A\(z, Z'), so dass

8(z,au) = 0(8(z,a),u) € E, (', au) = 8(8(,a),u) & E

(oder umgekehrt).

Dann sind auch §(z, a) und §(Z’, a) nicht erkennungsiquivalent und
\3(2,3),6(2',3)) < |u] < A(z.2).

Nach Induktionshypothese wird {d(z, a),d(z’, a)} irgendwann markiert.

Also wird auch {z,z'} irgendwann markiert. O
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Hinweise fiir die Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

» Die Tabelle moglichst so aufstellen, dass jedes Paar nur genau einmal
vorkommt! Also bei Zustandsmenge {1,...,n}:
2,...,nvertikal und 1,...,n — 1 horizontal notieren.

> Bitte angeben, welche Zustdnde in welcher Reihenfolge und warum
markiert wurden!
Im Buch von Schéning werden immer nur Sternchen (x) verwendet,
aber daraus werden bei der Korrektur die Reihenfolge und die Griinde
fir die Markierung nicht ersichtlich.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat
Fiir nicht-deterministische Automaten kann man folgende Aussagen
treffen:
» Es gibt nicht den minimalen NFA, sondern es kann mehrere geben.
Folgende zwei minimale NFAs erkennen L = ((0]1)*1) und haben zwei

Zustande (mit nur einem Zustand kann L nicht erkannt werden).
0,1 0 1

B 508
0

» Gegeben ein DFA M. Dann hat ein minimaler NFA, der T(M)
erkennt, immer hochstens so viel Zustande wie M, denn M selbst ist
schon ein NFA.

AuBerdem: der minimale NFA kann exponentiell kleiner sein als der

minimale DFA.
Siehe Ly = {x € {0,1}" | |x| > k, das k-letzte Zeichen von x ist 0}.
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Entscheidbarkeit

Wir diskutieren nun, ob es Verfahren gibt, um die folgenden
Fragestellungen bzw. Probleme fiir reguldre Sprachen zu entscheiden.
Dabei nehmen wir an, dass reguldre Sprachen als DFAs, NFAs,
Grammatiken oder reguldre Ausdriicke gegeben sind.

Probleme

» Wortproblem: Gilt w € L fiir eine gegebene regulare Sprache L und
w e X*?

> Leerheitsproblem: Gilt L = () fiir eine gegebene regulire Sprache L?
» Endlichkeitsproblem: Ist eine gegebene reguldre Sprache L endlich?
» Schnittproblem: Gilt L; N Ly = ( fiir gegebene reguliare Ly, L?

» Inklusionsproblem: Gilt L; C L, fiir gegebene regulare Ly, L?

» Aquivalenzproblem: Gilt Ly = L fiir gegebene regulire Ly, Ly?
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Entscheidbarkeit
Wortproblem:

Sei L C ¥* eine reguldre Sprache, gegeben durch einen DFA
M= (Z,%,0,zp,E) mit T(M) =L, und sei w € T*.

Frage: w € L?

Lésung:
Sei w = ajar---a, mit a; € X.

Verfolge die Zustandsiibergdange von M, die durch die Symbole a1, ..., a,
vorgegeben sind:

zZ:=2
for i:=1to ndo
z:=0(z,aj)
endfor
if z € E then return(JA) else return(NEIN)
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Entscheidbarkeit

Leerheitsproblem:

Sei M = (Z,%,4,S, E) ein NFA.
Frage: T(M) # (7
L6sung:
Sei G = (Z,—) der gerichtete Graph mit
z—Z <<= ZJaex:Zed(za).

Dann gilt: T(M) # 0, genau dann, wenn es in dem Graphen G einen (evtl.
leeren) Pfad von einem Knoten aus S zu einem Knoten aus E gibt.

Dies kann z. B. mit Tiefen- oder Breitensuche (siehe Vorlesung
Algorithmen und Datenstrukturen) entschieden werden.
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Entscheidbarkeit

Beispiel 1: Betrachte folgenden Automaten M.

Der Automat erkennt eine nicht-leere Sprache, wie der folgende Pfad in
dem Graphen G zeigt:
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Entscheidbarkeit

Beispiel 2: Der folgende Automat akzeptiert hingegen die leere Sprache,
das es keinen Pfad in dem Graphen G von 0 nach 3 gibt:
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Entscheidbarkeit
Endlichkeitsproblem:

Sei M = (Z,%,4,S, E) ein NFA.
Frage: Ist T(M) endlich?

L6sung:
Sei G wie auf der vorherigen Folie definiert.
Dann gilt: T(M) ist unendlich, genau dann, wenn es Zustinde z, € S,
z € Z und z; € E gibt mit:
» zp —* z (z ist vom Anfangszustand zp aus erreichbar),

» z - z (von z gibt es einen Pfad zuriick nach z mit mindestens einer
Kante, d.h. z liegt auf einem Kreis),

» z —* z; (von z erreicht man den Endzustand z;).
Dies kann wieder durch Tiefen- oder Breitensuche entschieden werden.
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Entscheidbarkeit

Beispiel: Betrachte wieder den folgenden Automaten M.

a b

Der Automat erkennt eine unendliche Sprache: Der rote Kreis ist von 0 aus

erreichbar und von dem roten Kreis kommt man zum Knoten 4 (dem
Endzustand des NFA).

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA

SS 2025 177 /355



Entscheidbarkeit

Schnittproblem:
Seien M; und My NFAs.

Frage: Gilt T(My) N T(M) = 0?

Losung:

Konstruiere aus My und M, den Produktautomaten M
(~ T(M)= T(Mi)N T(M.)), siche Folie 124.

Teste, ob T(M) = 0 gilt.
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Entscheidbarkeit

Inklusionsproblem:
Seien My und M> NFAs.

Frage: Gilt T(M;) C T(M,)?

Losung: Aus M; und M, kénnen wir einen NFA M mit

T(M) = T(My) N T (M) konstruieren.
Es gilt: T(M;) C T(Ma) genau dann, wenn T (M) = .
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Entscheidbarkeit

Aquivalenzproblem:

Seien M; und M, NFAs.
Frage: Gilt T(M;) = T(M,)?

Losung 1:

Es gilt: T(M;) = T(M.) genau dann, wenn T(M;) C T(M,) und
T(My) C T(My).

Losung 2:

Bestimme zu M; (i € {1,2}) einen dquivalenten minimalen DFA N;.

Dann gilt: T(My) = T(Mz) < T(Ni) = T(N2) < Nj und N sind
isomorph (d.h. kénnen durch Umbenennung der Zustédnde ineinander
iberfiihrt werden).
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Entscheidbarkeit

Effizienzbetrachtungen:

Je nachdem, in welcher Darstellung eine reguldre Sprache L gegeben ist,
kann die Laufzeit der oben beschriebenen Verfahren sehr unterschiedlich
ausfallen.

Beispiel: Aquivalenzproblem L; = Ly:
> [, L, gegeben als DFAs

~ Laufzeit O(n?)

> [,y gegeben als Grammatiken, reguldre Ausdriicke oder NFAs

~+ Komplexitat NP-hart

Das bedeutet unter anderem: Es ist nicht bekannt, ob dieses Problem
in polynomieller Zeit Iosbar ist.

Mehr zur Komplexitatsklasse NP und verwandten Fragestellungen ~~
Master Vorlesung Komplexitatstheorie
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Kontextfreie Sprachen

Wir behandeln nun die kontextfreien oder Typ-2-Sprachen.

Wiederholung: Produktionen kontextfreier Grammatiken

Bei kontextfreien Grammatiken haben alle Produktionen die Form A — w,
wobei A € V (d.h., A ist eine Variable) und w € (VU X)™.

Ausnahme (e-Sonderregelung): S — ¢, dann darf das Startsymbol S nicht
auf der rechten Seite einer Produktion vorkommen.

Betrachtete Beispielgrammatiken:
» Grammatik, die korrekt geklammerte arithmetische Ausdriicke erzeugt

» Grammatik, die Sitze der natiirlichen Sprache erzeugt

Ein weiteres Beispiel: die Sprache L = {akb* | k > 0} ist kontextfrei.
Produktionen: S —¢| T, T — ab | aTb
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Kontextfreie Sprachen

Anwendungen kontextfreier Sprachen

Hauptanwendung: Beschreibung der Syntax von Programmiersprachen

Viele der hier besprochenen Techniken sind daher interessant fiir den
Einsatz im Compilerbau.

Bemerkung: eine Grammatik, die eine natiirliche Sprache beschreibt, kann
trotz mancher kontextfreier Bestandteile nicht kontextfrei sein, da bei
Sprache viele subtile Kontextabhdngigkeiten beriicksichtigt werden miissen.

Bisher ist es auch noch niemandem gelungen eine vollstindige Grammatik
aller korrekten natiirlichsprachigen Satze zu bilden.
Frage: Was ist liberhaupt ein korrekter Satz?
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Kontextfreie Sprachen

Inhalt des Abschnitts “Kontextfreie Sprachen”

» Normalformen — wichtig fiir die Anwendung bestimmter
Verfahren /Techniken ist es, eine Grammatik in eine bestimmte
Normalform zu bringen.

» Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

» Abschlusseigenschaften — die kontextfreien Sprachen verhalten sich
hier nicht ganz so gutartig wie die reguldren Sprachen.

» Wortproblem — und der Algorithmus, um das Wortproblem zu [6sen
(CYK-Algorithmus)

» Kellerautomaten — das Automatenmodell zu kontextfreien Sprachen
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Normalformen

Wir beschéaftigen uns zundchst noch einmal mit der “e-Sonderregelung”:

Die Definition fiir kontextfreie Grammatiken (mit e-Sonderregelung)
fordert, dass S auf keiner rechten Seite auftauchen darf, wenn S — ¢ als
Produktion vorkommt. AuBerdem diirfen keine weiteren Produktionen der
Form A — ¢ auftauchen.

Was passiert, wenn man diese Bedingungen aufhebt und beliebige Regeln
der Form A — ¢ erlaubt? Kann es dann passieren, dass man eine

nicht-kontextfreie Sprache erzeugt?

Antwort: nein
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Normalformen

Satz (e-freie Grammatiken)

Gegeben sei eine Grammatik G = (V, X, P, S), deren Produktionen alle
von der Form A — w fir Ae V, w € (VU X)* sind.

Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik G’ = (V, X, P', S), so dass:

» alle Produktionen in P’ die Form A= wmit Ae V, we (VUXI)"
haben, und

> L(G') = L(G)\ {¢} gilt.

Man darf also e-Produktionen beliebig verwenden. Sie verdndern nichts an
der Ausdrucksmichtigkeit kontextfreier Grammatiken.

Beweis:

Sei V. = {A € V| A= ¢} die Menge aller Variablen, aus denen das
leere Wort abgeleitet werden kann.
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Normalformen

Die Menge V. kann mittels des folgenden Algorithmus berechnet werden:

U=V,
V..=UU{AeV|Iwe U : (A= w)e P}
endwhile

Dann gilt:

» Wenn eine Variable A irgendwann in die Menge V. aufgenommen
wird, gilt A =7 ¢.

Dies zeigt man leicht durch eine Induktion iiber dem Zeitpunkt t, zu
dem A in die Menge V. aufgenommen wird.
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Normalformen

» Wenn A =% ¢, dann wird irgendwann A in die Menge V.
aufgenommen.

Dies zeigt man durch eine Induktion iiber die Lange ¢ der Ableitung
A=%¢ e

Gilt (A — ¢) € P, so wird A ganz am Anfang in V. aufgenommen.

Ansonsten gibt es eine Produktion (A — AjAz--- A,) € P mit
A; =% e fiiralle 1 <7 < n, wobei die Ableitung A; =, ¢ Lange </
hat.

Nach Induktion wird jede Variable A; (1 < i < n) irgendwann in V.
aufgenommen.

Dann gilt das gleiche aber auch fiir A.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 188 /355



Normalformen

Fiir ein nicht-leeres Wort w € (V U Z)" definieren wir die Menge von
Woértern F(w) C (VUX) wie folgt:

Sei w = wgA1w1 Az -+ - wy_1Apw, wobei n >0, Ag,...,A, € V. und in
dem Wort wows - - - w,, keine Variable aus V. vorkommt. Dann sei

F(w) = {woAT' W1 A - wp_ 1AW, | e1,... e, € {0,1}}\ {e}.

wobei A? = ¢ und A} =A;.

Intuitiv: Alle Worter, die man aus w bilden kann, indem manche (aber
nicht unbedingt alle) Vorkommen von Variablen aus V. geléscht werden,
wobei das leere Wort nicht genommen wird.

Wir kénnen nun die Produktionsmenge P’ der e-freien Grammatik G’ wie
folgt definieren:

PP={A=w |3w:(A— w)ePund w € F(w)}.
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Normalformen
Behauptung: L(G') = L(G) \ {¢}
Beweis der Behauptung:
» L(G') C L(G)\ {e}: Nach Konstruktion von G’ gilt ¢ & L(G").
Ausserdem gilt fiir jede Produktion (A — w’) € P’ von G’
A= w'.

Dies impliziert L(G") C L(G) \ {e}.

> L(G)\ {e} C L(G’): Durch Induktion iiber die Linge von Ableitungen
zeigen wir fiir alle Nichtterminale A € V und Wérter w € ¥

A=¢w impliziert A=7% w.

Gelte also A =7 w.
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Normalformen

Wenn (A — w) € P, dann (A — w) € P’ und somit A =%, w.
Angenommen die Ableitung A =7 w hat Lange mindestens 2.

Es muss eine Produktion (A — woAiwiAaws - - Apw,) € P und kiirzere
Ableitungen A; =% u; (1 <7< n) mit w = wourwitows - - - U,w, geben.

Sei J={i|1<i<nu =ce}.

Sei w' das Wort, dass aus wgAiwiAows - - - A,w, entsteht, indem alle A;
mit i € J durch ¢ ersetzt werden (beachte: A; € V. fiir alle i € J).

Da w # ¢ muss auch w’ # ¢ gelten.
Nach Definition von P’ gilt (A — w') € P'.
Ausserdem gilt nach Induktion: A; =7, u; fiiralle i € {1,...,n} \ J.

Insgesamt ergibt sich A =7, w. O
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Normalformen
Der soeben bewiesene Satz zeigt insbesondere:

Sei G = (V, X, P,S) eine Grammatik, deren Produktionen alle von der
Form A — w fir Ac V, w € (VUZX)* sind. Dann ist L(G) kontextfrei.

Beweis: Konstruiere aus G eine kontextfreie Grammatik G’, so dass
L(G") = L(G) \ {e} und G’ keine Produktionen der Form A — ¢ enthilt.

Falls ¢ ¢ L(G) gilt, erhalten wir L(G') = L(G).
Sei nun € € L(G).

Nimm ein neues Startsymbol S’ und fiige zu G’ die Produktionen
S"— ¢S hinzu.

Die resultierende Grammatik H ist kontextfrei (e-Sonderregelung) und es
gilt L(G) = L(G")U{e} = L(H). O
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Normalformen

Beispiel: Betrachte die Grammatik G mit den folgenden Produktionen:

S—aABC, A—c|AA, B—e|BbA, C—c¢e|CAc
Es gilt V. = {A, B, C}.

Fiir die (nicht-leeren) rechten Seiten der Grammatik ergibt sich:
» F(aABC) = {aABC,aBC,aAC,aAB, aA, aB, aC, a}
> F(AA) = {AA, A}
> F(BbA) = {BbA, bA, Bb, b}
» F(CAc) = {CAc, Ac, Cc,c}
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Normalformen

Beachte: € ¢ L(G). Daher erfiillt die Grammatik G’ mit den folgenden
Produktionen L(G) = L(G):

aABC | aBC | aAC | aAB | aA|aB | aC | a
AA| A

BbA | bA| Bb| b

CAc | Ac| Cc| ¢

O > on
Ll

Bemerkung: Die auf Folie 189 definierte Menge kann bis zu 2" Worter
enthalten. Dies kann dazu fiihren, dass die konstruierte Grammatik G’
recht groB wird.
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Normalformen

Wir betrachten nun eine weitere wichtige Normalform:

Definition (Chomsky-Normalform)

Eine kontextfreie Grammatik G mit € ¢ L(G) heiBt in

Chomsky-Normalform (kurz CNF), falls alle Produktionen eine der
folgenden zwei Formen haben:

A — BC A— a

Dabei sind A, B, C € V Variablen und a € X ein Terminalsymbol.

Satz (Umwandlung in Chomsky-Normalform)

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit ¢ € L(G) gibt es eine Grammatik
G’ in Chomsky-Normalform mit L(G) = L(G').

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 195 /355



Normalformen

Beweis:

Schritt 1:

Auf Grund des Satzes “c-freie Grammatiken” (Folie 186) kénnen wir
davon ausgehen, dass G keine Produktionen der Form A — ¢ hat.

Schritt 2:

Wir fiihren fiir jedes Terminalsymbol a € ¥ eine neue Variable A, ¢ V
zusammen mit der Produktion A, — a ein.

Dann kdnnen wir jedes Vorkommen von a in einer rechten Seite # a durch
A, ersetzen.

Danach haben alle Produktionen die Form A — a oder A — A;--- A, mit
a€ X, n>1und Variablen A1,..., A,
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Normalformen

Schritt 3: Elimination von Kettenregeln.

Wir eliminieren nun alle Produktionen der Form A — B fiir Variablen A, B
(Kettenregeln) wie folgt:

Fiir jede Variable A fiigen wir die Produktion A — « hinzu, falls « keine
Variable ist und eine Variable B mit A =* B — « existiert.

Dannach kénnen wir alle Kettenregeln weglassen.

Alle Produktionen haben nun die Form A — a oder A — Ay --- A, mit
a€ X, n>2und Variablen Ay,... A,
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Normalformen

Schritt 4: Elimination von Produktionen der Form A — A;--- A, mit
n> 3.

Sei A— A;--- A, eine Produktion mit n > 3.

Wir fiihren neue Variablen By, ..., B,_1 ein und ersetzen die Produktion
A — A;j--- A, durch die folgenden Produktionen:

A— AiBy, Bi—ABi1(2<i<n-2), B,1— A_1A,
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Normalformen
Beispiel: Sei

G=({S,A},{a,b,c},P,S)
mit folgender Produktionenmenge P:

S — aAb
A — SlaaSc|e

Wir wandeln G in CNF um.
Schritt 1: Wir machen G e-frei.

Dies ergibt die Produktionen

S — aAb|ab
A — S]aaSc
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Normalformen

Schritt 2: Dies ergibt die Produktionen

S = AJAAL | AJAp
A — S|AASA.
A, — a
Ab — b
Ac — ¢
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Normalformen

Schritt 3: Elimination von Kettenregeln.

Die einzige Kettenregel unserer Grammatik ist A — S. Deren Elimination
liefert die folgenden Produktionen:

S = AJAAL | AJAp

A — AJAAp | AJAp | AJALSAC
A, — a
A, — b
Ac — ¢
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Normalformen

Schritt 4: Elimination von Regeln der Gestalt A — A1 --- A, mit n > 3.

S — AiB|AA
A — A,B|AA,| AC
B — AAp
C — A,SA:
A, — a
A, — b
Ac — ¢
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Normalformen

Schritt 4: Elimination von Regeln der Gestalt A — A;--- A, mit n > 3.

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

A A

A.B | AsAb

A.B | AsAb | AsC
AA,

A,D
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a
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Normalformen
Definition (Greibach-Normalform)

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) mit € ¢ L(G) ist in
Greibach-Normalform, falls alle Produktionen aus P folgende Form haben:

A— aBi1B;... B mit k > 0
Dabei sind A, By, - - - , Bx € V Variablen und a € ¥ ein Alphabetsymbol.

Die Greibach-Normalform garantiert, dass bei jedem Ableitungsschritt
genau ein Alphabetsymbol entsteht.

Sie ist niitzlich, um zu zeigen, dass Kellerautomaten (d.h., Automaten fiir
kontextfreie Sprachen) keine e-Ubergange brauchen.

Satz (Umwandlung in Greibach-Normalform)

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit € € L(G) gibt es eine Grammatik
G’ in Greibach-Normalform mit L(G) = L(G’).
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Normalformen

Beweis: Sei G = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit ¢ ¢ L(G).

Voriiberlegung:

Angenommen in P gibt es fiir eine Variable A die folgenden Produktionen:
A= Aay |- [Aak | Br |-+ | Be

Hierbei sind a1, ..., ak, B1,...,0c € (VUX)* und f1,..., [ beginnen
nicht mit A.

Dann kann man mit diesen Produktionen genau die gleichen Satzformen
erzeugen wie mit

A= Bl |Bel BB+ | BB
B—aj| - |ax|aiB| - |akB.

Mit beiden Regelsitzen lassen sich alle Satzformen aus

(Br |- Be)ax |- | ax)*

erzeugen.
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Normalformen

Sei nun Ay,..., An eine beliebige Aufzdhlung aller Variablen von G.
Schritt 1: Mit dem Algorithmus auf der nachsten Folie formen wir G in

eine dquivalente kontextfreie Grammatik um, in der fiir alle Produktionen
der Form A; — «a gilt:

a=aBmitacX,fe V odera=ABmit;j>i3ec V"

0O.B.d.A. kdnnen wir davon ausgehen, dass G in Chomsky-Normalform ist.
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Normalformen

for i :=1to mdo
forj:=1to/—1do
for all (A; — Aja) € P do

Seien Aj — B1 | - -+ | By alle Regeln mit linker Seite = A;.
P:=(PU{Ai = Bia|---| Bna}) \ {Ai = Aja}
endfor
endfor

if es gibt Produktionen der Form A; — A;a then
Wende die Transformation aus der Voriiberlegung auf A; an
(dabei wird eine neue Variable B; eingefiihrt).
endif
endfor

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025

207 /355



Normalformen

Nach Schritt 1 sind insbesondere alle Produktionen mit linker Seite = A,
von der Form A, > aa mita€ L, a € V*.

Schritt 2: Der folgende Algorithmus erzwingt, dass alle Produktionen mit
linker Seite A; rechts mit einem Terminalsymbol beginnen.

for i := m—1 downto 1 do
forall (A; — Aja) € P mit j > i do

Seien Aj — B1 | - -+ | By alle Regeln mit linker Seite = A;.
P = (PU{A,‘—>610¢ | |5noz})\{A,'—>AjOz}
endfor
endfor

Nach Schritt 2 sind alle Produktionen mit linker Seite = A; (1 </ < m) in
Greibach-Normalform.

Aber: Die in Schritt 1 eingefiihrten Produktionen fiir die neuen Variablen
B; kénnten nicht in Greibach-Normalform sein.
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Normalformen

Sei B — Aja eine solche Regel, die die Greibach-Normalform verletzt.

Seien Aj — B1 | - -+ | Bk alle Produktionen mit linker Seite = A;.
Dann beginnen 31, ..., Bk mit Terminalsymbolen.
Ersetze B; — Aja durch B; = fra | -+ - | Bra.

Nun ist die Grammatik in Greibach-Normalform.
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Normalformen

Beispiel: Sei G die Grammatik in CNF mit folgenden Produktionen:
A1 = AA3
Ay — AsA1|b
As — AlAx ] a

In Schritt 1 wird nur die Produktion A3 — A;A, im Durchlauf i = 3 wie
folgt ersetzt:

> Bei _] =1 A3 — A2A3A2
> Bei j =2: A3 — A3A1A3A2 | bA3A2
Nun wird eine neue Variable Bs eingefiihrt, und die Produktionen
A3 — A3A1A3A2 ‘ bA3A2 | a
werden ersetzt durch
A3 — bA3A2B3 ‘ 833 | bA3A2 ‘ a
B3 — A1A3A283 | A1A3A2.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 210 /355



Normalformen

Wir haben also nach Schritt 1 folgende Grammatik vorliegen:
A1 — A)A3
A — AA; ’ b
Az — bA3AB3 | aBs | bA3 A ‘ a
Bz — Ai1A3A:B; | A1A3A;.

Beachte: Alle Produktionen fiir A3 beginnen in der Tat mit einem
Terminalsymbol auf der rechten Seite.

Nach Schritt 2, Durchlauf i = 2:

A1
Ao
A3
B3

Ll d

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

ArAs

bAsAB3A; | aBsAy | bAsA AL | aAy | b
bA3AsBs | aBs | bAsA, | a

A1A3A2B3 | A1A3Az

FSA SS 2025

211/355



Normalformen

Nach Schritt 2, Durchlauf i = 1:

A1 = bA3ArB3A1A;s | aBsA1As | bAsA AL As | aA1As | bAs
Ay — bA3AxB3A; | aBsA; | bAsAzAL | aAr | b

As — bA3ABs | aBs | bAsA; | a

Bs — AAsAxBs | A1AsA,

Nun muss noch in den rechten Seiten der B;-Produktionen A; durch die
rechten Seiten von A; ersetzt werden:
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Normalformen

A1 — bA3ArB3A1A;s | aBsAiAs | bAsAALAs | aA1As | bAs

Ay — bA3ArB3A; | aBsA; | bAsAxA; | aAr | b

As — bA3A:Bs | aBs | bAsA; | a

By — bAsABsA1AsA3ALBs | aB3A1AsAsArBs | bA3AzALAsAsALBs |

aA1A3A3A2Bs | bA3A3AxBs | bA3Ar B3 AL AsAsA; |
aB3A1A3A3A2 | bA3A2A1A3A3A2 | aA1A3A3A2 | bA3A3A2
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Normalformen

Bemerkung zum leeren Wort &: Mit Grammatiken in
Chomsky-Normalform bzw. Greibach-Normalform lassen sich nur
kontextfreie Sprachen L mit € ¢ L erzeugen.

Hat man nun eine kontextfreie Grammatik G mit € € L(G) vorliegen, so
kann man wie folgt vorgehen:
> Konstruiere aus G eine kontextfreie Grammatik G’ mit
L(G") = L(G) \ {e} (siehe Satz auf Folie 186).
» Wandle G’ in eine Grammatik G” in Chomsky-Normalform bzw.
Greibach-Normalform um.
Sei S das Startsymbol von G” und seien S — «aq | -+ | i,y alle
Produktionen in G” mit linker Seite = S.
» Nimm ein neues Startsymbol S’ und fiige zu G” die Produktionen
S"—elag || aphinzu.
Fiir die resultierende Grammatik H gilt L(G) = L(H), und bis auf die
Produktion S" — ¢ sind alle Produktionen in H in

Chomsky-Normalform bzw. Greibach-Normalform.
Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 214 /355



Pumping-Lemma

Weitgehend analog zu reguldren Sprachen kann man nun ein
Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen zeigen.

Die fiir reguldre Sprachen und endliche Automaten geltende Aussage

Jedes ausreichend lange Wort durchliuft einen Zustand des Automaten
zweimal.

wird dabei ersetzt durch
Auf einem Pfad des Syntaxbaums, der die Ableitung eines ausreichend

langen Wortes durch eine kontextfreie Grammatik darstellt, kommt eine
Variable mindestens zweimal vor.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 215 /355



Pumping-Lemma

Was bedeutet hier “ausreichend langes Wort” ?

Die Beantwortung dieser Frage hingt davon ab, in welcher Form sich die
Grammatik befindet.

Wir nehmen an, sie befinde sich in Chomsky-Normalform.

Dann gilt: Syntaxbdume sind (bis auf die unterste Schicht der Blatter)
immer Bindrbaume (aufgrund der Produktionen der Form A — BC).

Fiir Bindarbaume gilt nun:

Lemma (Lange von Pfaden in Bindrbaumen)

Sei B ein Binarbaum (d.h., jeder Knoten in B hat entweder null oder zwei
Kinder) mit mindestens 2% Blattern.

Dann hat B einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt, der aus
mindestens k Kanten und k + 1 Knoten besteht.
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Pumping-Lemma
Beweis: Induktion iiber k.

Induktionsanfang: k = 0.
Sei B ein Binirbaum mit mindestens 2° = 1 Blattern.

Dann hat B einen Pfad, der aus mindestens einem Knoten (namlich der
Waurzel) besteht.

Induktionsschluss: k > 0.
Sei B ein Binidrbaum mit mindestens 2kt1 = 2k 4 2k Blittern.

Seien v; und v, die beiden Kinder der Wurzel, und seien B; und B, die
Bindrbaume mit Wurzel vy bzw. vy:

/N

Vi V2

By B>
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Pumping-Lemma

Dann muss B; oder B, mindestens 2% Blitter haben: Hatte sowohl By als
auch B, echt weniger als 2% Blitter, dann hitte der Baum B echt weniger
als 2k 4 2k = 2k+1 Bljtter.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit habe B; mindestens 2% viele
Blatter.

Nach Induktionshypothese gibt es in By einen Pfad von der Wurzel v; zu
einem Blatt mit mindestens k Kanten und k + 1 Knoten.

Indem wir zu diesem Pfad die Kante von der Wuzel nach v; hinzufiigen,
erhalten wir in B einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt mit
mindestens k + 1 Kanten und k + 2 Knoten. O
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Pumping-Lemma

Beispiel: Die kontextfreie Grammatik G (in CNF) bestehe aus folgenden
Produktionen:

S AT|CB, T—SB, A= BC, B—b, C—c.

Betrachte folgenden Syntaxbaum:

A T
/\ /\
B C S B
| T |
b c A T b
N N
B c S B
VAN
b c C B b
||
c b
Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA SS 2025 219 /355



Pumping-Lemma

Beispiel: Die kontextfreie Grammatik G (in CNF) bestehe aus folgenden
Produktionen:

S AT|CB, T—SB, A= BC, B—b, C—c.

Entfernen der Blatter liefert einen Bindrbaum:

S
/\
A T
B/\C 5/\8
/\
A T
NN
B C S B
/N
C B
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Pumping-Lemma

Beispiel: Die kontextfreie Grammatik G (in CNF) bestehe aus folgenden
Produktionen:

S AT|CB, T—SB, A= BC, B—b, C—c.

Entfernen der Blatter liefert einen Bindrbaum:

S
/\
A T
B/\C 5/\8
/\
A T
NN
B C S B
/N
C B
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Pumping-Lemma

Sei nun G = (V,X, P,S) eine Grammatik in Chomsky-Normalform mit
k = |V/| vielen Variablen.
Sei weiter z € L(G).

» Wenn |z| > 2%, dann hat jeder Syntaxbaum fiir z offensichtlich
mindestens 2% Blitter.

» Betrachte einen Syntaxbaum fiir z und entferne die mit den
Terminalsymbolen beschrifteten Blatter.
Dies ergibt einen Bindrbaum T.

» Betrachte einen ldngsten Pfad in T von der Wurzel zu einem Blatt.

» Das Lemma von Folie 216 impliziert, dass dieser Pfad mindestens
k +1 > |V| viele Knoten hat.

» Also kommt auf dem Pfad eine Variable A mindestens zweimal vor
(wir sprechen von einem Doppelvorkommen im folgenden).
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Pumping-Lemma

Syntaxbaum fiir ein Wort z mit |z| > n = 2k
n ist hier die “Konstante des Pumping-Lemmas".

Bindrbaum

| Ebene der Blatter
(letzter Ableitungsschritt)

Wort z

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025

221 /355



Pumping-Lemma
Ein langster Pfad hat mindestens k + 1 innere Knoten.

Wort z
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Pumping-Lemma
Auf diesem Pfad gibt es eine Variable, die zweimal auftaucht, etwa A.

> =

Wort z
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Pumping-Lemma
Das Wort z wird nun in fiinf Teilworter u, v, w, x, y aufgespalten:
» w wird aus dem unteren A abgeleitet: A =" w

> vwx wird aus dem oberen A abgeleitet: A =* vAx =" vwx

S
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Pumping-Lemma
Damit erhdlt man drei ineinander enthaltene Teil-Syntaxbdume, die man
neu zusammenstecken kann.
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Pumping-Lemma
Durch Weglassen des mittleren Teilbaums erhdlt man einen Syntaxbaum fiir
uwy. Damit gilt: uwy € L(G).
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Pumping-Lemma
Durch Verdoppeln des mittleren Teilbaums erhilt man einen Syntaxbaum
fiir uv?wx?y. Damit gilt: uv?wx?y € L(G).
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Pumping-Lemma

Am konkreten Beispiel von Folie 219.

S
/\
A T
B/\C 5/\8
/\
A T
NN
B C S B
/\
C B

Wir erhalten: u=bc, v=bc, w=cb, x=b, y=>b
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Pumping-Lemma

AuBerdem kann man fiir v, w, x folgende Eigenschaften verlangen:
lvwx| < n = 2k

Wir kénnen annehmen, dass wir das am weitesten unten liegende
Doppelvorkommen einer Variable gewahlt haben, d.h., das
Doppelvorkommen mit der groBten Tiefe.

Das kann dadurch erreicht werden, dass ein Pfad maximaler Lange von
unten nach oben verfolgt wird, bis ein Doppelvorkommen entdeckt wird.
Demnach ist der Abstand des oberen A zur Blattebene hochstens k und

der darunter hingende Binirbaum hat hochstens 2% Blatter.
s
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Pumping-Lemma

lvx| > 1:

Seien B, C die beiden Kinder des oberen A. Dann geht das untere A
entweder aus B oder C hervor. Die jeweils andere Variable muss — da die
Grammatik in Chomsy-Normalform ist — ein nicht-leeres Wort ableiten.
Und dieses Wort ist ein Teilwort von v oder von x.

S
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Das Pumping-Lemma

Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen:

Satz (Pumping-Lemma, uvwxy-Theorem)

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine Zahl n, so dass sich alle
Worter z € L mit |z| > n zerlegen lassen als z = uvwxy, so dass folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

1. |w| >1,
2. |vwx| < n,

3. fiir alle i > 0 gilt: uv/wx'y € L.

Dabei geht n = 2 aus der Anzahl k der Variablen einer kontextfreien
Grammatik in CNF fiir L hervor.
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Pumping-Lemma
Anwendung des Pumping-Lemmas:

Wir zeigen, dass die Sprache L = {a™b™c™ | m > 1} nicht kontextfrei ist.
1. Wir nehmen eine beliebige Zahl n an.
2. Wir wahlen ein Wort z € L mit |z| > n. In diesem Fall eignet sich
z=a"b"c".
3. Wir betrachten nun alle méglichen Zerlegungen z = uvwxy mit den
Einschrankungen |vx| > 1 und |vwx| < n.

Wegen |vwx| < n gilt, dass vx nicht aus a's, b'c und c¢’s bestehen
kann, denn es kann sich nicht iiber den gesamten b-Block erstrecken.
4. Wir wahlen fiir alle diese moglichen Zerlegungen i = 2 und betrachten

uv?wx?y. Wegen der obigen Uberlegungen sind nun ein oder zwei

Alphabetsymbole gepumpt worden, mindestens eines jedoch nicht.

Damit ist klar, dass uv?wx?y nicht in L liegen kann, denn jedes Wort
in L hat gleich viele a's, b's und c¢'s.
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Pumping-Lemma

Man kann auch fiir folgende Sprachen zeigen, dass sie nicht kontextfrei
sind:

Ly = {aP | pist Primzahl}

L, = {a"| nist Quadratzahl}

L3 = {a%|n>0}
Die Sprachen L3, Ly, L3 sind alle unar, d.h., sie sind Sprachen iiber einem
einelementigen Alphabet: Ly, Ly, L3 CX* mit |X| =1

Fiir undre Sprachen gilt sogar folgender Satz (ohne Beweis).

Satz (undre kontextfreie Sprachen)

Jede kontextfreie Sprache iiber einem einelementigen Alphabet ist bereits
regular.
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Abschlusseigenschaften

Abgeschlossenheit

Die kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen unter:
» Vereinigung (L1, Ly kontextfrei = L; U L, kontextfrei)
» Produkt/Konkatenation (L;, L, kontextfrei = L;L, kontextfrei)
» Stern-Operation (L kontextfrei = L* kontextfrei)

Die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen unter:
» Schnitt

> Komplement
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Abschlusseigenschaften

Abschluss unter Vereinigung

Wenn L; und L, kontextfreie Sprachen sind, dann ist auch L; U Ly
kontextfrei.

Begriindung: Seien Gl = (Vl, Z, Pl, 51) und GQ = (Vg, Z, P2, 52)
kontextfreie Grammatiken.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte V5 N Vo = ().
Sei S Qé ViU Vs,

Dann ist G = (V1 uWwu {5}, X, PLUPU {5 — 51,5 — 52},5) eine
kontextfreie Grammatik mit L(G) = L(G1) U L(Gp).
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Abschlusseigenschaften

Abschluss unter Produkt/Konkatenation

Wenn L; und L, kontextfreie Sprachen sind, dann ist auch L{L,
kontextfrei.

Begriindung: Seien
G =(V1,L,P1,51), G=(V2, L, P2, %)

kontextfreie Grammatiken. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte
Vinve, =0.

Sei S ¢ ViU Vs,
Dann ist

G = (Vl uUWhu {5},2, PLUPU {S — 5152}, S)
eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L(G1)L(G).
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Abschlusseigenschaften

Abschluss unter der Stern-Operation

Wenn L eine kontextfreie Sprache ist, dann ist auch L* kontextfrei.

Begriindung: Sei
Gl = (Vlyza Plysl)

eine kontextfreie Grammatik.
Sei S §é V1.

Dann ist
G=(V1U{S}HL L, PLU{S =¢S5 — 55}5)

eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L(G1)*.
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Abschlusseigenschaften

Kein Abschluss unter Schnitt

Es gibt kontextfreie Sprachen L; und Ly, so dass L1 N Ly nicht kontextfrei
ist.

Gegenbeispiel: Die Sprachen
L = {dbkck|j>0k>0)
L, = {a"b*cd|j>0k>0}
sind beide kontextfrei (L1 wird z.B. durch eine Grammatik mit den
Produktionen S — aS | A, A — ¢ | bAc erzeugt).
Fiir ihren Schnitt gilt jedoch

Ly N Ly = {akbkck | k >0},

und diese Sprache ist — wie mit dem Pumping-Lemma gezeigt wurde —

nicht kontextfrei.
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Abschlusseigenschaften

Kein Abschluss unter Komplement

Es gibt eine kontextfreie Sprache L, so dass L = ¥*\L nicht kontextfrei ist.

Begriindung:

Nehmen wir an, die kontextfreien Sprachen wiren unter Komplement
abgeschlossen und seien L1 und L kontextfrei. Wegen

leLQZEUTQ

(Regel von de Morgan) ware dann auch Ly N Ly kontextfrei.

Dies ist ein Widerspruch zum Gegenbeispiel auf der vorherigen Folie.
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Der CYK-Algorithmus

Wir kennen bereits ein Verfahren, mit dem man das Wortproblem fiir G
[6sen kann, wobei G eine Typ-1-, Typ-2- oder Typ-3-Grammatik sein kann
(Folie 37).

Im wesentlichen: Aufzdhlen aller Worter bis zu einer bestimmten Lange.
Da dieses Verfahren jedoch exponentielle Laufzeit (in der Lénge des
Wortes) haben kann, betrachten wir hier ein effizienteres Verfahren fiir

kontextfreie Grammatiken: den CYK-Algorithmus
(entwickelt von Cocke, Younger, Kasami).

Voraussetzung: die Grammatik ist in Chomsky-Normalform, alle
Produktionen haben also die Form A — a oder A — BC.
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Der CYK-Algorithmus

Idee: Gegeben sei ein Wort x € £*. Wir wollen feststellen, aus welchen
Variablen es abgeleitet werden kann.

> Maéglichkeit 1: x = a € X, d.h., x besteht aus einem einzigen
Alphabetsymbol.

Dann kann x nur aus Variablen A abgeleitet werden, fiir die es eine
Produktion A — a gibt.

» Méglichkeit 2: x = a; ---a, mit n > 2.

In diesem Fall gilt: Zundchst muss eine Produktion A — BC
angewandt werden, dann muss ein Teil a3 - - - ax des Wortes aus B
und der andere Teil a;.1---a, aus C abgeleitet werden (1 < k < n).
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Der CYK-Algorithmus

Moglichkeit 2 4Bt sich schematisch folgendermaBen darstellen:

A

RN

B C

di...dk dk+1-.-4dn
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Der CYK-Algorithmus

Es ist jedoch nicht klar, wo das Wort x geteilt werden muss, d.h., wie groB
die Position k ist!

Daher: Probiere alle méglichen k's durch. Das heiBt:
Gegeben ein Wort x = a3 - - - ap.

Fiir alle k mit 1 < k < n mache Folgendes:

P> Bestimme die Menge V4 aller Variablen, aus denen sich a; - - - ay
ableiten I3sst.

P> Bestimme die Menge V5, aller Variablen, aus denen sich ax.1---a,
ableiten l3sst.

> Stelle fest, ob es Variablen A, B, C gibt mit (A — BC) € P, Be V4
und C € V,.

In diesem Fall I3sst sich x aus A ableiten .
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Der CYK-Algorithmus

Um Mehraufwand zu vermeiden, verwenden wir die Methode der
dynamischen Programmierung, das heiBt:

» berechne zuerst alle Variablen, aus denen sich Teilworter der Lange 1
ableiten lassen,

» berechne dann alle Variablen, aus denen sich Teilworter der Lange 2
ableiten lassen,
4

» zuletzt berechne alle Variablen, aus denen sich x ableiten 13Bt. Falls
sich die Startvariable S unter diesen Variablen befindet, so liegt x in
der von der Grammatik erzeugten Sprache.
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Der CYK-Algorithmus

Notation: Wir bezeichnen mit x;; das Teilwort von x, das an der Stelle /
beginnt und die Lange j hat.

X=ai1---ap = Xjj=aj - -di+j-1

Damit sieht das obige Bild folgendermaBen aus:

N

X1 k Xk+1,n—k
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Der CYK-Algorithmus

Wir bezeichnen mit T;; die Menge aller Variablen, aus denen sich x; ;
ableiten l3sst:

T’-’J-:{A€V|A:>*GX,"J'}
Dann gilt :
> T,'JZ{AEV‘(A%&J,‘)EP}.

» Fiir j > 2 lasst sich T;; aus den Mengen T, mit k <
folgendermaBen bestimmen:

T,'JZ{A|E](A—>BC)EP31§k<j:B€T,'7k und C € T,'Jrk,j,k}
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Der CYK-Algorithmus

Praktische Ausfithrung des CYK-Algorithmus:

Wir tragen die Variablenmengen T;; in folgende Tabelle ein:

=i an e dn—1 dp
J=1 T | Tax| oo | oo |To1a] Tax
J=2 | Tip| Top| o | oo [Toe1p

j=n—1 |Ti,1Ton1

j =n Tl,n
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Der CYK-Algorithmus

FolgendermaBen lasst sich veranschaulichen, welche Variablenmenge
welches Teilwort ableitet:

1 i | ! | .
I I
H di Hl an : asz ! dg das H dg H
1t 1 L 1 1 L L
1 i 1 ! ! i 1 1"
j=1 " Ty Tox 0 Ts1 2l Tan o Tsxoo) Tepo
VoeT v o Lo
1 il [ - - e
J=2 | Tig i Tog.r7 Tap.7" Tap .7 Tso o7
! ! P P
j=3 || Tiz 1 Ta3 T3z .-" Tag .-
T
l l e L
Jj=4 | Twa Toa-" T34 .-
: | I ///
I -,
j=5 |1 Tis Tos .~
:
! .
J =6 : Tl,ﬁ o
| R
FSA SS 2025
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Der CYK-Algorithmus

ay a a a3 a ag
j=1 To1
j=2

j=3

j=4

Jj=5 | Ts

Jj=06 | T
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Der CYK-Algorithmus

ay a a3 a a3 &
j=1
j=2 Ts2
j=3
Jj=4 | T
j=5
Jj=06 | T
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Der CYK-Algorithmus

al a as as as ag

j=1

j=2

i=3 " X = 213233 | asa536
i (A— BC) € P,
j=5

Jj=06 | T
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Der CYK-Algorithmus

ay a a3 a a3 &
j=1
Jj=2 | T
j=3
j=4 T34
j=5
Jj=06 | T
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Der CYK-Algorithmus

ay a a3 a a3 &
Jj=1 1T
j=2
j=3
j=4
Jj=5 Tas
Jj=06 | T
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Der CYK-Algorithmus

Beispiel 1: Betrachte eine Grammatik fiir die Sprache
L = {akb¥c/ | k,j > 0} mit folgenden Produktionen:

S —- AB

A — ab|aAb

B — c|cB
Wir zeigen mittels des CYK-Algorithmus, dass aaabbbcc € L gilt.
Zunachst miissen wir die Grammatik in Chomsky-Normalform {iberfiihren.

Dies ergibt die Grammatik auf der nachsten Folie.
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

Jj=1

j:

j:

j=4

j:

6

j:

Jj=28
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a

A— AAp | AC A, — b

C— AAb Ac — ¢

B c|AB

a a a b b b c c
Jj= Aa | Aa | Aa | A | Ap | Ab | B,Ac | B, Ac ‘
j =
j =
j=4
j =
J =
j=
J=o | |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A= AAp | A,C Ap — b
C — AAp Ac— ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
=210
j =
j=4
j =
j =
j =
j=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac— ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 010
j:
j=4
j:
j:
j:
j:
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A= AA, | AsC Ap — b
C— AAb AC — C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
j= 0l 0olA
j =
j=4
j =
j =
j =
j=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A= AAp | A,C Ap — b
C— AAb AC — C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= 010l A|D
j =
j=4
j =
j =
j =
j=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A= AAp | A,C Ap — b
C— AAb AC — C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= Ol 0olALO|D
j =
j=4
j =
j =
j =
j=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A= AAp | A,C Ap — b
C— AAb AC — C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= Aa | Aa | Aa | Ap | Ap | Ab | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= 01 0]ALO][0O]0D
j =
j=4
j =
j =
j =
j=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A= AAp | A,C Ap — b
C— AAb AC — C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= O 0lALO 0|0 B
j =
j=4
j =
j =
j =
j=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A= AAp | A,C Ap — b
C — AAp Ac— ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j = As | A | As | Ap | Ap | Ap 87 Ac 87 Ac ‘
Jj= 010l ALTO]O]0 B
=310
j=4
j =
j =
j =
Jj=38| |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= O 0OLALTOD| 0|0 B

i= 0

j=4

j:

j:

j:

Jj=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A= AAp | A,C Ap — b
C — AAp Ac— ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = As | A | As | Ay | Ap | Ap 87 Ac 87 Ac ‘
Jj= 01 0]ALTO]0O]0 B
Jj= 010
j=4
j =
j =
j =
Jj=38| |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac— ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘
Jj= 01 o0OLALTD| 0|0 B
Jj= 0|0
j=4
j:
j:
j:
Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AA, Ac— ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Aa | Aa | Aa | Ap | Ap | Ap | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= 01 oOLALTD|[ 0|0 B
Jj= 0|10l cC
j=4
j:
j:
j:
Jj=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac— ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘
Jj= Ol o]l A]T OO0 B
Jj= 010l cC
j=4
j:
j:
j:
Jj=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= Ol o]l A]T OO0 B

Jj= 010l Cl0

j=4

j:

j:

j:

Jj=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 oLALOD|] 0|0 B

Jj= 010l Cl0

j=4

j:

j:

j:

Jj=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab B-/ Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 oLALOD|] 0|0 B

Jj= ol o]l Ccl o0

j=4

j:

j:

j:

Jj=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0oLALTOD|[ 0|0 B

Jj= ol o]l Ccl o0

j=4

j:

j:

j:

Jj=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0oLALTOD|[ 0|0 B

Jj= OO0 Ccliol00

j=4

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0 Ccliol00

j=4

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= 1oL Ccliolo|0

j=4[10

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01T oLALTD| 0|0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=4[10

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= 010 Ccliol00

j=4[10

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= 010 Ccliol00

j=410 10

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= Ol 0]l AT OO0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=410 10

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | ASC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0 Ccliol00

j=41 0 A

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0 Cliol00

j=4,10 | A|D

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 oLALTOD|] D0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=410 | A0

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0 Ccliol00

j=410 | A0

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab B-/ Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0 Ccliol00

j=410 | A 0|0

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= Ol o]l A]T OO0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=410 | A 0|0

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0 Ccliol00

j=410 | A 0|0

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0 Ccliol00

j=4] 0 A 0|00

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 oLALOD|] 0|0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=4] 0 A 0|00

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0 Ccliol00

j=4] 0 A 0|00

j:

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= oloflclo]o]0

j=4| 0 Al O]O]O

i= 0

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= Ol o]l A]T OO0 B

Jj= 1oL Ccliolo|0

j=4| 0 Al O] O]O

i= 0

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= OroLALTD| 0|0 B

Jj= OO0 Cliol00

j=4| 0 Al O] O]O

i= 0

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=4| 0| AlO]O]O

i= 0

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AA, Ac— ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘
Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B
Jj= OO0l Ccliol00
j=4| 0 Al O]O]O
i=5[0]C
j:
j:
Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 oLALOD|] 0|0 B

Jj= 010 Ccliol00

j=4| 0 Al O] O]O

i=5[0]C

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= O 0OLALTOD| 0|0 B

J= OO0 Ccliol00

j=41 0 | A0 ] 0

i=5[0]C

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=4| 0 Al O]O]O

i=5[0]C

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab B-/ Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=4| 0 Al O]O]O

Jj= 01 Ccl0

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0oLALTOD|[ 0|0 B

Jj= ololclolo]0

j=4| 0 Al O] O]O

Jj= 01 Ccl0

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0OLALTD| 0|0 B

Jj= OO0 Ccliol00

j=4| 0 Al O] O]O

Jj= 01 Ccl0

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=4| 0 Al O]O]O

Jj= 01 Ccl0

j:

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=4| 0 Al O]O]O

Jj= 01 cl o]0

j:

j:

j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0 Ccliol00

j=4| 0 Al O] O]O

Jj= 01 cl o]0

j:

j:

j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= Ol o]l A]T OO0 B

Jj= OO0 Ccliol00

j=4| 0 Al O] O]O

Jj= 01 cl o]0

j:

j:

j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=4] 0 A 0|00

Jj= 01 cl o]0

j:

j:

j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=4| 0 Al O] O]O

Jj= 01 cloilo

i= 0

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 oLALOD|] 0|0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=4| 0 Al O]O]O

Jj= 01 Ccl o]0

i= 0

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= Lo Ccliolo|0

j=4| 0 Al O] O]O

Jj= 01 Ccl o]0

i= 0

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= OroLALTD| 0|0 B

Jj= OO0l Ccliol00

j=4| 0 Al O]O]O

Jj= 01 Ccl o]0

i= 0

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | ASC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c

j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘

Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B

Jj= oloflclo]o]0

j=4| 0 Al O] O]O

Jj= 01 clo]o

J= A

j:

Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= Aa | Aa | Aa | A | Ap | Ap | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= 01 o0o]ALO]0O]0 B
Jj= Ol CclT0]0]0
j=41 0 A0 0[]0
Jj= Ol Ccl 0|0
i=6 | Al
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0oLALTOD|[ 0|0 B
Jj= OO0l Ccliol00
j=4| 0| AlO]O]O
Jj= 01 Ccl o]0
i= Al D
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B
Jj= 010 Ccliol00
j=4| 0 Al O] O]O
Jj= 01 Ccl o]0
i= Al D
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= O 0OLALTOD| 0|0 B
Jj= OO0l Ccliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= 01 Ccl o]0
i= Al D
j:
Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B
Jj= OO0l Ccliol00
j=4| 0 Al O] O]O
Jj= 0l Cclolo
i= Al D
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BaAC ‘
Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O ALO] 0|0
Jj= 0l Cclolo
j=6] A 0 ]
j:
Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O 1ALOL O[]0
Jj= 01 Ccl o]0
j=6] A 0 ]
j:
Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B
Jj= 0oL Ccliol00
j=4| 0 Al O] O]O
Jj= 01 Ccl o]0
j= Al 0|0
j:
Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0OLALTD| 0|0 B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O AT O] 0|0
Jj= 01 Ccl o]0
j=6] A 0 ]
j:
Jj=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= Aa | Aa | As | Ap | Ap | Ap | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= 01 o0o]ALO]0O]0 B
Jj=3| 0|0 C| 0|00
Jj= O A]T O 0] 0
Jj= Ol Ccl 0|0
j=6| A |0 0
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O ALO] 0|0
Jj= 01 Ccl o]0
j=6] A 0 ]
j=715
j=

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0oLALTOD|[ 0|0 B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O ALO] 0|0
Jj= 01 cloilo
j=6] A 0 ]
j=715
j=

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O ALOLO]0
Jj= 01 Ccl o]0
j=6] A 0 ]
j=715
j=
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O ALO O] 0
Jj= 01 Ccl o]0
j=6] A 0 ]
j=715
j=
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= OroLALTD| 0|0 B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O ALO] 0|0
Jj= 0l Cclolo
j=6] A 0 ]
j=715
j=
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O ALO] 0|0
Jj= 01 Ccl o]0
j=6] A 0 ]
j=715
j=

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= OroTALD O ]D B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O LATO O |0
Jj= 01 Ccl o]0
j=6] A [ 0
=7 S |0
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA

SS 2025

245 /355



Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 o0LALO|[ 0|0 B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O ALO] 0|0
Jj= 01 clol]o
j=6] A 0 ]
i= S|
j:
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= OroTALD O ]D B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O LATO O 0
Jj= 01 Ccl o]0
j=6] A 0 0
=7 S |0
j:
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= OroTALD O ]D B
j=310 0| C| 0|00
Jj= O ALO O[]0
Jj= 01 Ccl o]0
j=6] A 0 0
=7 S |0
j:
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= 00T ALD O D B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O LATO O |0
Jj= 01 cl o]0
j=6] A 0 0
=7 S |0
j:
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= OroTALD O ]D B
j=310 10| C| 0|00
Jj= O LATO O |0
Jj= 01 Ccl o]0
j=6] A 0 0
=7 S |0
j:
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= Aa | Aa | Aa | A | Ap | Ap | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= 01 o0o]ALO]0O]0 B
Jj=3| 0|0 C| 0|00
Jj= O A]T O 0] 0
Jj= Ol Ccl 0|0
j=6| A |0 0
=71 S [0
=80
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | Aa | Ap | Ap | Ay | B,AC | B, Ac ‘
Jj= 01 o0o]ALO]0O]0 B
Jj=310 10 Cl 0|00
Jj= O A]T O 0] 0
Jj= Ol clolo0
j=6| A |0 0
=71 S [0
j=8[5S
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | Aa | Ap | Ap | Ay | B,AC | B, Ac ‘
Jj= 01 o0o]ALO]0O]0 B
Jj=310 10 Cl 0|00
Jj= O A]T O 0] 0
Jj= plclolo
j=6| A |0 0
=71 S [0
j=8[5S
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | Aa | Ap | Ap | Ay | B,AC | B, Ac ‘
Jj= 01 o0o]ALO]0O]0 B
Jj=310 10 Cl 0|00
Jj= OLTATO O D
Jj= Ol clolo0
j=6| A |0 0
=71 S [0
j=8[5S
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | Aa | Ap | Ap | Ay | B,AC | B, Ac ‘
Jj= 01 o0o]ALO]0O]0 B
Jj=310 10 Cl 0|00
Jj= O A]T O 0] 0
Jj= Ol clolo0
j=6| A |0 0
=71 S [0
j=8[5S
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | Aa | Ap | Ap | Ay | B,AC | B, Ac ‘
Jj= 010l ALTO]O]0 B
Jj=310 10 Cl 0|00
Jj= O A]T O 0] 0
Jj= Ol clolo0
j=6| A |0 0
=71 S [0
j=8[5S
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Der CYK-Algorithmus

S+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb AC—>C
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | Aa | Aa | Ap | Ap | Ap | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= 01 o0o]ALO]0O]0 B
Jj=310 10 Cl 0|00
Jj= O A]T O 0] 0
Jj= Ol clolo0
j=6| A |0 0
=7 S |0
j=85
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Der CYK-Algorithmus

Beispiel 2: Betrachte eine Grammatik mit folgenden Produktionen:

S

O ™ > MM m©o

+

Frage: Sei x = aabcbc. Gilt x € L?

Markus Lohrey (Univ. Siegen)
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AD | FG
SE | BC
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Der CYK-Algorithmus

Hier ist die Tabelle, die sich mit dem CYK-Algorithmus ergibt
(Sie sollten dies iiberpriifen):

a a b c b c
j=1|AF|AF|BG C B,G| C \
j=2 F S D,E G D, E
j=3 S S
j=4 S
j=05 ) D
j=6 S
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Der CYK-Algorithmus

Komplexitat des CYK-Algorithmus

Sei n = |x| die Lange des Wortes, das untersucht wird. Die GroBe der
Grammatik wird als konstant angesehen. Dann gilt:

» O(n?) Tabellenfelder miissen ausgefiillt werden.

» Fiir das Ausfiillen jedes Tabellenfeldes miissen bis zu O(n) andere
Felder betrachtet werden.

(Fiir T1,, miissen beispielsweise die Felder 71 ,_1, T51 und
Ti,n—2, Tp—12 und ...und Ty 1, T2 ,—1 betrachtet werden. Insgesamt
n — 1 Paare von Feldern.)

Daher ergibt sich insgesamt als Zeitkomplexitit: O(n?).

Die Zeitkomplexitat ist noch polynomiell, aber fiir das Parsen groBer
Programme eigentlich nicht mehr geeignet.
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Kellerautomaten

Was ist ein geeignetes Automatenmodell fiir kontextfreie Sprachen?

Analog zu regularen Sprachen suchen wir hier ein Automatenmodell fiir
kontextfreie Sprachen.

Antwort: Kellerautomaten, d.h., Automaten, die mit einem zusatzlichen
Keller ausgestattet sind.

Nutzen eines solchen Automatenmodells

Manche Konstruktionen und Verfahren lassen sich besser mit Hilfe des
Automatenmodells durchfiihren (anstatt auf Grammatiken).

» Wortproblem: Wir werden herausfinden, dass das Wortproblem unter

bestimmten Umstinden effizienter als in Zeit O(n?) geldst werden
kann.

» Abschlusseigenschaften: Abschluss der kontextfreien Sprachen unter

Schnitt mit reguldren Sprachen lasst sich gut mit Kellerautomaten
zeigen.
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Kellerautomaten

Wir betrachten die Sprache

L={a1ay---as%a, - axa1 | a; € A}
mit Y = AU{$}, $ ¢ A.

Ein endlicher Automat kann diese Sprache deshalb nicht erkennen, weil er
sich keine beliebig langen Woérter der Form ajaz - - - a, “merken” kann.

Er miisste sich aber solche Wérter merken, um die Ubereinstimmung mit
dem Wortteil nach dem $ zu iiberpriifen.
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Kellerautomaten

Um ein Automatenmodell fiir kontextfreie Sprachen zu erhalten,

» fiihren wir daher einen Keller oder Pushdown-Speicher ein, auf dem
sich eine beliebig lange Sequenz von Zeichen befinden darf.
> Beim Einlesen eines neuen Zeichens darf das oberste Zeichen des
Kellers gelesen und folgendermaBen verdandert werden:
» Entweder bleibt der Keller unveréndert oder
> das oberste Zeichen des Kellers wird entfernt und durch eine (evtl.
leere) Sequenz von Zeichen ersetzt.

An anderen Stellen darf der Keller nicht gelesen oder verandert
werden.
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Kellerautomaten

Schematische Darstellung eines Kellerautomaten:

e|li|n|glal|ble

Kellerautomat

Keller

F Ol >

l« Kellerbodenzeichen
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Kellerautomaten
Sei A ={a,b,c,d} und L ={a1az---a,%a,---axa1 | a; € A}.

Ein Kellerautomat erkennt diese Sprache folgendermaBen:

>
>

Ein Wort w wird von links nach rechts eingelesen.

Solange $ noch nicht erreicht ist, wird jedes eingelesene Symbol als
GroBbuchstabe auf den Keller gelegt (a ~» A, b~ B, ...).

Wenn $ eingelesen wird, bleibt der Keller unverandert.

AnschlieBend wird fiir jedes neu eingelesene Zeichen iberpriift, ob der
passende GroBbuchstabe auf dem Keller liegt. Dieser wird dann
entfernt.

Falls irgendwann keine Ubereinstimmung festgestellt wird, blockiert
der Kellerautomat.

Falls immer Ubereinstimmung herrscht, wird schlieBlich auch das
Kellerbodenzeichen # entfernt, und der Automat akzeptiert mit
leerem Keller.
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Kellerautomaten

alclal|d|$|d a
Kellerautomat
Zustand 1
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Kellerautomaten

alclal|d|$ | d a
Kellerautomat
Zustand 1
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Kellerautomaten

alclal|ld|$|d|alc]|a
Kellerautomat
Zustand 1
C
A
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Kellerautomaten

alclal|d|$|d|alc]|a
Kellerautomat
Zustand 1 “—[ A
C
A
#
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Kellerautomaten

alclal|ld|$|d|alc]|a
D
Kellerautomat
Zustand 1 A
C
A
#
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Kellerautomaten

alclal|ld|$|d|alc]|a
D
Kellerautomat
Zustand 2 A
C
A
#
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Kellerautomaten

alclal|ld|$|d|alc]|a
Kellerautomat
Zustand 2 “—[ A
C
A
#
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Kellerautomaten

alclal|ld|$|d|alc]|a
\
Kellerautomat
Zustand 2
C
A
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Kellerautomaten

alclal|d|$|d a
Kellerautomat
Zustand 2
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Kellerautomaten

alclal|d|$|d a
Kellerautomat
Zustand 2
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Kellerautomaten

alclal|d|$|d a
Kellerautomat
Zustand 2
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Kellerautomaten

Definition (Kellerautomat)

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat M ist ein 6-Tupel
M= (Z,%,T,0,z,#), wobei

» / die endliche Menge der Zustande,

» Y das endliche Eingabealphabet (mit ZNX = 0),

» [ das endliche Kelleralphabet,

» zy € Z der Startzustand,

> +# €I das unterste Kellerzeichen oder Kellerbodenzeichen, und
>

§: Z x (XU {e}) x I — 22XT" die Uberfiihrungsfunktion ist, wobei
d(z,a, A) fiir alle (z,a,A) € Z x (X U {e}) x I endlich sein muss.

Abkiirzung: KA oder PDA (pushdown automaton).
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Kellerautomaten

» Wir betrachten die Uberfiihrungsfunktion
§: Zx (LU{e}) x [ — 24",

Falls (z/, By -+ - Bx) € 6(z, a, A), so bedeutet das:
» wenn im Zustand z das Eingabesymbol a gelesen wird und das Zeichen
A als oberstes auf dem Keller liegt, dann
» wird A vom Keller entfernt und durch By - - - By ersetzt (B liegt
zuoberst) und der Automat geht in den Zustand z’ iiber.
Es kann auch a = ¢ gelten. In diesem Fall wird kein Eingabesymbol
eingelesen. Wir sprechen dann von einer e-Transition.
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Kellerautomaten

Wir betrachten verschiedene Fille von Werten der Uberfiihrungsfunktion §:

(Z/,¢) € (z,a,A)

» Zeichen a wird gelesen.

» Zustand andert sich von z nach Z'.

> Symbol A wird vom Keller entfernt:
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Kellerautomaten

(Z,B) € 0(z,a, A)

» Zeichen a wird gelesen.

» Zustand dndert sich von z nach Z'.

A
» Symbol A auf dem Keller wird [ [
durch B ersetzt:
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Kellerautomaten

(Z/,A) € §(z,a,A)

» Zeichen a wird gelesen.

» Zustand dndert sich von z nach Z'.

» Symbol A bleibt auf dem Keller:
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Kellerautomaten

(z/,BA) € §(z,a,A)

» Zeichen a wird gelesen.

» Zustand dndert sich von z nach Z'.

Symbol B wird neu auf den Kel- [
ler gelegt: -
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Kellerautomaten

(Zlﬂ Bl co Bk) S 6(27 avA)

» Zeichen a wird gelesen.

» Zustand dndert sich von z nach Z'.

Symbol A wird durch mehrere [
neue Symbole ersetzt: -
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Kellerautomaten

» Zu Beginn einer jeden Berechnung enthalt der Keller genau das
Kellerbodenzeichen #.

» Der Keller ist nicht beschrankt und kann beliebig wachsen. Es gibt
unendlich viele mogliche Kellerinhalte, das unterscheidet
Kellerautomaten von endlichen Automaten.

» Die von uns betrachteten Kellerautomaten akzeptieren immer mit
leerem Keller (in diesem Fall gibt es auch keine
Ubergangsmaglichkeiten mehr). Es gibt aber auch andere Varianten
von Kellerautomaten, die mit Endzustand akzeptieren.
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Kellerautomaten

Beispiel:
PDA fir L = {ajay---ap%a,---aza; | n>0,a1,...,a, € {a,b}}:

M = ({21722}7 {37 b7 $}a {#7 A7 B}757 Z1, #)7

wobei § folgendermaBen definiert ist (wir schreiben (z, a, A) — (2, x), falls
(Z/,x) € §(z, a, A)).

(z1,a,#) — (z1,A#) (2:1,a,A) = (z1,AA) (z1,3,B) — (z1,AB)
(z1,b,#) — (21, B#) (z1,b,A) — (21,BA) (z1,b,B) — (z1,BB)
(21,8, #) = (22, #) (z1,%,A) = (z2,A) (21,$,B) — (2, B)
(22,8,A) = (22,6)  (22,b,B) = (22,6) (22,6, #) = (22,¢)
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Kellerautomaten

Definition (Konfiguration eines PDA)

Eine Konfiguration eines PDA ist ein Tripel k € Z x ¥* x I'*.

Bedeutung der Komponenten von k = (z,w,~) € Z x ©* x ['*:
> z ¢ Z ist der aktuelle Zustand des PDA.
> w € Y* ist der noch zu lesende Teil der Eingabe.

> ~ € " ist der aktuelle Kellerinhalt. Dabei steht das oberste
Kellerzeichen ganz links.
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Kellerautomaten

Qbergénge zwischen Konfigurationen ergeben sich aus der
Uberfiihrungsfunktion 4:

Definition (Konfigurationsiibergénge eines PDA)

Es gilt
(27 aw, A’Y) F (Z/? w, [ 000 ka}/)v

falls (z/,B1--- Bk) € 6(z,a,A), und es gilt
(27 w, A’Y) = (2/7 w, Bl T kay)u

falls (z/, By - - Bk) € d(z,¢, A).

Hierbei ist v € " eine beliebige Folge von Kellersymbolen,
ABi,...,Bkel,weX* aeX undz,z € Z.

Im ersten Fall wird ein Zeichen der Eingabe gelesen, im zweiten jedoch

nicht.
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Kellerautomaten

Wir definieren F* als die reflexive and transitive Hiille von .

Damit kann jetzt die von einem PDA akzeptierte Sprache definiert werden:

Definition (Akzeptierte Sprache eines PDA)

Sei M = (Z,%X,T,0,z,#) ein PDA. Dann ist die von M akzeptierte
Sprache:

N(M) ={x € ¥ | (20, x,#) F* (z,¢,¢) fir ein z € Z}.

Das heiBt die akzeptierte Sprache enthalt alle Worter, mit Hilfe derer es
moglich ist, den Keller vollstandig zu leeren.

Da Kellerautomaten jedoch nicht-deterministisch sind, kann es auch
Berechnungen fiir dieses Wort geben, die den Keller nicht leeren.
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Kellerautomaten

Folgende Folge von Konfigurationsiibergdngen zeigt, dass der
Kellerautomat von Folie 263 das Wort ab$ba akzeptiert.

(z1,ab$ba, #) b (z1, bSba, A#) wegen (z1, a, #) — (z1, A#)
F (z1,$ba, BA#) wegen (z1, b, A) — (z1, BA)
b (22, ba, BA#) wegen (zi, $ B) — (z2, B)
F (22, a, A#) wegen (22, b, B) = (22, ¢)
F (z2,e,#) wegen (22, a ) (z2,€)
F (z2,¢,¢) wegen (22,5 ) — (22,¢)
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Kellerautomaten

Ein weiteres Beispiel: ein PDA fiir die Sprache

L={a1az---apap---a2a1 | n>0,a1,...,a, € {a, b}}.

Idee: anstatt auf das Zeichen $ zu warten, kann sich der Automat
nicht-deterministisch entscheiden, in den Zustand z, (= Keller abbauen)
tiberzugehen, sobald das aktuelle Zeichen auf dem Band mit dem Zeichen
auf dem Keller iibereinstimmt (oder wenn der Keller leer ist).
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Kellerautomaten

Verinderte Uberfiihrungsfunktion & (3. Zeile ist gedndert):

(zl,a, ) — (Zl,A#) (zl,a, A) — (Zl,AA) (zl,a, B) — (Zl,AB)
(21, b,#) — (21, B#) (21, b,A) — (Zl, BA) (21, b, B) — (Zl, BB)
(z1,6,#) = (z,#)  (21,8,A) = (z2,¢6)  (21,b,B) = (22,¢)
(Zz,a,A) — (22,8) (22, b, B) — (22,6) (22,8, ) — (22,8)

Anmerkung: dieser Kellerautomat ist (im Gegensatz zum vorherigen)
nicht-deterministisch, d.h., eine Konfiguration kann mehrere mogliche
Nachfolger haben. (Und mdoglicherweise enden einige Konfigurationsfolgen
als Sackgassen und fiihren nicht dazu, dass der Keller geleert wird.)

Beispiel: Kellerautomat erhilt die Eingabe aabbaa.
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Kellerautomaten

Folgende Folge von Konfigurationsiibergdngen zeigt, dass diese Eingabe

akzeptiert wird:

(21, aabbaa, #)

b (z1, abbaa, A#)
F (z1, bbaa, AA#)
F (z1, baa, BAA#)
F (22, aa, AA#)
- (22, 3, A#t)
F (z2,e,#)
F (z2,¢ )
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wegen (z1, a, #) — (z1, A#)
wegen (z1,a, A) — (z1, AA)
wegen (z1, b, A) — (z1, BA)
wegen (zi, b B) — (z2,¢)
wegen (22, a, A) — (22,¢)
wegen (z2,a, A) — (22,¢)
wegen (22,6 ) = (z2,¢)
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Kellerautomaten

Beachte: Es gibt auch viele andere mogliche Berechnungen, bei denen der
Keller am Ende nicht leer ist, wie z.B.

(z1, aabbaa, #) F (z1, abbaa, A#) wegen (z1, a, #) — (z1, A#)
F (z1, bbaa, AA#) wegen (z1,a, A) — (z1, AA)
F (z1, baa, BAA#) wegen (z1, b, A) — (z1, BA)
F (21, aa, BBAA#) wegen (z1, b, B) — (z1, BB)
F (z1,a, ABBAA#) wegen (z1,a, B) — (21, AB)
F (z1,e, AABBAA#) wegen (zl,a A) = (z1, AA)

Solche Berechnungen dndern jedoch nichts mehr an der Tatsache, dass das
Wort aabbaa akzeptiert wird.

Hierfiir geniigt die Existenz der einen Berechnung auf der vorherigen Folie
bei der nach Lesen der Eingabe der Keller leer ist.
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Kellerautomaten

Wir miissen nun noch zeigen, dass man mit Kellerautomaten wirklich
genau die kontextfreien Sprachen akzeptieren kann.

Satz (kontextfreie Grammatiken — Kellerautomaten)

Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es einen PDA M mit
L(G) = N(M).
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Kellerautomaten

Beweisidee:

1. Wir kdnnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen,
dass G in Greibach-Normalform ist.

2. Wir simulieren eine Ableitung von G, indem wir den Keller zur
Abspeicherung derjenigen Variablen, fiir die noch etwas abgeleitet
werden muss, verwenden.

3. Eine Produktion A — aA; --- A, wird wie folgt simuliert:

Falls a das nachste Eingabesymbol ist und auf dem Keller oben A
liegt, kann A durch A; --- A, ersetzt werden.

4. Wenn die komplette Eingabe gelesen wurde, und der Keller
gleichzeitig leer ist, dann wurde eine komplette Ableitung fiir das
Eingabewort simuliert.
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Kellerautomaten
Formaler: Zunichst nehmen wir an, dass ¢ ¢ L(G).

Dann kénnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass G = (V,X,P,S) in
Greibach-Normalform ist.

Wir definieren den PDA
M= ({z},%,V,d,z05)
mit folgender Uberfiihrungsfunktion: Fiir A€ V und a € X sei
z,a,A) ={(z,A1---Am) | (A= aA1---Ap) € P}
Beachte:
» M hat nur einen Zustand (z).
> M hat keine e-Transitionen.

» Das Startsymbol S von G ist das Kellerbodenzeichen.

» Da G in Greibach-Normalform ist, sind alle Produktionen in P von
der Form A — aA;---Anmit m>0, AJA1,...,An € Vundac X.
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Kellerautomaten

Behauptung: Fiir alle v € ¥* und v € V* gilt:
(z,u,y) F* (z,6,8) <= y=¢ u.

Beweis: Induktion iiber |ul.

Induktionsanfang: u = ¢.

Dann gilt

(z,e,7)F" (z,6,6) <= y=¢ <= y=;ec.
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Kellerautomaten
Induktionsschritt: Sei u = av mitae X, v e X*.
Falls v = € gilt weder v =% av noch (z,av,v) F* (z,¢,¢).

Sei nun y = Ay mit A€ V und 7/ € V*.

Dann gilt:
Ay =% av
— A= aA--Ap)EP A Ay =6 v
< FA—aAL-An)EP (z,v,A1- - AxY) F* (z,¢,¢)
<~ J(z,A1--Am) €8(z,a,A) : (z,v,A1- - AmY) F* (z2,¢,¢)
< (z,av,AY)F* (z,¢,¢)
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Kellerautomaten
Aus der obigen Behauptung folgt:

weLG) < S=cw <= (z,w,S)F" (z,6,6) <= w e N(M).

Falls € € L(G) gilt, konnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass bis auf die
Produktion S — ¢ alle Produktionen von G in Greibach-Normalform sind,
und S auf keiner rechten Seite von G vorkommt.

Wir fiigen dann zu dem auf Folie 274 definierten PDA noch
0(z,e,5) ={(z,¢)} (die einzige e-Transition) hinzu.

Diese kann nur ganz zu Beginn einer Berechnung (z,w, S) F* (z,¢,¢)
angewendet werden (dann muss w = ¢ gelten).

Es gilt dann wieder wie gewiinscht L(G) = N(M). O
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Kellerautomaten
Alternative Konstruktion:

Wir kénnen auch direkt aus einer beliebigen kontextfreien Grammatik
G=(V,X,P,S) einen PDA M mit L(G) = N(M) konstruieren.

Definiere den PDA M = ({z}, X,V UX,4,z,S) mit einem Zustand z und
Kelleralphabet V U L.

Uberfiihrungsfunktion ¢:
iz,e,A)={(z,a) | A= a) e P} firAc V
d(z,a,a) ={(z,e)} firae ™
Mit Produktionen vom ersten Typ werden Ableitungsschritte auf dem
Keller ohne Lesen der Eingabe simuliert.

Mit Produktionen vom zweiten Typ wird ein Symbol der Eingabe mit dem
Keller verglichen.

Beachte: M hat e-Produktionen.
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Kellerautomaten

Wir betrachten folgende kontextfreie Grammatik mit dem zweielementigen
Alphabet ¥ = {[,]}, die korrekte Klammerstrukturen erzeugt:

S [S]S |«

Aufgabe: wandle diese Grammatik in einen Kellerautomaten um und
akzeptiere damit das Wort [[]][].

Wir verwenden die Konstruktion von Folie 278:
» Zustandsmenge = {z}
» Kelleralphabet = {[,], S}
» Kellerbodenzeichen = S
» Uberfiihrungsfunktion:

§(z,,S) = {(z,¢),(z,[S]S)}
§(z,a,a) = {(z,¢)} furae{[,]}

Links finden Sie eine Ableitung des Worts [[]][] mit der Grammatik,
rechts steht die entsprechende Berechnung des obigen Kellerautomatens:
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Kellerautomaten

S=[5]5 (2, [[111],9) ({1111, 1519)
[1111,515)
[1111,[S1519)
1111, 51519)
11M1,1519)
111,515)

- (z,
(2,
= [[S]S]S F (z,
- (z
- (z
- (z
= [[11s = (z111,15)
(2,
(2,
- (z
- (z
= (
= (

= [[]5]5

[1,5)
[1.[515)
,1,515)
] 15)
z,¢,5)

zes)

= [[1115]S

= [[1111s

= [[11]
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Kellerautomaten

Nun geht es darum zu zeigen, dass es zu jedem Kellerautomaten eine
entsprechende kontextfreie Grammatik gibt.

Das ist die schwierigere Richtung.

Satz (Kellerautomaten — kontextfreie Grammatiken)

Zu jedem Kellerautomaten M gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit
N(M) = L(G).
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Kellerautomaten

Beweisidee:

1. Wir wollen beschreiben, welche Woérter man durch Abbauen eines
bestimmten Kellersymbols akzeptieren kann. Die vom Automaten
akzeptierte Sprache besteht ndmlich aus allen Wértern, die man
durch Abbauen von # erzeugen kann.

“Abbauen” bedeutet: zwischendurch diirfen weitere Symbole auf den
Keller gelegt werden, aber zuletzt muss der Keller um dieses eine
Symbol kiirzer geworden sein.

2. Die zu erstellende kontextfreie Grammatik besitzt Variablen der Form
(z,A, 2') mit der Bedeutung:

Aus (z, A, Z') kann man genau die Worter ableiten, die der
Kellerautomat einliest, wenn er im Zustand z startet, A vom Keller
abbaut und im Zustand z’ aufhort.
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Kellerautomaten

Hohe
des Kellers
A liegt —T Erstes Unterschreiten
auf dem Keller |- der urspriinglichen
(KA im Zustand z) — Kellerhéhe
5 (KA im Zustand z')
+ 1
Eingelesenes Teilwort Eingelesene
(kann aus (z, A, 2') Eingabesymbole

abgeleitet werden)

Zwischendurch kann A durch ein anderes Symbol ersetzt werden. Die
urspriingliche Kellerhdhe wird jedoch nicht unterschritten.
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Kellerautomaten

Formale Bedeutung der Symbole (z, A, z’):
(z21,A, ) =*x = (z,x,A)F" (Z,¢,¢)
Gegeben sei ein Kellerautomat M = (Z,%,T, 0, zp, #).

Wir definieren eine Grammatik G = (V, X, P, S) wie folgt
(siehe nichste Folie):
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Kellerautomaten

> Variablen: V = {S}UZ x T x Z
(Eigene Startvariable und Variablen der Form (z, A, z’))

» Produktionen haben folgende Form:

S — (20,#,2) firalleze Z
(Entfernen des Kellerbodenzeichens)

(z,A,Z) — a falls (z/,¢) € 6(z, a, A)
(Symbol A kann — bei Einlesen
von a € X U {e} — sofort entfernt werden)

(z,A,Z)) — a(z1,B1,2)(22,B2,23) (2, Bk, Z') fiir alle
(z1,B1---Bk) € 6(z,a,A), zo,...,zx € Z, k> 1
(Symbol A wird durch By ... By ersetzt, diese
miissen liber Zwischenzustinde zi, ..., z;

entfernt werden.)
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Kellerautomaten

Beispiel: Wir betrachten den Kellerautomaten

M = ({z1, 22}, {a, b}, {A, #},6, 21, #)

mit folgender Uberfiihrungsfunktion 4:

(z1,6,#) — (2,¢)
(z1,8,#) — (21,AA)
(21, a, A) — (21, AAA)
(z1,b,A) — (z22,¢)
(z2,b,A) — (z22,¢)

Es gilt: N(M) = {a"b*" | n > 0}.

Aufgabe: Umwandlung von M in eine kontextfreie Grammatik.
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Kellerautomaten

S = (z,#,21)
S = (z1,#,22)
(z1,#,22) — ¢
(z1,A,z2) — b
(22,A,z2) — b
(21, #,2) — a(z1,A,2)(z, A, z)
(z1,A,z)) — a(z1, A zj)(z, A zi)(2k, A, zi)

Die letzten beiden Produktionen sind dabei fiir alle i, j, k € {1,2}
vorhanden.

Insgesamt hat die Grammatik also 17 Produktionen.
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Kellerautomaten

Bemerkung zu den Umwandlungen
“Kontextfreie Grammatik <> Kellerautomat”:

Zu jedem Kellerautomaten M gibt es immer einen dquivalenten
Kellerautomaten M" mit nur einem Zustand und ohne e-Transitionen (falls

e & N(M)).
1. Wandele M zunichst in eine kontextfreie Grammatik G um.

2. Wandle dann G in eine kontextfreie Grammatik G’ in
Greibach-Normalform um.

3. Wandle schlieBlich G’ in einen Kellerautomaten M’ um.

Es wird ausgenutzt, dass bei der Umwandlung einer Grammatik (in
Greibach-Normalform) in einen Kellerautomaten immer nur Automaten
mit einem Zustand und ohne e-Transitionen konstruiert werden.
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Wir betrachten nun eine Unterklasse von Kellerautomaten, die dazu

verwendet werden konnen, Sprachen deterministisch und damit effizient zu
erkennen.

Definition (deterministischer Kellerautomat)

Ein deterministischer Kellerautomat M ist ein 7-Tupel
M= (Z,%,T,0,zy,#, E), wobei

> (Z,%L,T,9,z,#) ein Kellerautomat ist,
» E C Z eine Menge von Endzustanden ist, und

> die Uberfiihrungsfunktion 6: Z x (Z U {e}) x I — 22> in
folgendem Sinne deterministisch ist:

Firalle z€e Z, ae ¥ und A €T gilt:

|0(z,a,A)| +16(z,e,A)| < L.
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Unterschiede zwischen Kellerautomaten und deterministischen
Kellerautomaten:

» Deterministische Kellerautomaten haben eine Menge von

Endzustanden und akzeptieren mit Endzustand — und nicht mit
leerem Keller.

Bei deterministischen Kellerautomaten ist dies ein Unterschied, fiir
nicht-deterministische Kellerautomaten sind beide
Akzeptanzmoglichkeiten gleichwertig.

» Fiir jeden Zustand z und jedes Kellersymbol A gilt:

> entweder gibt es héchstens einen e-Ubergang )
P oder es gibt fiir jedes Alphabetsymbol héchstens einen Ubergang.
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Konfigurationen und Uberginge zwischen Konfiguration bleiben jedoch
gleich definiert.

Konfigurationsfolgen werden jedoch zu linearen Ketten, d.h., es gibt immer
hochstens eine Folgekonfiguration.

Diese Tatsache wird dann fiir die effiziente Losung des Wortproblems
ausgenutzt.
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Definition (akzeptierte Sprache bei det. Kellerautomaten)

Sei M = (Z,%,T,0, zy, #, E) ein deterministischer PDA. Dann ist die von
M akzeptierte Sprache:

D(M) ={x € X*| (20, x,#) " (z,&,7) firein z€ E, y € [*}.

Vergleiche mit der Definition fiir nicht-deterministische Kellerautomaten!

Bei deterministischen Kellerautomaten ist folgendes anders:
» Der erreichte Zustand z muss ein Endzustand sein.

» Es darf ein Kellerinhalt v {ibrigbleiben.
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Definition (deterministisch kontextfreie Sprachen)

Eine Sprache heiBt deterministisch kontextfrei genau dann, wenn sie von
einem deterministischen PDA akzeptiert wird.

Beispiele:
» Die Sprache L = {ajay...ap%a,...a2a;1 | a; € A} ist deterministisch
kontextfrei (siehe den entsprechenden PDA).
» Die Sprache L = {aja...apa,...axa1 | a; € A} ist jedoch nicht
deterministisch kontextfrei (ohne Beweis).
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Beachte: A priori folgt aus der Definition von deterministisch kontextfreien
Sprachen nicht sofort, dass deterministisch kontextfreie Sprachen auch
kontextfrei sind (Akzeptanz mit Endzusténden versus leeren Keller).

Dies ist aber der Fall: Aus einem deterministischen PDA

M= (Z,%,T,0,z,+#, E) konstruieren wir einen (nicht-deterministischen)
PDA M' = (ZU{zy,z}, X, T U{#'}, 0", 2, #'), wobei gilt:

§(zb,e,#") = {(20, ##')}

5z, 2 A) d(z,a,A) falls(ze Z\ Eoderac ), AecTl
Z? Y =
d(z,a, A)U{(zf,e)} fallsze E,a=¢e,AeT
§(z,e,#') = {(zr,¢)} falls z€ E
8(zf,e,A) = {(zf,¢)} falls Ae T U {#'}
Dann gilt: N(M') = D(M).
Markus Lohrey (Univ. Siegen)

FSA SS 2025 294 /355



Deterministisch kontextfreie Sprachen

Die Konstruktion auf der vorherigen Folie zeigt auch, wie man einen
(nicht-deterministischen) PDA, der mit Endzustdnden akzeptiert, in einen
(nicht-deterministischen) PDA, der mit leeren Keller akzeptiert,
umwandelt.

Umgekehrt kann man einen (nicht-deterministischen) PDA

M= (Z,%,T,0,2zp,#), der mit leeren Keller akzeptiert, in einen
(nicht-deterministischen) PDA, der mit Endzustinden akzeptiert, wie folgt
umwandeln:

Sei M = (ZU{zy, z¢}, Z, TU{#'}, ¢, 20, #',{z}), wobei gilt:

5/(267 €, #I) = {(207 ##/)}
§'(z,a,A) =6(z,a,A) falls ze Z, ac TU{e}, AeT
5z, e, #") = {(zr,¢)} firalle z€ Z

Dann gilt: N(M") = N(M).
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Weitere Bemerkungen:

» Effizienz: Mit Hilfe von deterministischen Kellerautomaten hat man
jetzt ein Verfahren zur Losung des Wortproblems, das die
Komplexitat O(n) hat. Hierbei ist n die Linge des Eingabewortes.

Dazu lasst man einfach den Automaten auf dem Wort arbeiten und
tiberpriift ob man in einen Endzustand gelangt.

» Deterministisch kontextfreie Grammatiken: Da die Syntax von
Sprachen einfacher mit Hilfe von Grammatiken als mit Hilfe von
Kellerautomaten definiert werden kann, ist es notwendig, die zu
deterministischen Kellerautomaten passende Klasse von
deterministisch kontextfreien Grammatiken zu definieren.

Da dies nicht ganz einfach ist, gibt es hierzu mehrere Ansatze. Der
bekannteste davon sind die sogenannten LR(k)-Grammatiken (siehe
Compilerbau und Syntaxanalyse).
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Die Abschlusseigenschaften bei deterministisch kontextfreien Sprachen
sehen etwas anders aus als bei kontextfreien Sprachen.

Satz (Abschluss unter Komplement)

Wenn L eine deterministisch kontextfreie Sprache ist, dann ist auch
L = Y*\L deterministisch kontextfrei.

Wir verzichten hier auf den recht technischen Beweis.
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Kein Abschluss unter Schnitt

Es gibt deterministisch kontextfreie Sprachen Ly und Lj, so dass L1 N L,
nicht deterministisch kontextfrei ist.

Begriindung:

Die Beispiel-Sprachen aus dem Argument, dass die kontextfreien Sprachen
unter Schnitt nicht abgeschlossen sind, sind sogar deterministisch
kontextfrei, ihr Schnitt jedoch noch nicht einmal kontextfrei:

L; = {adbkck|j>0k>0}
L, = {a"b*cd|j>0k>0}
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Kein Abschluss unter Vereinigung

Es gibt deterministisch kontextfreie Sprachen L und Lj, so dass L1 U L,
nicht deterministisch kontextfrei ist.

Begriindung:

Aus dem Abschluss unter Vereinigung und Komplement wiirde auch der
Abschluss unter Schnitt folgen (wegen Ly N Ly = L1 U Ly).
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Man hat jedoch sehr wohl Abschluss unter Schnitt mit reguldren Sprachen:

Satz (Abschluss unter Schnitt mit reguldren Sprachen)

Sei L eine deterministisch kontextfreie Sprache und R eine regulare
Sprache. Dann ist L N R eine deterministisch kontextfreie Sprache.

Beweisidee: (analog der Kreuzprodukt-Konstruktion fiir NFAs)
Sei M = (Z1,%,T, 61,2}, #, E1) ein deterministischer PDA fiir L.
Sei A= (2, %,6,23, Ep) ein DFA fiir R.

Konstruktion eines deterministischen PDA M’ fiir LN R:
M =(Zy % Z5,%,T,0 (2, 2), #, E1 x E2).

Hierbei ist die Uberfiihrungsfunktion & wie folgt definiert ist:
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

5/((21722)’37 A) = {((Z{,Zé), By--- Bk) | (Ziv By--- Bk) € 61(217 a’A)7
62(z2,a) = Zp,a € X}

5,((21,22),6,/4) = {((Z{,Zg), Bl s Bk) | (Z{, B1 s Bk) € 51(21,5,/4)}

Beachte: Die so definierte Uberfiihrungsfunktion erfiillt die in der
Definition von deterministischen PDAs gestellten Voraussetzungen. O
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Nochmal Abschlusseigenschaften

Mit der gleichen Technik und unter Ausnutzung der Tatsache, dass fiir
allgemeine (nicht-deterministische) Kellerautomaten die Akzeptanz mit
leerem Keller gleichméchtig zur Akzeptanz mit Endzustand ist, lasst sich
auch folgendes zeigen:

Satz (Abschluss unter Schnitt mit reguldren Sprachen Il)

Sei L eine kontextfreie Sprache und R eine reguldre Sprache. Dann ist
LN R eine kontextfreie Sprache.
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Entscheidbarkeit

Wir betrachten nun noch Probleme fiir kontextfreie Sprachen und stellen
fest, ob sie entscheidbar sind, d.h., ob es entsprechende Algorithmen zu
ihrer Losung gibt.

Wortproblem fiir eine kontextfreie Sprache L

Gegeben w € ¥*.
Gilt w € L7

Ist die kontextfreie Sprache L durch eine kontextfreie Grammatik in
Chomsky-Normalform gegeben, so kann das Wortproblem mit dem
CYK-Algorithmus in O(|w|3) Zeit geldst werden.

Ist L deterministisch kontextfrei und durch einen deterministischen PDA
gegeben, so kann das Wortproblem fiir L sogar in Zeit O(n) gelost werden.
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Entscheidbarkeit

Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen

Gegeben eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S).
Gilt L(G) = (0?

Bestimme die Menge
W={AcV |IweX A= w}

aller produktiven Variablen (Variablen mit denen ein Terminalwort
abgeleitet werden kann):
W={AeV|3iweX*:(A—>w)e P}
W' .=
while W' # W do

w'.=w

W=Wu{AeV|awe(ZUW)":(A—w) e P}
endwhile
Dann gilt: L(G) #0 < Se W.
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Entscheidbarkeit

Endlichkeitsproblem fiir kontextfreie Sprachen

Gegeben eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S).
Ist L(G) endlich?

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit konnen wir davon ausgehen, dass G
in Chomsky-Normalform ist.

Wir definieren einen Graphen (W, E) auf der Menge W der produktiven
Variablen (siehe vorherige Folie) mit folgender Kantenrelation:

E={(AB)eWx W |3CeW:(A— BC) e P oder (A— CB) € P}

Behauptung: |L(G)|=cc < JA€ W :(S5,A) € E* und (A A) € ET.
Beachte: (B, C) € E* (bzw. (B, C) € E™) bedeutet, dass es einen Pfad
(bzw. einen nicht leeren Pfad, d.h. einen Pfad mit mindestens einer Kante)
von B nach C in der bindren Relation E gibt. (B, B) € E* gilt immer!
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Entscheidbarkeit

“<":Sei A€ W so, dass (S,A) € E* und (A, A) € ET.
Dann existieren in G Ableitungen der Form:

S = uAy, A =§ vAx, A=cw
mit u,v,w,x,y € 2*.

Also gilt S =% uviwx'y € X* fiir alle i > 0.
g G

Da in der Ableitung A =>§ vAx mindestens ein Ableitungsschritt gemacht
wird, und G in Chomsky-Normalform ist, muss vx # ¢ gelten.

Also ist {uviwx'y | i > 0} unendlich, weshalb L(G) unendlich ist.
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Entscheidbarkeit

“=": Sei L(G) unendlich.
Sei n die Konstante aus dem Pumping-Lemma (= 2/V!) und sei z € L(G)
mit |z| > n (so ein Wort z gibt es, wenn L(G) unendlich ist!)

Im Beweis des Pumping-Lemmas haben wir gesehen, dass eine Variable A
existiert mit Ableitungen S =7 uAy, A :>J(§ vAx, und A =7 w, wobei
Z = uvwxy.

Also ist A produktiv: Ae W.

Die Ableitungen S =* uAy und A =7 vAx (genauer, der Pfad im

Syntaxbaum von der Wurzel S bis zum zweiten Vorkommen von A) zeigen,
dass (S,A) € E* und (A, A) € ET gilt. O
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Entscheidbarkeit

Beispiel:

Sei G die Grammatik in Chomsky-Normalform mit den Produktionen

S
A
B
C

%
%
_)

ﬁ

AC
BC
CA|b

a

In diesem Fall ist W = {S, A, B, C}, d.h. alle Variablen sind produktiv:
Nach Durchlauf i durch die while-Schleife (Folie 304) erhalten wir

1. firi=0 W={B,(C}
2. firi=1. W={AB,C}

3. firi=2 W=/{S,AB,C}

Wegen S € W gilt L(G) # 0.
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Entscheidbarkeit

Beispiel (Fortsetzung):
Der Graph (W, E) ist dann

Der rote Pfad zeigt, dass L(G) unendlich ist.
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Entscheidbarkeit

Unentscheidbarkeit bei kontextfreien Sprachen

Folgende Probleme sind fiir kontextfreie Sprachen nicht entscheidbar, d.h.
man kann zeigen, dass es keinen entsprechenden Algorithmus gibt:

» Aquivalenzproblem: Gegeben zwei kontextfreie Sprachen Ly, Ly. Gilt
Ly = L7

» Schnittproblem: Gegeben zwei kontextfreie Sprachen L1, Ls. Gilt
LinLly, =07

Bemerkung: In der Vorlesung Berechenbarkeit und Logik werden wir
sehen, wie man solche Unentscheidbarkeitsresultate zeigen kann.
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Entscheidbarkeit

Das Schnittproblem ist jedoch entscheidbar, wenn von einer der beiden
Sprachen Li, L, bekannt ist, dass sie reguldr ist, und sie als endlicher
Automat gegeben ist.

Algorithmus:

1. In diesem Fall kann ein Kellerautomat M konstruiert werden
(Konstruktion siehe weiter oben), der L1 N Lo akzeptiert.

2. Der Kellerautomat M kann dann in eine kontextfreie Grammatik G
umgewandelt werden.

3. Durch Bestimmung der produktiven Variablen von G kann dann
ermittelt werden, ob S nicht-produktiv ist und damit, ob L1 N Ly leer
Ist.
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Entscheidbarkeit

Entscheidbarkeit bei deterministisch kontextfreien Sprachen

Folgende Probleme sind fiir deterministisch kontextfreie Sprachen
(reprasentiert durch einen deterministischen Kellerautomaten)
entscheidbar:

» Wortproblem fiir eine deterministisch kontextfreie Sprache L: Gegeben
weX Giltwel?

Mit einem deterministischen Kellerautomaten in O(|w|) Zeit.

> Leerheitsproblem: Gegeben eine deterministisch kontextfreie Sprache

L. Gilt L=0?
Siehe das entsprechende Entscheidungsverfahren fiir kontextfreie
Sprachen.
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Entscheidbarkeit

Entscheidbarkeit bei deterministisch kontextfreien Sprachen

» Endlichkeitsproblem: Gegeben eine deterministisch kontextfreie
Sprache L. Ist L endlich?

Siehe das entsprechende Entscheidungsverfahren fiir kontextfreie
Sprachen.

» Aquivalenzproblem: Gegeben zwei deterministisch kontextfreie
Sprachen Ly, Ly. Gilt L; = Ly?

War lange offen und die Entscheidbarkeit wurde 1997 von Géraud
Sénizergues gezeigt.
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Entscheidbarkeit

Unentscheidbarkeit bei deterministisch kontextfreien Sprachen

Folgende Probleme sind fiir deterministisch kontextfreie Sprachen nicht
entscheidbar, d.h. man kann zeigen, dass es kein entsprechendes Verfahren
gibt:
» Schnittproblem: Gegeben zwei deterministisch kontextfreie Sprachen
Ly, Ly. Gilt L1 N Ly =07
Wie bei kontextfreien Sprachen ist dieses Problem jedoch
entscheidbar, wenn eine der beiden Sprachen regular ist.

» Inklusionsproblem: Gegeben zwei deterministisch kontextfreie
Sprachen L1, Ly. Gilt L1 C Ly?
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Turingmaschinen

Im Rest der Vorlesung werden wir Maschinemodelle fiir the Chomsky-0
und Chomsky-1 Sprachen einfiihren.

» Chomsky-0 Sprachen: Turingmaschinen (benannt nach Alan Turing,
1912-1954)

» Chomsky-1 Sprachen: Linear beschrankte Automaten (eine
Einschrankung von Turingmaschinen)
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Turingmaschinen

Schematische Darstellung einer Turingmaschine:

Kopf kann sich nach links und rechts
bewegen und Zeichen iiberschreiben

e i |nllglalb]e

Automat mit Signal fiir
endlich vielen Endzustand
Zustinden
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Turingmaschinen
Eigenschaften von Turingmaschinen:

> Wie endliche Automaten haben Turingmaschinen endlich viele
Zustande und lesen eine Eingabe von einem Band, welches in Zellen
(Felder) unterteilt ist.

» In jedem Feld des Bands steht ein Zeichen aus einem endlichen
Bandalphabet. Ein Lesekopf fahrt iiber das Band.

» Unterschied zu endlichen Automaten: der Lesekopf kann sich nach
links und rechts bewegen und auch Zeichen iiberschreiben.

» Falls nur Zeichen des Eingabeworts liberschrieben werden:
Turingmaschine heiBt linear beschrénkt (Maschinenmodell fiir
Chomsky-1-Sprachen).

» Falls der Lesekopf auch iiber den linken und rechten Rand des
Eingabeworts hinauslaufen und dort schreiben kann: allgemeine
Turingmaschine mit unbeschranktem Band (Maschinenmodell fiir
Chomsky-0-Sprachen).
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Turingmaschinen

Turingmaschinen und Computer:

» Das Konzept der Turingmaschine wurde von Alan Turing 1936
erfunden, noch bevor die ersten echten Computer gebaut wurden.

» Es ist nicht nur aus historischen Griinden interessant, sondern auch,
weil es ein sehr einfaches Berechnungsmodell darstellt.

Wenn man zeigen will, dass etwas nicht berechenbar ist, dann ist es
viel besser, dies mit einem moglichst einfachen Berechnungsmodell zu
tun. (Natiirlich sollte man vorher sicherstellen, dass dieses
Berechnungsmodell dquivalent zu komplexeren Modellen ist.)
» Analogie zu einem heutigen Computer:
» Kontrolle mit endlich vielen Zustédnden ~~ Programm
> (Eingabe-)Band ~~ Speicher
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Turingmaschinen

Beispiel 1: Turingmaschine, die eine Bindrzahl auf dem Band um eins
inkrementiert.
Idee:

» Kopf der Turingmaschine steht zunachst auf dem am weitesten links
befindlichen (hdchstwertigen) Bit der Binarzahl.

» Kopf nach rechts laufen lassen, bis ein Leerzeichen gefunden wird.

» Dann wieder nach links laufen und jede 1 durch 0 ersetzen, solange bis
eine 0 oder ein Leerzeichen [J (ein spezielles Bandsymbol) auftaucht.

» Dieses Zeichen dann durch 1 ersetzen, bis zum Zahlanfang laufen und
in einen Endzustand iibergehen.
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

gyp10 ;1110

Zustand:
Zahlende finden 4@

20

O = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

O

110

O = Leerzeichen

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

Zustand:

20

Zahlende finden
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

O

110

O = Leerzeichen

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

Zustand:

20

Zahlende finden

-®

FSA

SS 2025

320/ 355



Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

O = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

O = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

O

10

O = Leerzeichen
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Zustand:

20
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

O = Leerzeichen

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

durch 0 ersetzen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

O = Leerzeichen

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

durch 0 ersetzen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

;17051000

Zustand: 1
durch 0 ersetzen4®

21

O = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

gf1j0j0,0|0 |0

Zustand: 1
durch 0 ersetzen4®

21

O = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

gjf1iy1;0,0|0 |0

Zustand: zuriick
zum Zahlanfang 4@

22

O = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

gf1j1;0,0|0 0

Zustand: zuriick
zum Zahlanfang 4@

22

O = Leerzeichen

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 320 /355



Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Bindrzahl 10111)

gjf1iy1;0,0|0 |0

Zustand:
Ende 4@

Ze

O = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Turingmaschine (Definition)

Eine deterministische Turingmaschine M ist ein 7-Tupel
M= (Z,%,T,0,z2,0, E), wobei

» Z die endliche Menge der Zustande,
> > das endliche Eingabealphabet,

» [ mit [ O X das endliche Arbeitsalphabet oder Bandalphabet
(es soll N Z = () gelten),

» zy € Z der Startzustand,

» E C Z die Menge der Endzustande,

> §: (Z\E)xT = Z xT x {L,R, N} die Uberfiihrungsfunktion, und
» [0 e N\X das Leerzeichen oder Blank ist.

Abkiirzung: TM
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Turingmaschinen

Bedeutung der Uberfiihrungsfunktion:
sei 0(z,a) = (Z/,b,x) mitz,2 € Z, a,be T, x € {L,R,N}.
Falls die Turingmaschine sich im Zustand z befindet und in der Zelle, wo
der (Schreib-Lese-)Kopf aktuell steht, das Bandsymbol a steht, so
» wechselt sie in den Zustand Z/,

P {iberschreibt das a in der aktuell gelesenen Zelle durch b und
» fiihrt folgende Kopfbewegung aus.

» Kopf ein Feld nach links, falls x = L.
» Kopf bleibt stehen, falls x = N.
» Kopf ein Feld nach rechts, falls x = R.

Beachte: da §: (Z\ E) xI' — Z xT x {L,R,N} (d.h. § ist auf Paaren
(z,a) mit z € E nicht definiert), terminiert die Turingmaschine genau
dann, wenn der aktuelle Zustand ein Endzustand aus E ist.
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Turingmaschinen

Neben deterministischen Turingmaschinen gibt es auch
nichtdeterministische Turingmaschinen.

Uberfiihrungsfunktion fiir nichtdeterministische Turingmaschinen:

5: (Z\ E) x I — 2ZxD{LRN},

Jedem Zustand und Bandsymbol wird eine (eventuell leere) Menge von
moglichen Aktionen zugeordnet.

Zunichst wollen wir uns aber auf deterministische Turingmaschinen
konzentrieren.
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Turingmaschinen
Beispiel: Turingmaschine zur Inkrementierung einer Binarzahl

= ({z.27.20,2z.}.40.1}.{0.1.0J 5ZD Ze mit

5(20,0) = (20,0, R)
(5(20,1) = (Zo,l,R)
(S(Zo,D) = (21,\:‘, L)

0(z1,0) = (=z,1,1)
(z1,1) = (z1,0,L)
0(z1,0) = (ze,1,N)
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Turingmaschinen

Uberfiihrungsfunktion: zuriick zum linken Zahlanfang (ist nicht so

wichtig)

5(22,0) = (22,0, L)
z2,1) = (z,1,L)
0(z,0) = (z,0,R)
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Turingmaschinen

Beispiel 2: Turingmaschinen zur Spracherkennung
Wir suchen eine Turingmaschine, die die Sprache L = {a®" | n > 0} (nicht
kontextfreil) erkennt.
Idee:
» Kopf steht zunichst am linken Ende der Folge von a's.
> Links neben der Folge von a's die Binarzahl 0 aufs Band schreiben.

» a's nacheinander durch ein anderes Zeichen (#) ersetzen. Nach jeder
Ersetzung nach links zum Z&hler laufen und diesen um eins
inkrementieren.

» Sobald alle a's verschwunden sind (nach dem letzten # kommt ein
), tberpriifen, ob der Z&hler die Form 10---0 hat.

Beachte: Eine Zahl n ist eine Zweierpotenz genau dann, wenn ihre
Binardarstellung die Form 10---0 hat.
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Turingmaschinen

Wie bei anderen Maschinenmodellen (z.B. Kellerautomaten) gibt es auch
bei Turingmaschinen den Begriff einer Konfiguration, d.h., einer
Momentaufnahme einer Turingmaschinen-Berechnung.

Konfiguration (Definition)

Eine Konfiguration einer Turingmaschine ist ein Wort

ker*zrt.

Bedeutung: k =azB mitze Z, acl* Belt
(5 ist also ein nicht-leeres Wort)

» links vom Kopf steht auf dem Band das Wort - - - O«

> ab der Zelle, wo der Kopf gerade steht, und rechts davon steht auf

dem Band das Wort S - - - Der Kopf steht auf dem ersten Zeichen
von f3 (hier ist 8 # € wichtig).

> z ¢ Z ist der aktuelle Zustand.
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Turingmaschinen

-+ -0 steht hier fiir eine unendliche nach links laufende Folge von 'en.
[J--- steht fiir eine unendliche nach rechts laufende Folge von ['en.

Das Band ist also nach links und rechts unbeschrankt, aber nur ein
endlicher Abschnitt des Band enthilt Bandsymbole aus ' \ {{J}.

Beachte: die Worter azf und OazB beschreiben die gleiche
Konfiguration (die Blanks am Anfang und Ende von OazS0 sind
sozusagen (berfliissig).

Beispiel: Grafische Darstellung der Konfiguration ajasasas z asagay

V4
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation Fy, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Keine Bewegung

Es gilt: a1---amzb1by-- byt a1---amz'chy - -« by,
falls 6(z, b1) = (2/,¢,N) (m>0, n>1).
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation Fy, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Keine Bewegung

Es gilt: a1---amzb1by-- byt a1---amz'chy - -« by,

falls 6(z, by) = (2, c, N)

(m>0,n>1).

ai |...

am bl

by |...

by

-

Zustand: z

~®
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation Fy, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Keine Bewegung

Es gilt: a1---amzb1by-- byt a1---amz'chy - -« by,

falls 6(z, by) = (2, c, N)

(m>0,n>1).

ai |...

aml|l ¢

by |...

by

5

Zustand: Z

—®
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation -y, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergdnge mdglich sind.

Schritt nach links
Es gilt: a1---am_1amzbibo -+ - by bpp a1+ am_1Z'amchy - - - by,
falls §(z, b1) = (Z',¢c,L) (m>1,n>1).
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation -y, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergdnge mdglich sind.

Schritt nach links
Es gilt: a1---am_1amzbibo -+ - by bpp a1+ am_1Z'amchy - - - by,

falls 6(z, b1) = (2, ¢, L)

(m>1,n>1).

ai

am-1

am bl

by |...| by

-

Zustand: z

—®
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation -y, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergdnge mdglich sind.

Schritt nach links
Es gilt: a1---am_1amzbibo -+ - by bpp a1+ am_1Z'amchy - - - by,
falls §(z, b1) = (Z',¢c,L) (m>1,n>1).

a ...l am_1llamllc | bo|...| b,

Zustand: 7/ :
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation -y, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergdnge mdglich sind.

Schritt nach rechts
Es gi|t: ai---amzbiby---bytp a1 amcz’b2 - by,
falls §(z, b1) = (Z/,¢c,R) (m>0, n>2).
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation -y, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergdnge mdglich sind.

Schritt nach rechts

Es gilt: a1---amzbiby-- byt a1---amcz’by - - - by,
falls §(z, b1) = (Z/,¢c,R) (m>0, n>2).

al |...|adm b1 b2 bn

Zustand: z C
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation -y, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergdnge mdglich sind.

Schritt nach rechts

Es gilt: a1---amzbiby-- byt a1---amcz’by - - - by,
falls §(z, b1) = (Z/,¢c,R) (m>0, n>2).

dl |...|am| C b2 bn

Zustand: 7/ C
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Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~» zusatzliches Leerzeichen muss
hinzugefiigt werden

Linkes Bandende

Es gilt: zbiby--- by Z'/Ccby - - - by,
falls 5(2, bl) = (Z/, c, L)
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Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~» zusatzliches Leerzeichen muss
hinzugefiigt werden

Linkes Bandende
Es gilt: zbiby--- by Z'/Ccby - - - by,
falls 5(2, bl) = (Z/, c, L)

by || by |...| by

Zustand: z :
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Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~» zusatzliches Leerzeichen muss
hinzugefiigt werden

Linkes Bandende
Es gilt: zbiby--- by Z'/Ccby - - - by,
falls 5(2, bl) = (Z/, c, L)

Oic|by|...| by

Zustand: 7/ :
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Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~» zusatzliches Leerzeichen muss
hinzugefiigt werden

Rechtes Bandende

Es gilt: a1 ---amzb1 by a1 - - amc2’J,
falls §(z, b1) = (Z, ¢, R).
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Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~» zusatzliches Leerzeichen muss
hinzugefiigt werden

Rechtes Bandende
Es gilt: a1 ---amzb1 by a1 - - amc2’J,
falls §(z, b1) = (Z, ¢, R).

al |...|adm b1

Zustand: z C
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Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~» zusatzliches Leerzeichen muss
hinzugefiigt werden

Rechtes Bandende
Es gilt: a1 ---amzb1 by a1 - - amc2’J,
falls §(z, b1) = (Z, ¢, R).

a|...lap| c|l O

Zustand: 7/ C
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Turingmaschinen

Akzeptierte Sprache (Definition)

Sei M = (Z,%,T,6, 2,0, E) eine Turingmaschine. Dann ist die von M
akzeptierte Sprache:

T(M)={xeX* |3k e T*ET" : zoxO -}, k}.

Akzeptierte Sprache: Alle Eingabe-Wérter, mit denen die Turingmaschine
in einen Endzustand gelangen kann. Dabei startet die Turingmaschine im
Anfangszustand zg, der Kopf befindet sich auf dem ersten Zeichen des
Eingabe-Wortes. Falls dieses nicht existiert (Eingabe x ist das leere Wort)
liest der Kopf ein Blank .

Beispiel: Die Berechnung auf der nachsten Folie entspricht der Simulation
auf Folie 320 fiir die Turingmaschine von Folie 324-325.
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Turingmaschinen

210111 Fpy 120111 wegen 8(z0,1) = (20,1, R)
Fum 1029111 wegen 6(zp,0) = (20,0, R)
Fm 1012911 wegen 0(z9,1) = (20,1, R)
Fpm 101121 wegen 0(zp,1) = (20,1, R)
Fm 1011120 wegen 0(z9,1) = (20,1, R)
Fm 10112100 wegen §(zp,0) = (21,0, L)
Fum 1012100 wegen (z1,1) = (21,0, L)
Fum 1021000 wegen §(z1,1) = (21,0, L)
Fwm 12:000007 wegen 6(z1,1) = (21,0, L)
Fm 221100000 wegen §(z1,0) = (2,1, L)
Fm 22001100000 wegen §(z2,1) = (2,1, L)
Fp 0z.110000 wegen §(z,0) = (ze,d, R)
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Turingmaschinen

Fiir nicht-deterministische Turingmaschinen miissen die Definitionen
folgendermaBen angepaBt werden:

» Falls sich die Turingmaschine im Zustand z befindet und das Zeichen
b auf dem Band steht, sind alle Konfigurationsiibergdnge moglich, die
durch die Menge 6(z, b) beschrieben werden.

> Ein Wort ist akzeptiert, wenn es eine mogliche Folge von
Konfigurationen gibt, die zu einem Endzustand fiihrt, auch wenn
andere Folgen in Sackgassen geraten oder unendlich lang sind, ohne
dabei je einen Endzustand zu erreichen.
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Linear beschrankte Automaten

Wir definieren nun ein Maschinenmodell fiir Chomsky-1-Sprachen (erzeugt
durch monotone Grammatiken): linear beschrankte Automaten, die
niemals auBerhalb der Eingabe arbeiten diirfen.

Linear beschrankte Automaten

Ein (nicht)deterministischer linear beschrankter Automat (LBA) ist ein
Tupel A= (Z,%,T,6, 20,0, E), welches den gleichen Eigenschaften wie
eine (nicht)deterministische Turingmaschine geniigt, nur dass (i) A nicht
das Blanksymbol [0 durch ein Nicht-Blanksymbol iiberschreiben darf und
(ii) A nicht ein Nicht-Blanksymbol durch OJ iiberschreiben darf.

Die Relation 4 ist wie fiir eine TM definiert, nur dass wir die Sonderfalle
fiir das linke und rechte Bandende (Folie 332 und 333) weglassen.

Die von dem LBA A akzeptierte Sprache ist
T(A) ={wex*|IkecTErt : 2w k}
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Chomsky-1-Sprachen

Bemerkung: Das abschlieBende Blanksymbol [ erlaubt A, das rechte
Bandende zu erkennen. Es dient sozusagen als rechtes Begrenzungssymbol.
Satz 3 (Kuroda)

Eine Sprache L wird von einem nichtdeterministischen LBA erkannt, genau
dann, wenn es eine Typ-1-Grammatik G mit L = L(G) gibt.

Beweis:

Sei zunichst G = (V, X, P, S) eine Typ-1-Grammatik, d.h. es gilt [¢| < |r|
fur alle (¢,r) € P (einzige Ausnahme: S — ¢, siehe e-Sonderregelung,
Folie 35).

Sei w € X* eine Eingabe.

Wir simulieren nun eine Ableitung S =7 w riickwarts mittels eines
nichtdeterministischen LBA A.
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Chomsky-1-Sprachen
BJi] ist im folgenden das i-te Zeichen auf dem Band des LBA A.

[J ist ein neues Bandsymbol, welches als Kopie des Blank-Symbols [J
fungiert.

Der LBA A arbeitet wie folgt:

1. A bewegt den Kopf zum linkesten Symbol auf dem Band, “rat”
nichtdeterministisch eine Regel (¢, r) € P und merkt sich diese im
Zustand.

2. Nun lauft der Kopf von A nach rechts zu einer nichtdeterministisch
geratenen Position /.

3. Falls B[i]--- B[i + |r| — 1] = r gilt, schreibt A auf den Bandabschnitt
Bli]--- B[i + |¢] — 1] das Wort £. Ansonsten gehe wieder zu (1).
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Chomsky-1-Sprachen

4. Falls [£] < |r| gilt, muss M nun jedes Zeichen auf dem Band ab
Position i + |r| um genau |r| — |¢| viele Positionen nach links
verschieben.

Falls dabei auf dem Band eine Satzform der Lange < |w| entsteht,
fiillt der LBA am rechten Ende die Satzform mit Symbolen [J auf
(beachte: A darf nicht Nicht-Blanks mit dem eigentlichen
Blank-Symbol [J iiberschreiben).

5. A akzeptiert, falls das aktuelle Band mit SO oder SO beginnt,
ansonsten gehe wieder zu (1).

Falls S — ¢ eine Produktion in P ist (d.h. £ € L(G)), kann A bei Lesen
von [ direkt aus dem Anfangszustand in einen Endzustand iibergehen.
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Chomsky-1-Sprachen

Fiir diesen LBA A gilt L(G) = T(A).
Wir zeigen nun die andere Richtung.
Das folgende Lemma wird hilfreich sein.

Sei G = (V, X U{r},P,S) eine Typ-1-Grammatik mit r € ¥ und
L(G) C £* r. Dann existiert eine Typ-1-Grammatik G’ mit

L(G)y={w e X*|wre L(G)}.

Beweis:
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass gilt:
» Fiir jede Produktion (u,v) € Pgilt 0 <|v|—|u| <1

» S kommt nicht in einer rechten Seite vor.
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Chomsky-1-Sprachen

Wir definieren eine neue Variablenmenge V' durch

Vi=VU{rtU{Amp|a,be VUZU{r}}.

Intuition: A,p ist ein Nichtterminal, welches die letzten beiden Symbole ab
in einer Satzform zu einem Symbol zusammenfasst.

Die neue Produktionsmenge P’ der Grammatik G’ besteht aus den
Produktionen auf der nachsten Folie.

In allen Fillen ist dabei a, b,c,d € VUX U{r} und x,y € (VUXZU{r})*.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) FSA SS 2025 342 /355



Chomsky-1-Sprachen

vV vV vV V. vV vy VY

Dannist G’ = (V/, X, P, S) die gesuchte Grammatik.

S—e falls rel(G),

S—Ayp falls S=%ab

xAap — YA falls  (xab — ycd) € P
xAap — YA falls  (xa— yc) e P
Asp — Ase falls (b—c)eP

Aap — aAeg  falls  (b— cd) e P

alle Produktionen aus P

Ay — afallsae ™
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Chomsky-1-Sprachen

Vollig analog zeigt man:

Sei G = (V,XU{¢},P,S) eine Typ-1-Grammatik mit £ ¢ ¥ und
L(G) C ¢x*. Dann existiert eine Typ-1-Grammatik G’ mit

L(G)={weX*|lwe L(G)}.

und durch Anwendung beider Lemmata:
Lemma 6

Sei G = (V,2U{{r}, P,S) eine Typ-1-Grammatik mit 4, r ¢ ¥ und
L(G) C £x* r. Dann existiert eine Typ-1-Grammatik G’ mit

L(G')={w e T* | twr € L(G)}.
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Chomsky-1-Sprachen

Nun zuriick zum Beweis von Satz 3. Sei A= (Z,%,T,0, 2,0, E) ein LBA.

Aufgrund von Lemma 6 geniigt es, eine Typ-1-Grammatik fiir die Sprache
{$wO | w € T(A)} anzugeben ($ ist ein neues Terminalsymbol).

Hierzu simulieren wir A riickwérts mittels der Typ-1-Grammatik
G=(V,xu{$,00}, P,S) mit der Variablenmenge

V={5BClul\(Zu{d}))u(ZxT)
und der folgenden Produktionsmenge P (Folie 345-347):

S = $B

B — aB|(z,a)C|(z,0) firalleacl\{O},z€E
C — aC|O firalleael\ {O}
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Chomsky-1-Sprachen
Mit den Regeln fiir S, B und C kann man beliebige Worter der Form

$arar---an(z,a)b1by - b0 oder $ajap---an(z,0)

mit a1,...,ap,a,b1,...,bym € I'\ {0} und z € E erzeugen.

Dies sind genau die Konfigurationen, in denen A akzeptiert, bis auf das
Detail, dass wir den Zustand z und das aktuell gelesene Bandsymbol a zu
einem Nichtterminal (z,a) € Z x I zusammenfassen (macht den Rest der
Grammatik etwas einfacher).

Mit den folgenden Produktionen wird der LBA A riickwarts simuliert:

!

Z,d) — (z,a) firalle (Z,4,N) e d(z,a)
a(Z,b) — (z,a)b fiiralle (Z,d,R) € d(z,a),bel
Z,b)a — b(z,a) firalle (Z,d,L)€d(z,a),bel
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Chomsky-1-Sprachen

Wird mittels der Produktionen auf der vorherigen Folie aus der zu Beginn
erzeugten akzeptierenden Konfiguration schlieBlich eine initiale
Konfiguration der Form

$(z0,c1)c2- -y oder  $(zp,0)
abgeleitet (beachte: zy ist der Anfangszustand des LBA A), so wird mittels

der folgenden Produktionen das Wort $ci¢ - - - ¢,[0 beziehungsweise $CJ
abgeleitet:

$(z0,a) — %a firalleacX
$(z0,0) — $0O

Dann gilt L(G) = {$wO | w € T(A)}. O
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Chomsky-0-Sprachen

Satz 7 (Turingmaschinen und Chomsky-0-Sprachen)

Eine Sprache L wird von einer nichtdeterministischen Turingmaschine
erkannt, genau dann, wenn es eine Typ-0-Grammatik G mit L = L(G) gibt.

Beweisidee: durch Modifikation des Beweises von Satz 3:

Grammatiken — Turingmaschinen: hier muss bei der Simulation der
Grammatik auf dem Turingmaschinen-Band bei verkiirzenden
Regeln (linke Seite ist langer als rechte Seite) der Bandinhalt
auseinandergeschoben werden.

Turingmaschinen — Grammatiken: hier muss dafiir gesorgt werden, dass
die Grammatik bei Simulation der Turingmaschine links und
rechts Leerzeichen erzeugen kann und diese nach
erfolgreicher Berechnung auch wieder 16scht.
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Chomsky-0-Sprachen

Formal: Wir simulieren eine TM M = (Z,%,T,0, 29,0, E) mittels der
Typ-0 Grammatik G = ({5,B,C,$1,%}U(F\X)u(Z xT), £, P,S)
mit der folgenden Produktionsmenge P:

a$%s
$1(Zo, D)$2

Markus Lohrey (Univ. Siegen)
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A A

$.B

aB|(z,a)C firalleacl,ze E
aC|$, firalleaerl

(z,a) fiiralle (Z,d,N) € 6(z,a)

(z,a)b fiir alle (Z,4',R) € §(z,a),be Tl
b(z,a) fiiralle (Z/,d',L) € 6(z,a),be T
$1

a firalleaeX

%2

a fiuralleae X

3
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Chomsky-0-Sprachen
Wieder wird die Turingmaschine M riickwarts simuliert.

Die verkiirzenden Regeln $:00 — $; und (0%, — $, erlauben es
Blanksymbole am Anfang und Ende der Konfiguration zu Idschen.

Das ist wichtig um am Ende aus einer durch Riickwéartssimulation der TM

abgeleiteten initialen Konfiguration

$:0---O(z0,c1)e2- - cpd---0%2  bzw.  $:0---0(z,0)d---0O%,
zunachst
$1(20,c1)co--- %2 bzw.  $1(z,0)%>
abzuleiten.
Hieraus wird dann mittels der Produktionen $1(zp, ¢c1) — ¢1 und ¢,$2 — ¢,
bzw. $1(zp,0)$2 — ¢ das Eingabewort cic; - - - ¢, bzw. £ abgeleitet.
Es gilt dann L(G) = T(M). O
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Ergebnisse fiir Chomsky-1- und Chomsky-0-Sprachen

Satz 8 (Abschluss unter Komplement von Typ-1-Sprachen,

Immerman, Szelepcsényi)

Wenn L eine Typ-1-Sprache ist, dann ist auch L = ¥*\L eine
Typ-1-Sprache.

Ein Beweis wird in der Vorlesung Strukturelle Komplexitatstheorie
vorgestellt.

Satz 9 (Nicht-Abschluss unter Komplement von Typ-0-Sprachen)

Es gibt eine Typ-0-Sprache L C ¥*, so dass L = ¥*\L keine Typ-0-Sprache
ist.

Begriindung und Beispiele in der Vorlesung Berechenbarkeit und Logik.
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Ergebnisse fiir Chomsky-1- und Chomsky-0-Sprachen

Satz 10 (Determinismus und Nichtdeterminismus bei

Turingmaschinen)

Zu jeder nichtdeterministischen Turingmaschine gibt es eine
deterministische Turingmaschine, die dieselbe Sprache akzeptiert.

Beweis:

Sei M = (Z,%,T,0, 2,0, E) eine nichtdeterministische TM, d. h.

§: (Z\ E) x T — 22xD{LRN}

Idee: Wir konstruieren eine deterministische Turingmaschine, die bei
Eingabe x € ¥* systematisch nach einer erfolgreichen Berechnung von M
sucht.

Sei # ¢ ZUT ein neues Symbol.
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Ergebnisse fiir Chomsky-1- und Chomsky-0-Sprachen

Eine erfolgreiche Berechnung von M auf Eingabe x ist ein Wort der Form

ko#ki# - - - km—19Fkm

mit folgenden Eigenschaften:

(1) ko, ki,..., km € rzZr+

(2) ko = ZoX|:|.

(3) Vie{0,1,...m—1} : ki bpg kiya
(4) kp e T*ETT

Offensichtlich gilt x € T(M) genau dann, wenn eine erfolgreiche
Berechnung von M auf Eingabe x existiert.

Eine deterministische Turingmaschine M’ kann bei Eingabe von x und
w € (ZUT U{#1})* feststellen, ob w eine erfolgreiche Berechnung von
M auf Eingabe x ist (geht sogar mit einem deterministischen LBA).

Hierzu muss M’ lediglich die vier Eigenschaften (1)—(4) tiberpriifen.
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Ergebnisse fiir Chomsky-1- und Chomsky-0-Sprachen

Nun muss man nur noch eine deterministische Turingmaschine M”
konstruieren, die systematisch der Reihe nach alle Wérter

w € (ZUT U{#})* durchgeht, und jedesmal (mittels M) tiberpriift, ob w
eine erfolgreiche Berechnung von M auf Eingabe x ist.

“Systematisch der Reihe nach” kann hier z. B. mittels einer
langenlexikographischen Ordnung formalisiert werden.

Sei zunichst C eine beliebige lineare Ordnung auf dem Alphabet
Q=ZUTU{#}.

Die zu C gehdrende langenlexikographische Ordnung Cjex auf Q* ist wie
folgt definiert:

Fir u,v € Q* gilt u Cjex v genau dann, wenn
» |u| < |v| (u ist kiirzer als v) oder
» |u| =|v| und es gibt x,y,z € Q* a, b € Q mit u = xay, v = xbz, und
a C b (an der ersten Position, wo sich v und v unterscheiden, steht in
u das kleinere Symbol).
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Ergebnisse fiir Chomsky-1- und Chomsky-0-Sprachen
Grobstruktur der deterministischen Turingmaschine M":
1. Initialisiere hinter der Eingabe x auf dem Band ein Wort
we (ZUTU{#})* mite
2. Uberpriife mittels M’ ob w eine erfolgreiche Berechnung von M auf
Eingabe x ist.
Falls ja, gehe in einen Endzustand iiber, sonst gehe zu (3)

3. Inkrementiere w, d. h. liberschreibe w mit dem langenlexikographisch
nachsten Wort w’ (formal: w’ ist das beziiglich C|ex kleinste Wort mit
W Lex W,)-

4. Gehe zu (2). O

Determinismus und Nichtdeterminismus bei LBAs (erstes

LBA-Problem)

Es ist nicht bekannt, ob fiir jeden LBA A ein deterministischer LBA A’ mit
T(A) = T(A) existiert.
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