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Aufgabe 1. Im folgenden sei L C {a, b}" eine regulire Sprache und sei [w]
die Myhill-Nerode Aquivalenzklasse von w € ¥* beziiglich der Myhill-Nerode
Aquivalenz Rj. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

(a) Wenn [¢] N L = &, dann ist der Startzustand in einem DFA zu L kein
Endzustand.

(b) Wenn [a] N L =@ und [b] N L = &, dann gilt L = &.

(c) Jede kontextfreie Sprache hat unendlich viele Myhill-Nerode Aquivalenz-
klassen.

(d) Jede Sprache besitzt mindestens zwei Myhill-Nerode Aquivalenzklassen.
Losung zu Aufgabe 1.

(a) Wahr: Es gilt ¢ € [¢]. Da [e] N L = @ gilt also ¢ ¢ L. Ein DFA zu L
darf also das leere Wort nicht akzeptieren, also ist der Startzustand kein
Endzustand.

(b) Falsch: Sei L ={w € {a,b}* | |w| > 2}. Dann ist [a] = [b] = {a, b} und
es gilt [a] N L =@ und [b] N L = &. Allerdings ist L # @.

(c) Falsch: Jede reguldre Sprache ist insbesondere auch kontextfrei. Nach
dem Satz von Myhill-Nerode erzeugt eine reguldre Sprache jedoch nur
endlich viele Myhill-Nerode Aquivalenzklassen.

(d) Falsch: Zum Beispiel die Sprache ¥* erzeugt nur eine Myhill-Nerode
Aquivalenzklasse. Weiteres Beispiel: @

Aufgabe 2. Betrachten Sie die Sprache L = {a"b" | n > 0}. Wie sehen die
Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen beziiglich L aus?



Losung zu Aufgabe 2. Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen

o [b]=%X*\{a"b™" | n>m >0}
Diese Aquivalenzklasse enthilt alle Worter, die sich nicht zu einem
Wort in der Sprache L verldngern lassen. D.h. fiir jedes Wort = € [b]
gilt, dass fiir alle w € ¥£* auch zw ¢ L.

e Fiir jedes n > 0 gibt es eine Klasse [a"] = {a"}.
Diese unendlich vielen Aquivalenzklassen (eine fiir jedes n > 0) ent-
halten jeweils nur ein Wort (a"). Fiir z = a™ gilt, dass zw € L genau
dann wenn w € {a™b™*™ | m > 0}.

e Fiir jedes n > 1 gibt es eine Klasse [a"b] = {a"™™b™ ! | m > 0}.
Diese unendlich vielen Aquivalenzklassen (eine fiir jedes n > 1) enthal-
ten jeweils unendlich viele Worter. Fiir jedes Wort z € [a™b] gilt, dass
rw € L genau dann wenn w = b" 1,

Eine etwas intuitivere Vorstellung iiber die Aquivalenzklassen erhilt man
moglicherweise durch den Versuch einen minimalen (unendlichen) determi-
nistischen Automaten fiir L zu kreieren (siche Bild oben).

Mit Hilfe der oben aufgelisteten Beschreibungen lésst sich leicht zeigen,
dass alle aufgezihlten Klassen wirklich von der Myhill-Nerode-Aquivalenz
getrennt werden. Betrachten wir zum Beispiel eine Klasse [a"] und eine Klasse
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[a™] mit n # m. Dann ist a"b" € L wéhrend a™b™ ¢ L, woraus direkt folgt
dass @™ und @™ nicht in der gleichen Aquivalenzklasse liegen. Als weiteres
Beispiel betrachten wir eine Klasse [a"] und eine Klasse [a™b] fiir beliebige
n > 0und m > 1. Wir haben a"ab™™ = ¢" ™9™ € [ withrend a™bab" ™ ¢
L und somit folgt auch hier dass beide Worter nicht dquivalent sind. Analog
ldsst sich zeigen, dass die verbleibenden Paare von Klassen jeweils getrennt
werden kodnnen.

Aufgabe 3. Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Sprachen die Anzahl der
Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen. Falls die Sprache reguldr ist, geben Sie
zuséatzlich einen minimalen DFA an, der die Sprache erkennt. Falls die Spra-
che nicht regulér ist, beweisen Sie dies zusétzlich mit Hilfe des Pumping-
Lemmas.

(a) {we {a,b}" [w=mw"}

(b) {ww [ w & {a,b}"}

(c) {(ab)" [n > 2}

(d) {a"ba™ | (n+ m) ist gerade}

Losung zu Aufgabe 3.

(a) Myhill-Nerode Aquivalenz

Wir zeigen, dass unendlich viele Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen bzgl.
L existieren (index(Ry) = oo) und L somit nicht regulér ist.

Behauptung: Fir alle n,m > 0 mit n # m gilt —=(a™b Ry a™b) und
folglich [a™b] # [a™].

Die Behauptung gilt, da a"ba™ € L wahrend a™ba™ ¢ L (wegen n # m)
und somit sind beide Worte nicht Myhill-Nerode dquivalent.

Es folgt, dass [a™b] fiir jedes n > 0 eine eigene Aquivalenzklasse ist.
Folglich gilt index(Ry) = oc.

L={we ¥ |w=w"} ist also nicht regulir.



Pumping-Lemma

Wir folgen dem ,,Kochrezept“ fiir das Pumping-Lemma:

Sei n € N beliebig. Wéhle z = a™ba™ € L. Es gilt |z| =2n +1 > n.
Betrachte alle Zerlegungen = = uwvw mit |v| > 1 und |uv| < n:

Wir haben u = a',v = @™, w = a®ba" (I +m + s = n), da |uv| < n.
Wir wihlen den Pumpfaktor 4 = 2 und betrachten uvw:

ww = ala2™atbha” = gt2mtspgn — gAmEstmpgn — gntmpan

Da m > 1 (wegen |v| > 1) ist wo?w = a™ ™ba™ # a™ba™ ™ und somit
uvw ¢ L. Folglich ist die Sprache nicht regulir.

Myhill-Nerode Aquivalenz

Wir zeigen wieder index(Ry) = oo.

Behauptung: Fiir alle n,m > 0 mit n # m gilt =(a"b Ry a™b) und
folglich gilt auch [a"b] # [a™b].

Die Behauptung gilt, da a"ba™b € L wiahrend a™ba™b ¢ L. Beachten Sie,
dass bei der Teilung von a™ba"b in zwei Worte nur dann gleiche Worte
entstehen konnen wenn n = m gilt, aber hier gilt n # m.

Es folgt, dass [a™b] fiir jedes n > 0 eine eigene Aquivalenzklasse ist.
Folglich gilt index(Ry) = oc.

L ={ww | w e X*} ist also nicht regulir.

Pumping-Lemma

Sei n € N beliebig. Wéhle z = a"ba"b € L, |z| =2n+2 > n.
Betrachte alle Zerlegungen = = uwvw mit |v| > 1 und |uv| < n:
Wir haben u = a',v = a™, w = a*ba™b (I + m + s = n).
Wir wihlen den Pumpfaktor 4 = 2 und betrachten uvw:
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w?w = ata®a®ba™b = a"T™ba"b.

Da m > 1 (wegen |v| > 1) ldsst sich uv?w = a"™™ba™b nicht in zwei
gleiche Worte zerlegen und somit uv?w ¢ L. Folglich ist die Sprache L
nicht regular.



(¢) Myhill-Nerode Aquivalenz

Die Myhill-Nerode Aquivalenzklassen sind:

o [c] = {e} (Zustand 0)

[a] = {a} (Zustand 1)

[ab] = {ab} (Zustand 2)

[aba] = {(ab)"a|n > 1} (Zustand 3)
[
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e [abab] = L ={(ab)" | n > 2} (Zustand 4)

o [b] =%\ (LU{e,a,ab} U{(ab)™aln > 1}) (Fangzustand X)
L={(ab)" | n > 2} ist also regulér.
Ein minimaler DFA fiir L hat 6 Zustéande:

(d) Myhill-Nerode Aquivalenz

Die Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen sind:

gl = {a®" | n € N} (Zustand 1)

a] = { 20+l | p € N} (Zustand 3)

b] = {a"ba™ | (n + m) gerade} = L (Zustand 2)
ab] = {a"ba™ | (n + m) ungerade} (Zustand 4)
o [bb] = X*\ L(a* | a*ba*) (Fangzustand X)
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L={a"ba™ | (n+ m) ist gerade} ist regulér.
Ein minimaler DFA fiir L hat 5 Zusténde:



Aufgabe 4. Sei M = (Z,%,6, 5, F) ein NFA mit |Z| = 16 Zustédnden. Kann
ein Automat M’ = (Z',%,0', 2, F') existieren, der ein minimaler DFA mit
|Z'| = 76543 und L(M) = L(M’) ist? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung zu Aufgabe 4. Durch Potenzmengenkonstruktion erhélt man einen
DFA M" mit L(M) = L(M") mit hochstens 214l = 26 = 65536 vielen
Zustéinden. Es gilt L(M') = L(M) = L(M”) und 2' < 76543, also kann
M’ kein minimaler DFA sein.



