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Aufgabe 1. Betrachten Sie die folgende Sprache:

(a)

L={a™b"c" | m,n>1}U{b™c" | m,n >0}

Zeigen Sie, dass die Sprache L nicht reguldr ist, indem sie unendlich
viele Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen angeben. Alternativ koénnen Sie
die Abschlusseigenschaften von reguldren Sprachen benutzen und den
Fakt, dass L' = {a™b" | n > 1} nicht regulér ist.

(b) Beweisen Sie, dass L trotzdem die Eigenschaften des Pumping-Lemmas

(Folie 131) erfiillt.

Losung zu Aufgabe 1.

(a)

Wir zeigen, dass unendlich viele Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen bzgl.
L existieren (index(Ry) = oo) und L somit nicht regulér ist.

Behauptung: Fiir alle i, k > 1 mit i # k gilt =(ab® Ry ab*) und folglich
[ab’] # [ab"].

Sei w = c¢'. Die Behauptung gilt, da ab’w = ab’c’® € L ist, wihrend
ab*w = ab®c' ¢ L ist (wegen i # k) und somit sind beide Worte nicht
Myhill-Nerode #iquivalent. Es folgt, dass [ab’] fiir jedes 7 > 1 eine eigene
Aquivalenzklasse ist. Folglich gilt index(R;) = oo und L ist nicht regulsir.

Alternative mit Abschlusseigenschaften: Wir definieren die Sprachen L; =
LN L(ab*c*) = {ab™c" | n > 1} und Ly = h(Ly), wobei der Homomor-
phismus h gegeben sei durch h(a) = €, h(b) = a,h(c) = b. Somit gilt
Ly = L' Wire L regulér, so auch Ly und folglich auch L, = L’ (wegen
Abschluss regulidrer Sprachen unter Schnitt- und Homomorphismenbil-
dung). Dies ist aber ein Widerspruch, da L’ nicht regulér ist. Also kann
L nicht regulér sein.

Wir bezeichnen den vorderen Teil von L mit A und den hinteren mit
B. Sei n = 1. Wir zeigen: Fiir jedes nichtleere Wort z € L gibt es eine
Zerlegung © = wow mit |v| > 1, |uv] < 1 und wo'w € L fiir alle i > 0.
Mit den Einschrankungen sehen wir bereits v = €. Jetzt gibt es 3 Fille.
Falls z = a™b"c" € A ist, so fingt £ mit ¢ an und wir setzen v = a.
Dann ist wv'w = ™t 1p"c". Ist m = 1, so ist uv’w = b"c™ € B. Fiir
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m > 1 oder i > 0 ist wv'w € A, da es keine Rolle spielt, wie lang der
a-String vor b™c™ ist. Im zweiten und dritten Fall ist z = 0™ ¢" € B. Fiir
m > 0 ist v = b und somit wv'w = b™T*"tc® € B. Im letzten Fall ist
m = 0 und wir haben v = ¢ und folglich wv'w = ¢"*~! € B.

Aufgabe 2. Sei ¥ = {a, b}. Gegeben ist der DFA M = (Z,%,6,1, E) mit
Z ={1,2,3,4,5,6,7}, FE = {7} und
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(a) Zeichnen Sie das Automatendiagramm von M.

(b) Verwenden Sie den “Algorithmus Minimalautomat”, um den Minimal-
automaten fiir die Sprache L(M) zu erhalten.

(c) Zeichnen Sie den in (b) erhaltenen Automaten.

Losung zu Aufgabe 2. (a)

(b) Die Zustédnde 3 und 6 sind vom Startzustand aus nicht erreichbar und
konnen gestrichen werden.



Nun wenden wir den ,,Algorithmus Minimalautomat “ von Folie 165 des
Skripts an.

Anmerkung: Wir arbeiten mit Mengen von zwei Zustdnden, nicht mit
Tupeln, es gilt also {z,y} = {y, z}.

Schritt 0

Bilden aller Zustandspaare {z, 2’} mit z # 2’.
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Schritt 1

Markiere alle Paare {z, 2’} mit z € £ und 2’ ¢ E.
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Schritt 2

Fiir jedes noch unmarkierte Paar {z,2'} und jedes s € ¥ teste, ob
{6(z,),d(2',s)} bereits markiert ist. Falls ja, markiere auch {z, 2’}.

Neue Markierungen:



e {1,2},da {0(1,a),0(2,a)} = {2, 7} bereits markiert
e {1,5}, da {0(1,a),d(5,a)} = {2, 7} bereits markiert
e {2,4}, da {0(1,a),0(4,a)} = {7,5} bereits markiert
e {4,5}, da {0(4,a),0(5,a)} = {5, 7} bereits markiert

2|2

4 2

512 2

71111 ‘

1 2 4 5

Schritt 3, Wiederholung

{1,4} und {2, 5} sind noch unmarkiert, es kommen keine weiteren Mar-
kierungen hinzu, da

e {J(1,a),0(4,a)} = {2,5} nicht markiert
o {0(1,b),0(4,b)} = {4,4} nicht markiert
e {0(2,a),d(5,a)} ={7,7} nicht markiert
o {5(2,0),0(5,b)} ={1,4} nicht markiert

Die verbleibenden unmarkierten Zustandspaare {1,4} und {2,5} sind
jeweils erkennungsaquivalent.

Beachte: Diese Begriindungen miissen auch in der Klausur dazugeschrie-
ben werden!




Aufgabe 3 (Parikhs Theorem). Sei ¥ = {ay, ag, ..., a;} ein Alphabet. Der
Parikh-Vektor eines Wortes ist definiert als die Funktion p : ¥* — N¥, gege-
ben durch

p(w) = FHa(w), #a0,(0), - #a (w))

wobei #,,(w) die Anzahl der Vorkommen des Symbols a; im Wort w bezeich-
net. Eine Teilmenge von N* heifit linear, wenn sie von der Form

up + Nuy + -+ - + Nuy, = {ug + tyug + -+t | 41, ..., by, € N}

fiir gewisse Vektoren g, . . ., U, ist. Eine Teilmenge von N* heiflt semilinear,
wenn sie eine endliche Vereinigung linearer Teilmengen ist.

Satz (Parikh) Sei L eine kontextfreie oder eine reguldre Sprache,
und sei P(L) = {p(w) | w € L} die Menge der Parikh-Vektoren der
Worter in L (das sogenannte Parikh-Bild von L). Dann ist P(L) eine
semilineare Menge.

Ist S eine beliebige semilineare Menge, so existiert eine regulére Spra-
che (und damit insbesondere auch eine kontextfreie Sprache), dessen
Parikh-Bild genau S ist.

(a) Bestimmen Sie die Parikh-Bilder der folgenden Sprachen und geben Sie
eine semilineare Darstellung der Menge an!

(i) Ly = {a™b* | n € N}
(ii) Lo = L((alb|c)*aaa(a|b|c)*)
(i) Ls = L(a*|b*)
(b) Beweisen Sie den zweiten Teil des Satzes.

(c) Folgern Sie aus dem Satz von Parikh, dass iiber unéren Alphabeten die
Klassen der kontextfreien und reguléren Sprachen gleich sind.

Losung zu Aufgabe 3.

(a) (i) P(L1) ={(z,22) |z >0} = {& - (1,2) [ , € N}

(ii) P(Lz) ={(z,y,2) |z = 3,y,2 > 0}

:{(300)+t1 (100)+t2(0,1,0)+t3(0 0,1)|t1,t2,t3€N}
i)
{t

P(Ls) ={(2,0) [ # = 0} U{(0,9) | y = 0}

(i
= (1O)|t1€N}U{t1 (01)|t1€N}



(b) Sei S eine semilineare Menge und eine semilineare Darstellung von S

sei eine Vereinigung von N-vielen linearen Mengen. Ist N = 0, so gilt
S = @, also ist S = P(©) Parikh-Bild der reguldren Sprache . Fiir den
Fall N =1 (S ist eine lineare Menge) kénnen wir S schreiben als

S={u+tu+- -+ top | t,..., t, € N},

Sei z; € ¥* ein Wort mit p(z;) = u;(0 < i < m). Betrachte die Sprache

L= {a}- (Um) .

Dann ist P(L) = S (Beweis: Ubung). AuBlerdem ist L regulir (Abschluss-
eigenschaften).

Falls N > 2 gilt, so ist § endliche Vereinigung linearer Mengen, also ist S
Parikh-Bild von einer Vereinigung endlich vieler regulérer Sprachen (nach
dem eben Gezeigten). Diese sind aber unter Vereinigung abgeschlossen.

Insgesamt haben wir also den zweiten Teil von Parikhs Satz bewiesen.

Sei L eine kontextfreie unire Sprache. Nach dem ersten Teil von Parikhs
Theorem ist P(L) semilinear. Nach dem zweiten Teil gibt es eine regulére
Sprache I/ mit P(L) = P(L'). Mit anderen Worten, die Parikh-Bilder von
L und L’ stimmen {iiberein. Diese bestehen aber nur aus 1-Tupeln bzw.
1-dimensionalen Vektoren. Zu einem Parikh-Vektor (n) korrespondiert
genau das Wort " (in L und L'), mit anderen Worten,

p ' N—={a}, n a"

ist eine Bijektion. Somit muss L = L' gelten, d.h. L ist regulér.



