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Ubungsblatt 9

Aufgabe 1.
Gegeben seien die folgenden NFAs M;, M, (sieche Blatt 5, Aufgabe 2).

b

Lésen Sie mit dem Vorgehen aus der Vorlesung das Inklusionsproblem:

T(M,) € T(My)

Losung zu Aufgabe 1. Da ¢ € T(M;) aber ¢ ¢ T(M,), wissen wir,
dass T'(M;) C T(Ms) nicht gelten kann. T (M;) C T'(M,) ist dquivalent zu
T(My) N T(My) = @. Nun wollen wir mit dem Verfahren aus der Vorlesung
zeigen, dass dies nicht gilt.

Zunéchst konstruieren wir mittels Potenzmengenkonstruktion die DFAs fiir
M;i und Ms. Dies haben wir schon auf Blatt 5 erledigt.




Dann erzeugen wir My, so dass T'(Mj) = T(Mj) = T(M,), indem wir End-
zustande und Nicht-Endzustdnde im DFA M, vertauschen.

Beachte: NFAs auf diese Art zu , komplementieren “ funktioniert nicht (Ubung:
Beispiel iiberlegen).

Nun bestimmen wir einen DFA M fiir T(M,) N T(M,) = T(M]) N T(Mj)
(Kreuzproduktautomat):




Anmerkung: Aus Platzgriinden sind die Zustandspaare untereinander ge-
schrieben - oben jeweils der Zustand in M/, darunter der Zustand in Mj.

Wir brauchen nicht den kompletten Automaten zu konstruieren, da wir schon
nach wenigen Schritten sehen, dass einen Pfad im Automaten M gibt, der
vom Anfangszustand in einen Endzustand fithrt. Zum Beispiel findet man so,
dass e,a € T(M) = T(M;) N T'(Ms). Somit gilt T'(M;) C T(Ms) nicht.

Es wiirde sogar reichen sich zu iiberlegen, dass die Startzustédnde in M|
(bzw. M) und Mj beides auch Endzustinde sind. Denn dann weifl man
bereits, dass € durch M erkannt wird.

Aufgabe 2. Sei L die Sprache aus Aufgabe 1 von Blatt 8, also
L={a™b"c" | m,n>1}U{b™c" | m,n > 0}.

Zeigen Sie, dass diese kontextfrei ist, indem Sie eine kontextfreie Grammatik
angeben, die die Sprache erzeugt.

Losung zu Aufgabe 2. Eine Grammatik G mit L(G) = L ist z.B. G =
(V,%, P,S) mit

e V={S,A,B,C,D}
e X ={a,b,c}

e P={S—aA|B, A= aA| D, D— bDc| b,
B—=bB|C, C—cC|e}

Alternativ mit Beachtung der e-Sonderregelung: G = (V, 3, P, S) mit
o V={S5,A,B,C,D}
o ¥={a,b,c}

e P={S—aA|Ble A—aA|D, D— bDc | b,
B—bB|b|C, C— cC|c}

Aufgabe 3. Sei ¥ = {a, b}. Geben Sie eine kontextfreie Grammatik an, die
die Sprache

L= \{ww | we X} ={ww|we X}

erzeugt.
Hinweis: Fiir jedes w € L gerader Léange gibt es Worter x,y, u, v € ¥* so,
dass w = zayubv (oder w = zbyuav) ist und |z| = |u| bzw. |y| = |v| gilt.

Losung zu Aufgabe 3. Wir unterscheiden zwei Fille, Worter gerader Léinge
und Worter ungerader Lange.



Worter gerader Linge

Der Hinweis ist so zu verstehen, dass sich jedes Wort w € L mit Lange 2n
in wyw, unterteilen léasst, wobei w; und wy, Worter der Lange n sind, die sich
an mindestens einer Stelle unterscheiden.

Da die Worter z, y, u, v beliebig sein konnen, solange |z| = |u| und |y| =
|v], ist die Menge der Worter der Form w = zayubv gleich der Menge der
Wérter der Form zay'u'bv (analog fiir den Fall w = zbyuav), so dass w =
wjw) und wobeil w; = zay’ und w) = v'bv (bzw. w{ = zby’ und w} = u'av)
mit |z| = |¢y’| und |u'| = |v|. Einfach gesagt: In der Mitte steht nach wie vor
das gleiche Wort yu = y'u/, allerdings teilen wir dieses Wort nun so auf, dass
y" die Lange von u und z hat und «’ die Lange von y und v hat.

Worter der Form zay’ mit |z| = |y’| konnen wir mit den Produktionen
{A = XAX | a, X — a | b} aus A erzeugen, Worter der Form u'bv mit
|u'| = |v| durch eine weitere Produktion B — XBX | b aus B.

Die Worter w € L mit gerader Liange erhalten wir also mit der Gramma-
tik G’ = (V,%, P/, S) mit

o V={S,A4,B,X}
e ¥ =1{a,b}
o P"={S—> AB|BA, A— XAX |a, B— XBX | b, X — a| b}

Woérter ungerader Linge

Fiir alle w € ¥* mit ungerader Lénge gilt w € L. Um diese Worter zu
erzeugen, konnen wir die Nicht-Terminale A und B ,,wiederverwenden®, da
A alle Worter ungerader Liange mit einem a in dem Mitte erzeugt, B alle
Worter ungerader Lénge mit einem b in der Mitte.

Grammatik

Eine kontextfreie Grammatik, die L erzeugt, ist also G = (V, X, P, S) mit
o V=1{848 X}
o ¥ ={a,b}
o P={S— A|B|AB|BAA— XAX | a,B — XBX | b,X — a | b}



Aufgabe 4. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a)

(b)

Los

Sei L kontextfrei und nicht reguldr. Dann ist auch L* kontextfrei und
nicht regular.

Sei L kontextfrei und sei L' nicht reguldar. Dann ist L/ = L U L' nicht
regulér.

ung zu Aufgabe 4. (a) Die Aussage ist falsch: Sei L die Sprache aus
Aufgabe 3, also

L={ww | we{a,b}*}

Dann ist L kontextfrei, denn in Aufgabe 3 haben wir gezeigt, dass wir
L mit einer kontextfreien Grammatik erzeugen konnen. Auflerdem ist
L nicht regulédr: Auf Blatt 7, Aufgabe 3b haben wir gezeigt, dass das
Komplement von L, die Sprache {ww | w € {a, b}*}, nicht regulér ist. Da
regulére Sprachen unter Komplementbildung abgeschlossen sind, kann L
also auch nicht regulédr sein. Nun gilt aber a,b € L. Daher ist L* =
{a, b}*, also ist L* regulér.

Die Aussage ist ebenfalls falsch. Wir wihlen L = {ww | w € {a, b}*} und
I'=*\L={ww | w e {a,b}*}. Mit den Uberlegungen aus Aufgaben-
teil (a) ist L kontextfrei und L’ nicht reguldr. Es gilt aber L” = {a, b}*,
also ist L” regular.

Dies lasst sich verallgemeinern: Fiir jede kontextfreie, nicht regulére Spra-
che kann ihr Komplement nicht regulédr sein (wegen Abschluss regulérer
Sprachen unter Komplementbildung). Die Vereinigung beider Sprachen
ist dann stets >*.

Aufgabe 5. Sei G = ({5, A, B},{a, b}, P, S) eine kontextfreie Grammatik,

wob

Geb

ei P gegeben ist durch

S — ASB | ab
A— aAS|a
B — SbS | A| bb.

en Sie eine Grammatik G’ in CNF so an, dass L(G’) = L(G).

Losung zu Aufgabe 5. Wir verwenden das Verfahren zur Umwandlung
einer kontextfreien Grammatik in CNF wie ab Folie 196 im Skript beschrie-

ben.

Sch

ritt 1

G enthalt keine Produktion der Form § — €.



Schritt 2

Einfiihren neuer Variablen A, mit Produktionen A, — a fiir jedes Terminal-
symbol a € ¥ und Ersetzen aller Vorkommen von a in einer rechten Seite, die
nicht bereits nur aus einem Alphabetsymbol auf der rechten Seite bestehen.
Anderungen an den Produktionen sind fettgedruckt markiert.

° S—)ASB|AaAb
o A— A,AS | a

B—)SA},S ‘ A ’ AbAb

A, —a

Ab—)b

Schritt 3

Elimination von Kettenregeln der Form X — Y durch Ersetzen von Y durch
die rechten Seiten der Produktion von Y.

e S— ASB | A, A,

o A— A,AS | a

e B— SA,S | AAS | a | ApAy
e A, —a

.Ab—>b

Bemerkung: Falls es Zyklen gibt (wie A — B und B — A), wird man irgend-
wann bei A — A angelangen. Diese Produktion muss man einfach weglassen.

Schritt 4

Elimination von Produktionen der Form X — X;... X, mit n > 3 durch
Einfiihren neuer Nicht-Terminale. Beispielsweise schreiben wir S — ASB
um in S — AB; und fiigen ein neues Nicht-Terminal B; hinzu mit einer
Produktion B; — SB.



S—)ABl|AaAb

A= ABy | a
B—)SB3|AaB2|(Z|AbAb
A, —a

Ab—>b

Bl—)SB

B, -+ AS

B3—)AbS



