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Aufgabe 1. Geben Sie eine Typ-1-Grammatik an, die die Sprache

L={we{a,b, c}" | #a(w) = #s(w) = #c(w)}
erzeugt. Zur Erinnerung: #,(w) ist die Anzahl der Zeichen z € ¥ in w.

Losung zu Aufgabe 1. Es gilt L = L(G) mit G = (V,3,P,S) und V =
{S,A, B, C} und

P={S—¢e|SS|ABC,AB — BA,AC — CA,BA — AB,BC — (B,
CA— AC,CB - BC,A— a,B—b,C — c}.

Erklarung: Durch S produzieren wir beliebig viele ABC-Blocke. Durch Pro-
duktionen der Form DE — FED konnen wir die Zeichen frei vertauschen.
Schliefllich kénnen wir mit den letzten 3 Produktionen auch die Nichttermi-
nale in Terminalsymbole umwandeln.

Aufgabe 2. Wahr oder falsch?
(a) Jeder linear beschrénkte Automat ist eine Turingmaschine.

(b) Eine Turingmaschine darf nie das Blanksymbol [0 auf das Band schrei-
ben.

(¢) Typ-0-Sprachen sind unter Homomorphismenbildung abgeschlossen.
Losung zu Aufgabe 2.

(a) wahr: Ein LBA ist eine Turingmaschine mit Einschriankungen.

(b) falsch: Nur LBAs diirfen O nicht schreiben.

(c) wahr: Einfach den Homomorphismus auf die Typ-0-Grammatik anwen-
den und man erhélt wieder eine Typ-0-Grammatik.



Aufgabe 3.
(a) Sei M = ({2, 2.}, {a,b},{a,b,0},, 2,0, {z}) eine Turingmaschine,
wobei 0 gegeben ist durch:

320, a) = (2e, a, R)
6(z0,b) = (20, b, R)
d(20,0) = (20,0, N)
Bei Eingabe welcher Worter w € {a, b}* gelangt M in einen Endzustand?

(b) Sei Ms, = ({20, 21, 2.} U{2a,2. | a € £}, 5, XU {0}, 0, 2,0, {z.}) eine
Turingmaschine, wobei ¢ gegeben ist durch:

320, a) = (24,0, R)
d(2,0) = (2,0, N)
0(2a; b) = (24, b, R)

8z, 0) = (2,0, L)

§(z.,a) = (2,0, L)
8(z, ca) = (20, ca, N)
6(z,,0) = (2,0, N)
d(z1,b) = (21,0, L)

d(z,0) = (20,0, R)

Es gilt hier a,b € ¥ und ¢, € ¥\{a}. Bei Eingabe welcher Worter
w € X* gelangt My in einen Endzustand?

Losung zu Aufgabe 3.
(a) M durchlauft das Band von links nach rechts und geht in den Endzustand
2z, liber, sobald ein a gelesen wurde.

Die Menge aller Worter, mit denen M in einen Endzustand gelangt, ist
daher die Menge aller Worter, die mindestens ein a enthalten.
Dementsprechend ist die gesuchte Menge

L((a|b)*a(a|b)")=Lb a(a]| b)*) ={b"ax | n >0,z € {a,b}"}.
(b) Die Turingmaschine My, wirkt auf dem ersten Blick deutlich schwieriger

zu durchschauen. Die Idee ist aber ganz einfach:

Links wird ein Zeichen gelesen und es wird sich gemerkt, welches Zei-
chen gelesen wurde (durch den Zustand z,). Anschliefend wird das Zei-
chen geloscht. Der Leseschreibkopf navigiert dann zum rechten Ende des
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Wortes und iiberpriift, ob das letzte Zeichen mit dem ersten Zeichen
iibereinstimmt. Falls ja, so wird auch dieses Zeichen geléscht und der
Leseschreibkopf geht wieder nach links. Falls nein, so geht My in eine
Endlosschleife iiber.

Wenn wir also nicht in einer Endlosschleife sind, so wiederholt sich der
Vorgang so lange, bis keine Zeichen mehr auf dem Band stehen. Es ist
hierbei die Unterscheidung zu machen, ob das Eingabewort gerade oder
ungerade ist. Bei geraden Wortern sind wir nach der Loschung des letzten
Zeichens zunéchst im Zustand z;, danach also direkt im Zustand 2. Von
da aus gehen wir mit [ in den Endzustand iiber. Bei ungeraden Wértern
sind wir bei Loschung des letzten Zeichens in z, und gehen dann in 2z
iiber. Von 2, wiederum gehen wir ebenfalls mit [J in den Endzustand
iiber. Wir kommen genau dann in den Endzustand z., wenn kein Zeichen
mehr auf dem Band steht. Und alle Zeichen 16schen kénnen wir genau
dann, wenn bis auf das mittlere Zeichen (bei ungeraden Wortern) die
Turingmaschine jeweils vorne und hinten das gleiche Zeichen vorfindet.

Was heifit das also? Wir akzeptieren genau Worter von der Form xx”
oder zaz” fiir € ¥* und a € 3. Auf vorigen Blattern hatten wir bereits
gesehen, dass dies genau alle Palindrome beschreibt. Mit anderen Worten

T(Ms)={weX|w=w"}

Zu diesem Zeitpunkt hétte es gereicht zu sagen, dass die Turingmaschine
bei genau den Wortern {w € ¥* | w = w"} in einen Endzustand gelangt.
Auf Folie 335 haben Sie aber schon gelernt, dass es sich hierbei genau
um die von der Turingmaschine erzeugte Sprache handelt.

Aufgabe 4. Geben Sie eine Turingmaschine an, die bei Eingabe eines Wortes
w € {a,b, c}* genau dann in einen Endzustand gelangt, wenn

we {a"b"c" | n € N}

Losung zu Aufgabe 4. Die Grundidee ist, dass wiederholt zunéchst ein
a, dann ein b und dann ein ¢ auf dem Band weggestrichen wird, wobei
,wegstreichen “ in diesem Fall bedeutet, dass wir a durch #, ersetzen, b durch
#p und ¢ durch #.. Das Wort wird nur dann akzeptiert, wenn schliellich
keine a, b, ¢ mehr auf dem Band stehen.

o M =(Z,%,T,6 %, 0{z})
o / = {20,21,Z2>Z3;z4aze}

o X ={a,b,c}



o ['= ZU{D7#G7#b7#C}

Dabei ist & wie folgt definiert (Ubergénge die zu Endlosschleifen fithren (das
Wort also nicht akzeptieren) sind fettgedruckt markiert):

6(2,8) = (2,0, N) (1)
5(207 a) = (217#a, R) ( )
6(20,b) = (20, b, N) (1)
6(2, ¢) = (20, ¢, N) (1)
(20, #v) = (21, #0, R) (1)

(zlv ) <Z17 a, R) ( )
(21, #v) = (21, #0, R) (2)
(21, 0) = (22, #s, R) (2)
0(z,¢) =(a,¢,N) (2)
5(21, #c) = (2’1, Fes N) ( )
0(z,0) = (»,0,N) (2)

6(2,0) = (2,0, R) (3)
(22, ) = (227#C7R) ( )
(2, ¢) = (2, #c, L) (3)
6(2, a) = (»,a,N) (3)
(3)

6(2’2) D) - (32) Da N) 3
§(z,2) = (23,2, L) fir alle z € {a, b, ¢, #p, #.} (4)
6(2:37 #a) = (Zo, #ay R) (4)
0(za, #0) = (21, #0, R) (5)
5(247 #c) = (247 #ca R) (5)
6(21,00) = (2,1, N) (5)
0(21, a) = (2, a,N) (5)
0(24,b) = (21, b, N) (5)
0(2, ¢) = (21, ¢,N) (5)

(1) Ersetzen von a durch #, (Zustand z)
Das leere Wort (die TM beginnt mit dem Lesekopf auf einem ) wird di-
rekt akzeptiert. Ein a ersetzen wir durch #, und beginnen mit z; die Suche
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nach dem dazugehorgen b. Steht der Lesekopf auf einem b oder ¢ kann das
Wort nicht giiltig sein und wir gehen in eine Endlosschleife iiber. Beachten
Sie, dass es auch (in einer nichtdeterministische TM) moglich wére, einfach
keine Transitionen fiir d(z, b) und 6(z, ¢) anzugeben, da auch in diesem Fall
eine Sackgasse in der Berechnung erreicht wird und niemals ein Endzustand
erreicht wiirde. Steht der Lesekopf im Zustand 2z auf einem #, (dies kann
nur passieren, nachdem wir in einem Durchlauf ein a, ein b und ein ¢ ersetzt
haben und zuriick zum ersten Symbol das auf ein #,’ folgt gelaufen sind)
haben wir alle a’s am Anfang des Wortes ,,verarbeitet “ und miissen noch mit
2z priifen, ob auf dem Rest des Bandes noch b’s oder ¢’s iibrig sind.

(2): Ersetzen von b durch #, (Zustand z;)

Alle a’s und #,’s (also bereits ersetzte b’s) werden iibersprungen. Das erste
noch nicht verarbeitete b wird durch #; ersetzt und wir beginnen mit z die
Suche nach dem dazugehorigen c. Falls wir kein b finden, kann das Wort
nicht giiltig sein und wir gehen in eine Endlosschleife iiber.

(3): Ersetzen von ¢ durch #. (Zustand z)

Alle b’s und #.’s (also bereits ersetzte ¢’s) werden iibersprungen. Das erste
noch nicht verarbeitete ¢ wird durch ein #. ersetzt, wodurch ein Ersetzungs-
durchgang (von einem a, einem b und einem ¢) beendet wurde. Falls wir kein
¢ finden kann das Wort nicht giiltig sein und wir gehen in eine Endlosschleife
iiber.

(4): Zuriick zum letzten #, (Zustand z)
Wir gehen mit z3 zum letzten #, zuriick und beginnen die Prozedur anschlie-
Bend von vorne.

(5): Priifen, ob alle Symbole ersetzt wurden (Zustand z)

Wir durchlaufen das Wort von links nach rechts. Falls noch b’s oder c¢’s
auf dem Band stehen, wird das Wort nicht akzeptiert. So wird der Fall
w = a*b'c™ mit | > kV m > k ausgeschlossen.

Beachte: Damit die TM deterministisch ist, miissten wir genau genommen
noch fiir alle Paare (z,z) € (Z \ {z}) x I, fiir die 6 noch nicht definiert ist,
d(z,z) angeben (allerdings wird die TM diese Transitionen nie verwenden,
d.h. es ist egal, wie wir dort &(z,x) definieren). Alternativ kénnen wir die
TM als nichtdeterministische TM auffassen (dann ist §(z, z) formal gesehen
eine Menge, d.h. wir miissten in der obigen Definition von § noch Mengen-
klammern auf den rechten Seiten ergénzen).



Durchlauf der TM auf der Eingabe aabbcc

.Daabbc CD

G2 p

1O |#ala|b|b|c|c O]

GAp

.D#aabbccm...

A0 |#a|a|#s|blc|c O]

.D#aa#bbccm...

A O #a| a|#p| b |#c|c|O] -

| O | #a|a |#o| b |#c|c O]

A O #a| a|#p| b |#c|c|O] -

| O #a|a |#o| b |#c|c|O)| -

G2 p

1O #a| @ |#| b |F#c|c O

'D#a#a#bb#ccm"'

Qap
'D#a#a#bb#ccm"'

Qap
'D#a#a#b#b#ccm'”

G2p
'D#a#a#b#b#ccm“'

Qap
‘D#a#a#b#b#c#cm"'

G p




D#a#a#b#b#c#cD

Q%
D#a#a#b#b#c#cm

QBp
D#a#a#b#b#c#cD

Q28
D#a#a#b#b#c#cD

GQaop
D#a#a#b#b#c#cD

D#a#a#b#b#c#cD

D#a#a#b#b#c#cm

D#a#a#b#b#c#cm

U #a #a #b #b #c #c

Aufgabe 5. Geben Sie eine Turingmaschine an, die bei Eingabe eines Wortes
w € {a,b}* das Wort w" auf das Band schreibt, den Kopf auf das erste
Symbol von w” bewegt und in einen Endzustand iibergeht.

Losung zu Aufgabe 5. Die Idee ist, zuerst rechts neben das Wortende das
Symbol $ auf das Band zu schreiben, und anschlieBend das Eingabewort an
dem Symbol $ nach rechts zu spiegeln.

o M =(Z,%1,62,0/{z})
o 7 = {2,721, %, 23, 24, %5, % }
e ¥ ={a,b}

o =S U{,#8}

Dabei ist ¢ wie folgt definiert:



20: Anhéngen von $ an das Ende des Wortes
* 5(z0,a) = (20,0, R)
* 5(z0,b) = (0,0, R)
e §(2,0)=(2,9%,1L)
z1: Suchen und merken des niichsten Buchstabens, der an $ gespiegelt wird
o 0(z1,0a) = (2, #, R)
o 0(21,b) = (23, #, R)
o 0(z1, #) = (a1, #, L)
e §(z,0) = (2,0,R)

Durch den Zustand zo merkt man sich, dass ein ¢ gefunden wurde und durch z3
merkt man sich, dass ein b gefunden wurde. In beiden Féllen wird der gelesene
Buchstabe durch # ersetzt, so dass man in den néchsten Runden alle bereits durch
# ersetzten Buchstaben iiberspringen kann. Wenn [J erreicht wird, so wurden alle
Buchstaben von w bereits gespiegelt und man wechselt in den Zustand 25, in dem
alle #’s und $ durch O ersetzt werden.

z2: Anhéingen von a am rechten Ende des gespiegelten Wortes
o 0(z,x) = (z,z,R) fir alle z € {#,$,a,b}
o §(z,0) = (z,a, L)

z3: Anhéngen von b am rechten Ende des gespiegelten Wortes
o 0(z3,2) = (23,2, R) fir alle z € {#,8$, a, b}
o §(z3,00) = (z,b,L)

z4: Lesekopf zuriick (nach links) zum $-Symbol bewegen
o 0(z4,a) = (z,a,L)
o 0(z4,b) = (24,0,L)
o 0(u,%) =(21,%,L)

z5: Alle #’s und das $-Symbol durch [I’s iiberschreiben
o i(z,#) = (2,0, R)
* (z,9) = (2,0, R)

Auch hier gilt die Bemerkung aus Aufgabe 4: Damit die TM deterministisch ist,
miissten wir formal noch alle weiteren Werte 6(z, z) definieren, auch wenn diese
nie verwendet werden. Ein Durchlauf dieser TM sieht wie folgt aus:



Durchlauf der TM fiir die Eingabe ab
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Aufgabe 6. Sei M = (Z,%,0, %, E) ein deterministischer endlicher Auto-
mat. Geben Sie eine Turingmaschine an, die bei Eingabe eines Wortes w € ¥*
genau dann in einen Endzustand gelangt, wenn w € T'(M).

L6ésung zu Aufgabe 6. Eine mogliche TM M’, die dieselbe Sprache ak-
zeptiert wie M, sieht wie folgt aus: Definiere fiir alle ¢ € ¥ und fiir alle
2 €4

8 (z,a) = (6(2,a),a, R),

O, N fall E
§(z,00) = (ze,0,N) falls z € E,
(2,0,N)  sonst.

Dann ist M’ = (Z U {z.}, 2, 2 U {0}, ¢, 2,0, {z}).
Beachte: Wir kénnen nicht E als Menge der Endzustédnde von M’ ver-
wenden, da wir sicherstellen miissen, dass das ganze Wort gelesen wurde.
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Diagramm-Reprisentation von Turingmaschinen

Sie diirfen die Ubergiinge von Turingmaschinen wie auch bei endlichen Au-
tomaten und Kellerautomaten in Diagrammform darstellen. Dafiir gibt es
dann in der Klausur (auch spéter bei BUL) keinen Punktabzug!

Sei M = (Z,%,T,6, 2,0, E) eine Turingmaschine. Diese kann sowohl
deterministisch, als auch nichtdeterministisch sein. Zustédnde aus Z werden
durch Kreise, der Startzustand z, durch einen Kreis mit einem eingehenden
Pfeil und Endzusténde aus £ mit einem Doppelkreis reprasentiert. Fiir eine
Transition (z,a) — (2/,b, X) aus § mit (z,a) € (Z\F) x ' und (2,6, X) €
Z xT'x {L, N, R} schreiben wir

oie

Auch hier kénnen natiirlich wieder z und 2’ identisch sein, wodurch der
Pfeil eine Schleife wire. Die Turingmaschine, die wir in Aufgabe 5 konstruiert
haben, sieht mit dieser Darstellung dann so aus:

z/z, R #/#, L #/0,R

. O/$, L }j\ 0/0,R })\ $/0,R @
1 \y e

a/#, R b/#, R

y/y, R $/8, L y/y, R
0/a, /b, L
24
z/z, L

Hierbei ist € {a,b} und y € {a, b, $, #}.
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