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Generelle Hinweise:

Priifungsdauer: 120 Minuten

Wenn Sie in der Klausur 35 Punkte erreichen, haben Sie mit Sicherheit bestanden.
Hilfsmittel: Ein beidseitig handbeschriebenes DIN-A4-Blatt.

Benutzen Sie ein dokumentenechtes Schreibgeriit.

Uberpriifen Sie die Thnen ausgehindigte Klausur auf Vollsténdigkeit (10 Aufgaben
auf 11 Seiten).

Tragen Sie auf jedes Blatt Ihren Namen und IThre Matr.-Nr. in die entsprechen-
den Felder ein.

Schreiben Sie Thre Losungen in die dafiir vorgesehenen Felder. Reicht der Platz in
einem Feld nicht aus, so benutzen Sie die Riickseite des entsprechenden Blattes und
vermerken Sie dies auf der Vorderseite. Reicht der Platz dennoch nicht aus, konnen
Sie die Aufsicht nach zusétzlichen Bléttern fragen.

Schreiben Sie bitte deutlich. Unleserliche Losungen sind ungiiltig.

Ein Tduschungsversuch fithrt umgehend zum Ausschluss und Nichtbestehen.
Es erfolgt keine Vorwarnung.

Alle mitgefithrten elektronischen Geréte sind vor der Klausur bzw. spatestens
jetzt auszuschalten.

Inhaltliche Hinweise:

Endliche Automaten kénnen wahlweise grafisch oder tabellarisch angegeben werden.
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Name:

Matrikelnummer:

Aufgabe 1. (16 Punkte) Beantworten Sie die folgenden acht Fragen. Fiir jede Teilauf-
gabe gibt es zwei Punkte, wenn Sie die Aufgabe vollstéindig und korrekt beantwortet
haben.

(1)

Betrachten Sie folgende Grammatik:
G=({95,A},{a,b},{S = adb|e,A— AA|a|b]e},9)
Gilt L(G) € {a™b™ | m > n}? Begriinden Sie!

Losung: Nein. G erzeugt alle Worter, die mit a beginnen und mit b enden,
also auch z.B. abab. Aber es gilt abab & {a™b" | m > n}.

Betrachten Sie die folgenden reguléren Ausdriicke:

(a) ag =a*d* (b)) e =(a|b)* (c) ag="0"(a|b)*a* (d) ay = aab| a*b*
Wie viele verschiedene regulédre Sprachen werden durch die Ausdriicke erzeugt?
Geben Sie diese auch an!

Losung: Es sind zwei Sprachen:
L(oy) = L(ay) = {a"b™ | n,m > 0}
L) = L(as) = {a, b}"

Sei M ein NFA mit n Zustédnden. Sei aulerdem L(M) = L. Welche Aussagen
sind richtig?

(a) L hat mindestens n Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen.

(b) L hat hochstens 2" Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen.

(¢) L hat mindestens n Elemente.

(d) Es gibt einen NFA M’ fiir L* mit hochstens n + 1 Zusténden.

Losung: (b) und (d) sind richtig. (b) ist Potenzmengenkonstruktion und
(d) wird durch das Verfahren der Vorlesung fiir L* realisiert.

Geben Sie drei Sprachen K, L, M an mit K C L C M, so dass L regular, K
nicht reguldr und M nicht kontextfrei ist.

Losung: Zum Beispiel:

K ={a"b" |n >0}

L={a"b™ | n,m >0}

M = {a"b" | n,m > 0} U {a"b"c" | n > 0}
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(5) Welches Problem 16st der CYK-Algorithmus und welche Voraussetzung benotigen
Sie fiir die Input-Grammatik?

Losung: Der CYK-Algorithmus 16st das Wortproblem fiir kontextfreie Spra-
chen. Die Input-Grammatik muss in Chomsky-Normalform vorliegen.

(6) Gibt es zu jeder kontextfreien Sprache einen Kellerautomaten mit nur einem
Zustand? Begriinden Sie!

Losung: Ja: Man kann eine kontextfreie Grammatik mit dem Verfahren
aus der Vorlesung stets in einen Kellerautomaten mit nur einem Zustand
umwandeln. Damit geht das also fiir jede kontextfreie Sprache.

(7) Sei L eine kontextfreie, aber nicht regulire Sprache iiber einem Alphabet ¥. Sei
h ein Homomorphismus mit h(L) # {¢}. Wie kénnen Sie h wihlen, um auf jeden
Fall eine reguliire Sprache h(L) zu erhalten?’

Losung: Unire kontextfreie Sprachen sind bereits regular. Aulerdem sind
kontextfreie Sprachen unter Homomorphismenbildung abgeschlossen (siehe
Ubungen). Also kann man h(a) = a fiir ein @ € ¥ wihlen und fiir alle anderen

b e X\{a} h(b) = ¢ setzen.

(8) Sei L eine Typ-0-Sprache, die nicht Typ-1 (kontextsensitiv) ist. Welche Eigen-
schaft muss eine Turingmaschine zwingend haben, die L akzeptiert?

Losung: Kontextsensitive Sprachen sind genau die, welche durch einen LBA
erkannt werden. Mit anderen Worten, Typ-0-Sprachen, die nicht kontextsen-
sitiv sind, kommen nicht mit dem beschrinkten Platz aus und miissen fiir
mindestens einen Input mindestens ein Blank durch ein anderes Zeichen er-
setzen.

!Erinnerung: Ein (Alphabet-)Homomorphismus ist eine Abbildung h : ¥* — I'*, wobei fiir alle v, w €
¥* gelte: h(vw) = h(v)h(w) und h(e) = €. Die Abbildung ist durch h(a) = v € T'* fiir a € ¥ eindeutig
definiert. Es gilt ferner A(L) = {h(w) | w € L}.
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Aufgabe 2. (10 Punkte) Sei ¥ = {a,b}. Geben Sie fiir jede der folgenden Sprachen
einen endlichen Automaten und einen reguldren Ausdruck an.

(a) Ly ={w € ¥* | |w| ist ungerade und enthélt das Teilwort ab}

Losung: (a|b)(aalab|balbb)*ab(aalablba|bb)*|(aa|ablba|bb)*ab(aa|ab|ba|bb)* (a|b

(b) Ly = {w € ¥* | w beginnt mit aa und die Anzahl der a’s in w ist durch 5 teilbar}

Losung: aab*ab*ab*a(b*ab*ab*ab*ab*ab*)*

b b
OOy

(¢) Ly = {w € ¥* | w beginnt mit ab und endet mit ba}

Losung: ab(a|b)*balaba

_)@aOb a
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Aufgabe 3. (6 Punkte) Gegeben sei der NFA M = ({1,2,3},{a,b},d,{1},{1}), wobei
0 gegeben ist durch:

) a b

1] 0 [{L3}
2] {3} {23}
31 {1,2} | {3}

(a) Zeichnen Sie das zu M gehorige Automatendiagramm.

Losung:
b b b
W
a a,b
(b) Geben Sie mittels Potenzmengenkonstruktion einen zu M dquivalenten DFA an.
Es geniigt, den vom Startzustand erreichbaren Teil anzugeben.

Losung:
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Aufgabe 4. (6 Punkte) Minimieren Sie den folgenden DFA mit dem Algorithmus aus
der Vorlesung. Geben Sie an, welche Zustandspaare in welcher Reihenfolge markiert

werden und zeichnen Sie den erhaltenen minimalen DFA.

NG

asamb:sb
b
b
a a
a
SoRRgrdq

Losung:

Zustand 6 ist nicht erreichbar, wird also entfernt.

3

Ol = | N
—_

DO O — | DO !

1

1. Trenne End- und Nichtendzustande.

2. Markiere (2,3

(2,3) (2,a) (3,a) (
(2,1) (2,a) (1,a) (
4. Markiere (5,1) wegen 6(5,a) = 1 und 6(1,a) = 2 und (
(5,2) (5,a) (2,a) (
6. Markicre (5, 3) (5,a) (3,a) (

markiert.

markiert.

markiert.

)
)
) markiert.
)
) markiert.
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Aufgabe 5. (6 Punkte) Gegeben sei folgende Sprache L C {a,b}* mit
L ={a"b" | m =n+ 1 oder m + 6n ist durch 7 teilbar}.

Zeigen Sie, dass L nicht regulér ist.

Losung: Pumping Lemma mit w = a™b"*!:

Sei n € N und sei w = a™b" ™. Dann ist w € L und |w| = 2n+1 > n. Sei w = zyz
eine Zerlegung von w mit |zy| < n und |y| > 1. Also gibt es k,¢ € N mit z = aF,
y = a’ und z = @ *~p"*+1. Mit Pumpfaktor 8 erhalten wir

SL’ySZ — aka8£anfkf€bn+1 — an+7€bn+1.
Daf¢>1gilt nunn+1# n+70+1. Aulerdem ist n+1+6(n+7() = Tn+42(+1
nicht durch 7 teilbar, also xy®z ¢ L. Somit ist L nach dem Pumping Lemma nicht
regulér.
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Aufgabe 6. (6 Punkte) Gegeben sei der folgende nichtdeterministische Kellerautomat

M = (Z,%,1,6, 20, #), wobeil Z = {zp, 21, 20, 23}, & = {a,b}, [' = {#, A} und
(1) 6(z0,a,#) = {(21, A)},
(2) 0(z0,a,A) ={(z1,AA)},
(3) (21,0, A) = {(20, A)},
(4) 0(z0,b, A) = {(23, A)},
(5) 6(z2,0,4) = {(zs,A)},
(6) 6(z3,0,A4) = {(22,2)}

Die Modifikation aus Teilaufgabe (b) wird fiir (c¢) nicht beibehalten.

(a) Welche Sprache wird von dem Kellerautomaten erkannt?

Lésung: L(M) = {a®*"v*" |n > 1}

(b) Anstelle von Transition (5) nehmen wir (5%) §(22,b, A) = {(22,¢)}. Welche Spra-
che erkennt der Automat nun?

Lésung: L(M) = {a*b""! | n > 1}

(c) Ersetze Transition (3) durch
(3%) 6(z1,a, A) = {(20, AA)}
und ersetze Transition (6) durch
(6%) 6(z3,b, A) = {(22, A)}.
Welche Sprache erkennt der Kellerautomat nach dieser Modifikation?

Losung: L(M) =10
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Aufgabe 7. (6 Punkte) Gegeben sei die Grammatik G = ({S, A, B,C},{a,b,c}, S, P)

mit

P:S—BB|AB|CA
A— BAJAC |a
B — BC|b
C—-CB]|c

Testen Sie mit dem CYK-Algorithmus, ob das Wort babceb in L(G) enthalten ist.

Losung: Der CYK-Algorithmus liefert folgende Tabelle:

Lénge | b | a b clc|b
1 B|A| B |[C|C|B
2 AlS| B [0 |C] -
3 S|1S| B |[0|-]-
4 S|1S|SB|-]|-]-
5 S|1S| - -l - -
6 S| - - -l -] -

Also ist babeeh € L(G).
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Aufgabe 8. (8 Punkte) Geben Sie fiir
L={wée {a,b,c}* | w=a*"b"""c*" n,m>1}

eine kontextfreie Grammatik und einen Kellerautomaten an.

Losung: Es gilt L(G) = L mit G = ({5, A,C},{a,b,c}, P, S), wobei

pP: S— AC
A — aaaAb | aaab
C' — bCcc | bee.

Ferner konnen wir jetzt einen Kellerautomaten mit dem Algorithmus aus der
Vorlesung erhalten: Es gilt L(M) = L mit M = ({20},%,T,9, 20, 5), wobei, ¥ =
{a,b,c}, T ={a,b,c,S, A, C} und

e §(20,6,5) = {(20, AC)},
L4 5 20757"4) - {(Zo,aCLCLAb), (Z07aaab)}7
e §(20,¢,C) = {(20,bCcc), (20, bcc)},

0

(
(
(
0(20,a,a) = {(20,€)},
(
(

6(20,0,b) = {(20,€)},
e §(20,¢,¢) = {(20,2)}.

Natiirlich kann auch ein Kellerautomat ,,von Hand* konstruiert werden. Aufler-
dem ist es erlaubt, die in den Ubungen eingefithrte Diagrammrepréisentation fiir
Kellerautomaten zu nutzen.
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Aufgabe 9. (6 Punkte) Sei M = ({20, 21, 22, 23, 2}, {a, b}, {a,b,03}, 8, 20,0, {zf}) eine

deterministische Turingmaschine mit

d(20,a) = (21,0, R)
d(z0,b) = (20,b, N)
d(z1,a) = (22,a, R)
0(z1,0) = (21,0, R)
d(z2,a) = (z3,a, R)
0(22,b) = (22,0, R)
d(z3,a) = (21,a, R)
0(z3,b) = (23,b, R)
0(20,0) = (20,0, N
0(z,0) = (z,0,N
0(20,0) = (22,0, N
0(z3,0) = (2,0, N

(a) Akzeptiert M das Wort w; = ababbb? (O ja

(b) Akzeptiert M das Wort wy = abbbabab? +/ ja

(c) Welche Sprache akzeptiert M7

y/ nein

(O nein

Losung:

L(M) = {w € ¥ | w beginnt mit ¢ und Anzahl a’s in w ist durch 3 teilbar}
= L((ab*ab*ab*)")
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Aufgabe 10. (5 Punkte (Bonus)) Sei L eine nicht regulidre und E eine endliche Sprache.

(a) Zeigen Sie, dass dann L U E' und L\ E auch nicht regulér sind.
(b) Gilt dies auch, falls F regulér, aber nicht endlich ist?

Hinweis: Nutzen Sie fiir (a) die Abschlusseigenschaften von reguléren Sprachen.

Losung: Die Menge E lésst sich zerlegen in £ = E; U Es, wobei E; und Es
disjunkt sind (d.h. Ey N Ey = @) und weiterhin gilt:

(1) B C L

Mit anderen Worten, E partitioniert sich in die Elemente, die in L enthalten sind
und jene, die nicht in L enthalten sind.

Aus (1) und (2) folgt, dass LUE = LU Ey =: L' und L\E = L\E, =: L"
ist. Auflerdem konnen wir durch die speziellen Eigenschaften von E; und Ej

beide Gleichungen umdrehen, also L U Ey = L' ist dquivalent zu L = L'\ E5 und
L\E; = L" ist dquivalent zu L = L" U Ej.
Wire L' oder L” regulér, so miisste auch L regulér sein (wegen Abschluss regulérer

Sprachen unter Differenz und Vereinigung). Dies ist ein Widerspruch. Also folgt,
dass L U E und L\ E nicht regulér sind.

Falls £ auch eine unendliche Sprache sein darf, kénnen wir einfach £ = »* als
Gegenbeispiel nehmen. Dann gilt LU E = ¥* und L\ E = (). Beide Sprachen sind
aber regular.
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