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1.1 Was ist Semantik

Programmiersprachen werden von drei Blickwinkeln betrachtet:

a) Syntax (elementare lexikalische und grammatikalische Struktur; keine
Beziehung zur Bedeutung oder Interpretation)

b) Semantik (Bedeutung, Interpretation; z.B. eine Zahl, eine
Funktion,...)

c) Pragmatik (Brauchbarkeit, Lesbarkeit,
Ubersetzbarkeit,. . . )

Semantik von Programmiersprachen dient nicht nur dazu, den Sinn eines
Programms festzulegen, sondern sie soll auch z.B. ein Hilfsmittel fiir
Korrektheitsbeweise darstellen.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Semantik Sommersem. 2015 3 /180



IS A
1.2 Einfache Beispiele
Beispiel 1.2.1 Bindrzahlen

Syntaktische Beschreibung:
BIN = {w € {0,1}" | w = 0 oder w beginnt mit 1}
Semantik: Sei w € BIN.

@ w = 0: Wert von w = Zahl 0.
o w = 1: Wert von w = Zahl 1.

@ w = w0 und die Linge von w’ ist groBer als 0: Wert von w =
Doppelte des Wertes von w’.

@ w = w’'l und die Linge von w’ ist groBer als 0: Wert von w =
Doppelte des Wertes von w’ plus 1.

Beachte: In den ersten beiden Fillen ist w =0 (w = 1) der Buchstabe 0
(1) wahrend die Zahl 0 (1) das Element von N bezeichnet.
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Beispiel 1.2.1 Unare Zahlen
Syntaktische Beschreibung:
UNAT = 0*1

Semantik:

Sei w = 0"1. Dann ist der Wert von w die Zahl n.
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Beispiel 1.2.1 Unare Zahlen
Syntaktische Beschreibung:
UNAT = 0*1

Semantik:
Sei w = 0"1. Dann ist der Wert von w die Zahl n.

Probleme, wie “Ist n eine Primzahl?”, konnen fiir BIN schwer und fiir
UNAT ganz einfach sein.
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Beispiel 1.2.2 Rationale (oder reguldre) Ausdriicke

Syntax: Sei ' ein endliches Alphabet.

Die Menge der regularen Ausdriicke & liber dem Alphabet I ist die
kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:

@ () und alle a € T sind Elemente von &r.
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Beispiel 1.2.2 Rationale (oder reguldre) Ausdriicke

Syntax: Sei ' ein endliches Alphabet.

Die Menge der regularen Ausdriicke & liber dem Alphabet I ist die
kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:

@ () und alle a € T sind Elemente von &r.

@ Wenn « und /8 Elemente von & sind, dann sind auch (af3), (a U j)
und (a)* in &r.

e ist eine Abkiirzung von (*
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Beispiel 1.2.2 Rationale (oder reguldre) Ausdriicke

Syntax: Sei ' ein endliches Alphabet.

Die Menge der regularen Ausdriicke & liber dem Alphabet I ist die
kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:

@ () und alle a € T sind Elemente von &r.

@ Wenn « und /8 Elemente von & sind, dann sind auch (af3), (a U j)
und (a)* in &r.

e ist eine Abkiirzung von (*

Semantik:

Wie iiblich (GTI) kann ein Ausdruck mit einer Teilmenge von I'*
identifiziert werden, also mit einer formalen Sprache.
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Beispiel 1.2.3 Nicht-deterministische endliche Automaten
(NFA)

Syntax: (Q,T,0,1,F) € NFAr, falls
@ Q@ endliche Menge
o [ endl. Alphabet (QNT =10)
0 CRxIMNxQ

0 /CQ
o FCQ

Semantik:

Der Wert von A = (Q,T,0,/,F) € NFAr ist die Menge der von dem
Automat A akzeptierten Worter aus .
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BN
1.3 Semantik-Funktionen

Als Semantik-Funktion bezeichnen wir die Abbildung, die zu jeder
syntaktisch korrekten Konstruktion ihre Bedeutung als Resultat liefert:

B:BIN - N
Beispiel: 3(101010) = 42.
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1.3 Semantik-Funktionen

Als Semantik-Funktion bezeichnen wir die Abbildung, die zu jeder
syntaktisch korrekten Konstruktion ihre Bedeutung als Resultat liefert:

B:BIN - N

Beispiel: 3(101010) = 42.
Was ist 427
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BN
1.3 Semantik-Funktionen

Als Semantik-Funktion bezeichnen wir die Abbildung, die zu jeder
syntaktisch korrekten Konstruktion ihre Bedeutung als Resultat liefert:

B:BIN - N
Beispiel: 3(101010) = 42.
Was ist 427

In der Mengenleere kann man 42 wie folgt definieren:

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Semantik Sommersem. 2015 8 /180



BN
1.3 Semantik-Funktionen

Als Semantik-Funktion bezeichnen wir die Abbildung, die zu jeder
syntaktisch korrekten Konstruktion ihre Bedeutung als Resultat liefert:

B:BIN - N
Beispiel: 3(101010) = 42.
Was ist 427

In der Mengenleere kann man 42 wie folgt definieren:

42 = {0,...41}
41 = {0,...40}



BN
1.3 Semantik-Funktionen

Als Semantik-Funktion bezeichnen wir die Abbildung, die zu jeder
syntaktisch korrekten Konstruktion ihre Bedeutung als Resultat liefert:

B:BIN - N
Beispiel: 3(101010) = 42.
Was ist 427

In der Mengenleere kann man 42 wie folgt definieren:

42 = {0,...41}
41 = {0,...40}
0=10
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BN
1.3 Semantik-Funktionen

Als Semantik-Funktion bezeichnen wir die Abbildung, die zu jeder
syntaktisch korrekten Konstruktion ihre Bedeutung als Resultat liefert:

B:BIN - N
Beispiel: 3(101010) = 42.
Was ist 427

In der Mengenleere kann man 42 wie folgt definieren:

42 = {0,...41}
41 = {0,...40}
0=10

Alle mathematischen Objekte, die hier untersucht werden, sind letztendlich
Mengen.
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1.4 Die Sprache IMP

IMP steht fiir Imperative Sprache
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1.4 Die Sprache IMP

IMP steht fiir Imperative Sprache
Grundbereiche:
@ Natiirliche Zahlen N,
@ Wahrheitswerte B = {true, false} = {1,0} .
Variablen: V = {Xq, X2, X3,...} (abzdhlbare Menge von Bezeichnern)

Mit Loc C V (Locations) wird die Menge der in einem Programm
benutzten Variablen bezeichnen.

Menge der Speicherzustinde: ¥ = N'°¢ = {5: Loc — N}
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Konvention:

Falls z.B. Loc = { X1, X2, X3} mit der impliziten Ordnung X; < Xo < X,
dann (ubersichtlicher):

Y=N*C=NxNxN=N
Beispiel: (3, 1,2) ist dann der Speicherzustand o € ¥ mit

O'(Xl) =3 O'(X2) =1 O‘(X3) =2.
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IMP verfiigt liber drei Arten syntaktischer Konstrukte:

@ Arithmetische Ausdriicke
(Aexp)

@ Boolesche Ausdriicke
(Bexp)

@ Anweisungen bzw. Programme
(Cmd)
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Aexp

Syntaktische Definition:
a.=n | X | (31+a2) | (31—32) | (31'32)

Dabei ist n € N, X € V und a1, a» € Aexp.

Die Klammern kénnen manchmal weggelassen werden, wenn dadurch keine
Mehrdeutigkeit entsteht.

Das heiBt also:

1. Natirliche Zahlen und Variablen bilden arithmetische Ausdriicke.

2. Wenn a; und ap zu Aexp gehdren, dann auch (a1 + a2), (a1 — a»),
(a1 - a2).

3. Sonst gehort nichts zu Aexp.
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Beispiel: ((((Xy-3) —5) + Xa) — (X3-88)) € Aexp

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Semantik Sommersem. 2015 13 / 180



Beispiel: ((((X1-3) —5) + Xo) — (X3 -88)) € Aexp
Streng genommmen gilt z.B. 5X; & Aexp

Auswertung: Arithmetische Ausdriicke werten sich je nach
Speicherzustand zu einer natiirlichen Zahl aus.

Formal haben wir also eine Funktion vom Typ
Aexp x X — N

Wir schreiben (a,0) — n, falls der Ausdruck a im Speicherzustand o zur
Zahl n ausgewertet wird.
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Die Auswertung ist wie folgt definiert:

(n,o) — (neN,oceX)
(X, )—>U(X) (X € Loc,0 € X)
((a1 + a2),0) — n1 + o wobei (a;j,0) — n; fir i € {1,2}
((a1 — a2),0) — max{0,n; — n2} wobei (a;,0) — n; fir i € {1,2}
((a1- a2),0) — n1 - my wobei (a;,0) — n; fir i € {1,2}
Die Zeichen +, —, - auf der rechten Seite bezeichnen die bekannten

Operationen auf natiirlichen Zahlen!
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Wir ordnen also einem arithmetischen Ausdruck und einer Speicherzustand
eine Zahl zu.

Alternative Sichtweise: Wir kdnnen auch einem arithmetischen Ausdruck
eine Funktion von Speicherzustanden in Zahlen zuordnen:

Hierzu definieren wir die Semantik-Funktion
A: Aexp — (¥ — N) oder A: Aexp — N*
wie folgt (anstatt .A(a) schreiben wir A[a] und anstatt A[a] (o) schreiben

wir Afa]o):
Alalo =n << (a,0) —n
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Bexp

Syntaktische Definition:

b:=true | false | aj=a | a1 <a |
aip>ay | ay#ax | ob | biAby |
biVby | b = b | i & b
Dabei seien a1, ap € Aexp, b, by, b, € Bexp.
Auswertung
Wir definieren (b,o) — t fiir geeignetes t € B und schreiben auch hier

B[bJo =t

fiir eine Funktion
B: Bexp — (X — B)
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Die Auswertung boolescher Ausdriicke geschieht nach folgenden Regeln:

(t,o) —t firteB,oeX
(a1 = ap,0) — true falls (a;,0) — n; fir i € {1,2} und ny = ny gilt
(a1 = ap,0) — false falls (a;,0) — n; fir i € {1,2} und ny # ny gilt

Fiir die Ausdriicke (a1 < ap,0), (a1 > a2,0) und (a1 # ap,0) gelten
analoge Regeln.
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(—=b,o

(—=b,o
(b1V by,o
(b1 V by,o
(b1 A by,o
(b1 A by, o
(by = by, 0

,0) — false
,0) — true

— true wenn

o o

— false wenn
— true wenn (b1, o) — true oder (by,0) — true gilt
— false wenn (b;,0) — false und (b, o) — false gilt
— true wenn (b1, 0) — true und (b, o) — true gilt
— false wenn (by, o) — false oder (by,0) — false gilt

— true wenn (b, 0) — false oder (by,0) — true gilt

~— — ' ' ' ' —
e e e e e e T

(b1 = by, 0) — false wenn (b1,0) — true und (b, o) — false gilt

Analog fiir (b1 < by, 0).
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BN
Cmd

Syntaktische Definition (X € V, a € Aexp, b € Bexp, ¢, ci, 2 € Cmd):

cu=skip | X:=a | a;o |
if b then ¢; else ¢, fi | while b do ¢ od

Auswertung
Einem gegebenen Programm ¢ € Cmd und einem Speicherzustand o € &
wird ein neuer Speicherzustand ¢’ € X zugeordnet:
CmdxY —, X
oder auch
C:Cmd — (Z —p Z)
Das p am Pfeil steht fiir ,, partiell“.

Fiir eine partielle Funktion f : A — B kann f(a) fiir ein a € A undefiniert

sein.
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Beispiel:
c = Xo:=1;
while X; > 1 do
X2 = X2 . Xl;
X1 = X1 —1
od

2 besteht aus Zahlenpaaren, da nur X; und X, vorkommen:
Y = {(nl, n2) ‘ ni,np € N}
Dabei sei fiir o = (n1, np) € X erfiillt:

O'(Xl) = n, O'(Xz) =Ny
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Was ist C[c]o?
Offensichtlich gilt:

@ Wenn o = (n1,m) und o’ = (n1, nj), dann C[c]o = C[c]o’.

@ Fiir alle 0 = (n1, n2) mit ny > 0 existiert ein n mit C[c]o = (1, n).
(Warum?)
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Was ist C[c]o?
Offensichtlich gilt:
@ Wenn o = (n1,m) und o’ = (n1, nj), dann C[c]o = C[c]o’.
o Fiir alle o = (n1, n2) mit ny > 0 existiert ein n mit C[c]o = (1, n).
(Warum?)
In C[c](n1,n2) = (1, n) hangt also eigentlich n nur von ny ab.

Daher betrachten wir
IN(X1) ¢ OUT(X2)

Wias ist der Wert von X, nach Ausfiihrung von ¢, wenn zuvor Xj einen
gegebenen Wert N hatte?
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Diese Betrachtungen erfolgten auf einem intuitiven Begriff der
Anweisungen unserer Programmiersprache IMP.
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Diese Betrachtungen erfolgten auf einem intuitiven Begriff der
Anweisungen unserer Programmiersprache IMP.

Um die Wirkung der Anweisung ¢ formal fassen zu konnen und eine
Behauptung wie, ¢ berechne die Fakultatsfunktion, auch beweisbar zu
machen, verwenden wir die formale Semantik!
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1.6 Operationale Semantik der Sprache IMP
(am Beispiel)

Wir denken uns eine
IMP-Maschine

die das Programm unserer naiven Vorstellung gemaB abarbeitet.
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1.6 Operationale Semantik der Sprache IMP
(am Beispiel)

Wir denken uns eine
IMP-Maschine

die das Programm unserer naiven Vorstellung gemaB abarbeitet.

Sei z.B. der Startzustand o = (3,0) gegeben, d.h.

Dann erhalten wir:
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(c,(3,0)) — (w,(3,1)) w = gesamte while-Schleife
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(c,(3,0)) — (w,(3,1)) w = gesamte while-Schleife

— (0w, (3,1) ca: Xo =X Xy
Co: X1 = X1 -1

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Semantik Sommersem. 2015 24 / 180



(c,(3,0)) — (w,(3,1)) w = gesamte while-Schleife
— (0w, (3,1) ca: Xo =X Xy
Co: X1 = X1 -1
— (21w, (3,3))
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(c,(3,0)) — (w,(3,1)) w = gesamte while-Schleife

— (0w, (3,1) ca: Xo =X Xy
Co: X1 = X1 -1
— (2w, (3,3))

— (w,(2,3))
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(c,(3,0)) — (w,(3,1)) w = gesamte while-Schleife

— (0w, (3,1) ca: Xo =X Xy
Co: X1 = X1 -1
— (2w, (3,3))

— (w,(2,3))
— (15 0w, (2,3))
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(c,(3,0)) — (w,(3,1)) w = gesamte while-Schleife

— (0w, (3,1) ca: Xo =X Xy
Co: X1 = X1 -1

— (2w, (3,3))

w, (2,3))

c; e w,(2,3))

i w,(2,6))

—

—

—~ o~ ~

—
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(c,(3,0)) — (w,(3,1)) w = gesamte while-Schleife

— (0w, (3,1) ca: Xo =X Xy
Co: X1 = X1 -1
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(¢, (3,0))

— (w,(3,1)) w = gesamte while-Schleife

— (0w, (3,1) ca: Xo =X Xy
Co: X1 = X1 -1

l

—~ N/~~~

i w,(3,3))
w, (2,3))

c; e w,(2,3))
i w,(2,6))
w, (1,6))

skip, (1,6))

—

—

—

—

—
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(c,(3,0)) — (w,(3,1)) w = gesamte while-Schleife

— (0w, (3,1) ca: Xo =X Xy
Co: X1 = X1 -1
o w, (3,3))

( 3))
c; e w,(2,3))

(
— (w
(
— (2w, (2,6))
— (w
(
= (

l

—

,(1,6))
skip, (1,6))
1,6)

—
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(c,(3,0)) — (w,(3,1)) w = gesamte while-Schleife

— (0w, (3,1) ca: Xo =X Xy
Co: X1 = X1 -1
o w, (3,3))

())

(
— (w
— (15 0w, (2,3))
— (c2;w,(2,6))
— (w
(
—(

l

,(1,6))
— (skip, (1,6))

1,6)

Der Endzustand (1, 6) sagt, dass 3! = 6 richtig berechnet wird.
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1.7 Denotationale Semantik der Sprache IMP
(am Beispiel)

Zu einem Programm der Form
p=IN(Xy,...,Xm) c OUT(Y1,...,Yn)
betrachten wir die partielle Funktion
Clp]l: N —, N7,

die wie folgt definiert ist:

Wird ¢ auf den Speicherzustand, der durch Eingabe k1, ..., k,, fir
Xi,...,Xm gegeben ist (alle anderen Variablen 0), gestartet, so ist

Cl[p]](kl, ey km)

genau dann definiert, wenn ¢ terminiert. Der Funktionswert ist das
n-Tupel der Variablenwerte von Yi,..., Y, nach der Ausfiihrung.
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IS A
Ohne Angabe von IN und OUT betrachten wir

CIIC]]: 2 —p Z,

d.h. alle verwendeten Variablen werden sowohl als Eingabe-, wie auch als
Ausgabewerte angesehen.
Beispiel:
¢ = while X; # X5 do
if X1 > X5 then
X1 = X1 — X2
else
X2 = X2 — X1
fi
od

Betrachte p = IN(X1, X2) ¢ OUT(X>).
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L
Ohne Angabe von IN und OUT betrachten wir
CIIC]]: 2 —p Z,
d.h. alle verwendeten Variablen werden sowohl als Eingabe-, wie auch als
Ausgabewerte angesehen.
Beispiel:

¢ = while X; # X5 do
if X1 > X5 then
X1 = X1 — X2
else
X2 = X2 — X1
fi
od
Betrachte p = IN(X1, X2) ¢ OUT(X>).
Welche Funktion wird berechnet?
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Behauptung: Fiir f = C[p] gilt:

£(0,0) =0

f(m,0) = undef (m > 0)

(0, n) =undef (n>0)

f(m,n) =ggT(m,n) (m>0,n>0)

Beweis:
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Behauptung: Fiir f = C[p] gilt:

£(0,0) =0

f(m,0) = undef (m > 0)

(0, n) =undef (n>0)

f(m,n) =ggT(m,n) (m>0,n>0)
Beweis:

Miihsam ,,zu FuBB“.
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Behauptung: Fiir f = C[p] gilt:
£(0,0) =0
f(m,0) = undef (m > 0)
(0, n) =undef (n>0)
f(m,n) =ggT(m,n) (m>0,n>0)
Beweis:

Miihsam ,,zu FuBB“.

Das Programm berechnet also nicht den ggT.
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1.8 Axiomatische Semantik der Sprache IMP
(am Beispiel)

Verwende Zusicherungen und Invarianten.

Betrachte wir noch einmal das Fakultatsprogramm:

c = Xo:=1,
while X; > 1 do
X2 = X2 . Xl;
X1 = X1 -1
od

Ziel: Beweise {X; = N} ¢ {Xo = N!} .
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S
Das Ziel bedeutet:

Wenn c¢ auf einen Speicherzustand mit X; = N angewendet wird, dann hat
nach der Ausfiihrung X5 den Wert N!. Insbesondere terminiert c.

Dies soll nun bewiesen werden.

Annahme: X; > 0 (sonst ist das Ziel trivialerweise erreicht, da 0! = 1)
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S
Das Ziel bedeutet:

Wenn c¢ auf einen Speicherzustand mit X; = N angewendet wird, dann hat
nach der Ausfiihrung X5 den Wert N!. Insbesondere terminiert c.

Dies soll nun bewiesen werden.
Annahme: X; > 0 (sonst ist das Ziel trivialerweise erreicht, da 0! = 1)
Wegen ¢ = X5 := 1; w mit
w = while X; >1do ... od
erhalten wir die Aquivalenz von
{Xl = N} Cc {Xz = N'}
mit

{XlzN/\XQZ].} W{XQZN'}
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Aus X3 = N A Xy =1 folgt X - (Xll) = NI
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Aus X3 = N A Xy =1 folgt X - (Xll) = NI
Nach Ausfiihrung von w gilt X; = 1.
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Aus X3 = N A Xy =1 folgt X - (Xll) = NI
Nach Ausfiihrung von w gilt X; = 1.

Wenn immer noch X, - Xi! = NI gilt, dann gilt Xo = N!, wie gewiinscht.
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Aus X3 = N A Xy =1 folgt X - (Xll) = NI
Nach Ausfiihrung von w gilt X; = 1.
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Aus X1 = N A Xp =1 folgt Xa - (X1!) = N!

Nach Ausfiihrung von w gilt X; = 1.

Wenn immer noch X, - Xi! = NI gilt, dann gilt Xo = N!, wie gewiinscht.
Wir wollen zeigen, dass X5 - Xi! = N! eine Schleifen-Invariante von w ist.

Es geniigt folgende Aussage zu zeigen:
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Aus X1 = N A Xp =1 folgt Xa - (X1!) = N!

Nach Ausfiihrung von w gilt X; = 1.

Wenn immer noch X, - Xi! = NI gilt, dann gilt Xo = N!, wie gewiinscht.
Wir wollen zeigen, dass X5 - Xi! = N! eine Schleifen-Invariante von w ist.

Es geniigt folgende Aussage zu zeigen:

{X1>1AX2- Xi! = NI}
X2 = XQ-Xl;Xl = X1—1
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Aus X1 = N A Xp =1 folgt Xa - (X1!) = N!

Nach Ausfiihrung von w gilt X; = 1.

Wenn immer noch X, - Xi! = NI gilt, dann gilt Xo = N!, wie gewiinscht.
Wir wollen zeigen, dass X5 - Xi! = N! eine Schleifen-Invariante von w ist.

Es geniigt folgende Aussage zu zeigen:

{X1>1AX2- Xi! = NI}
X2 = XQ-Xl;Xl = X1—1

Diese kann man in zwei Schritten herleiten.
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Schritt 1.

{X1>1/\X2‘X1!:N!}X2 = X5 X1
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Schritt 1.

{X1>1/\X2‘X1!:N!}X2 =X - X1 {X1>1/\X2‘X1!:N!'X1}
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Schritt 1.

{X1>1/\X2~X1!:N!}X2 =X - X1 {X1>1/\X2~X1!:N!'X1}

Schritt 2. Wegen
{Xl >1AX - Xyl = N!~X1}:{X1 > 1/\X2~(X1—1)! = N'}

gilt:

{X1>1/\X2'(X1—1)!:N!}X1 =X1—1
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Schritt 1.

{X1>1/\X2~X1!:N!}X2 =X - X1 {X1>1/\X2~X1!:N!'X1}

Schritt 2. Wegen
{Xl >1AX - Xyl = N!~X1}:{X1 > 1/\X2~(X1—1)! = N'}

gilt:

(X1>1AX - Xy — D)= N} Xy =X, —1{Xy > 1A Xy - Xy! = NI}
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2. Mathematische Grundlagen

2.1 Relationen und Abbildungen

Definition (Relationen, Verkettung von Relationen

@ Seien X, Y Mengen. Eine Teilmenge R C X x Y heiBt Relation.

@ Seien X,Y,Z Mengen, RC X x Y, S CY x Z Relationen.
Mit RoS bezeichnen wir die Relation

RoS ={(x,z) e Xx Z |3y e Y: (x,y) € RA(y,z) € S}

@ Fiir eine Menge X sei idx die identische Relation:

idxy = {(x,x) e X x X | x € X}
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Definition (partielle und totale Funktionen)

Eine Relation R C X x Y heiBt partielle Abbildung (partielle Funktion,
partiell definierte Abbildung), falls fiir alle x € X héchstens ein y € Y
existiert mit (x,y) € R.

Wir schreiben dafiir auch f: X —, Y mit

( y falls (x,y) € R
X) =
undefiniert fallsVy € Y : (x,y) € R

und sagen, R sei der Graph der partiellen Funktion f: R = graph(f).
Die partielle Abbildung f: X —, Y heiBt total, falls gilt:

Vx 3y : (x,y) € graph(f).
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Die Menge Rel(X) = 2X*X der Relationen auf X bildet mit der Operation
o ein Monoid.

Das neutrale Element ist idx.

Die Relation R € Rel(X) heiBit

@ reflexiv, wenn idy C R

@ irreflexiv, wenn idy N R =0

@ symmetrisch, wenn Vx,y € X : (x,y) € R= (y,x) € R

@ antisymmetrisch, wenn Vx,y € X : (x,y) € RA(y,x) ER=x=y
@ transitiv, wenn Vx,y,z € X : (x,y) € RA(y,z) € R=(x,z) € R
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Wir definieren die Iterationen der Relation R C X x X wie folgt:

o RO :=idx

e RlL:=R

o Rl := RoR' fiir i > 1

o Rt := Uiz1 R* (transitive Hiille)

o R*:= (J;5gR" (reflexive transitive Hiille)
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Eine Relation R auf X heif3t Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

Fiir a € X ist [a]g (oder kurz [a]) die Aquivalenzklasse von a:
[a] = {be X | (a,b) € R}.
Es gilt:
@ ac [a] und
o [a] N[b] # 0 = [a] = [b].
Beweis: Ubung

Also teilt R die Menge X in Aquivalenzklassen ein:

x =l

aeX
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Beispiele:

o Auf N wird fiir jedes k > 1 eine Aquivalenzrelation definiert durch
m=,n < kteilt m—n.
o Auf Z x (Z\ {0}) wird eine Aquivalenzrelation definiert durch
(a,b) ~ (&',b) & a- b =34 b

So definiert man die rationalen Zahlen Q.

@ Auf der Menge der booleschen Formeln mit den freien Variablen
{xl, ..., Xk} wird fiir jede Belegung o: {x1,...,xc} — B eine
Aquivalenzrelation definiert durch

F~°G & oF)=0(G).

@ Auch die Relation F ~ G definiert durch Vo : F ~% G ist eine
Aquivalenzrelation.
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Definition
Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge Cmd:

Seien P, Q@ € Cmd, Loc sei die Menge der in P oder @ vorkommenden
Variablen. Sei P~Q genau dann, wenn fiir alle 0,0’ € Nloc — 3 gilt:

@ P angesetzt auf Speicherzustand o terminiert genau dann, wenn @
angesetzt auf o terminiert.
@ P angesetzt auf Speicherzustand o erzeugt die Speicherzustand o’

genau dann, wenn @ angesetzt auf o die Speicherzustand ¢’ erzeugt.

P und Q sind also aquivalent, wenn sie dieselben Funktionen ¥ —, ¥
definieren. )
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Beispiele c, 1, € Cmd, b € Bexp):
X =3~ X=22X=X+1
o skip; skip; skip ~ skip
o c;skip ~ ¢
o if b then c; else o, fi ~ if —=b then ¢ else ¢ fi

@ while b do c od ~ if b then c;while b do c od else skip fi
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2.2 Partielle Ordnungen

Definition (partielle Ordnung, lineare Ordnung)

@ Eine Relation R € X x X heiBt partielle Ordnung auf X, falls R
reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

@ Eine partielle Ordnung < ist total oder linear, falls fiir alle x,y € X
gilt: x <y oder y < x.

Um die Grundmenge X explizit anzugeben, sagen wir auch haufig, dass
das Paar (X, <) eine partielle (bzw. lineare) Ordunung ist.
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Beispiele:

o (N, <) ist eine lineare Ordnung, denn es gilt fiir alle n € N: n < n.
AuBerdem ist < transitiv und antisymmetrisch und je zwei natiirliche
Zahlen sind der GroéBe nach vergleichbar.

@ Fiir k > 2 definiere auf N¥ die Relation < durch
(X1yeeoxk) < 1y, 9k) & Vie{l,... .k} :x <y

Dann ist (Nk, <) fiir k > 2 eine partielle Ordnung, aber keine lineare
Ordnung! (Betrachte z.B. (0,1) und (1,0).)

@ (N,|) mit m | n, falls m ein Teiler von n ist, ist eine partielle Ordnung,
aber keine lineare Ordnung.
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Definition (wohlfundiert partielle Ordnung, Wohlordnung)

Eine partielle Ordnung (X, <) heiBt wohlfundiert, wenn es in jeder
nichtleeren Teilmenge von X ein minimales Element gibt, d.h. fiir jede
nichtleere Teilmenge Y C X gilt:

dmeY VyeY: y<m=y=m.

Ist (X, <) eine wohlfundierte totale Ordnung, so nennen wir X
wohlgeordnet, (X, <) heiBt dann eine Wohlordnung.

Beispiel: (N*, <) ist wohlfundiert fiir alle k > 1.
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Beweis:

1. Fall: Y # () sei endlich.

Starte mit beliebigem Element me€ Y.

Suche y € Y mity < m (d.h. y < mund y # m).

Existiert es nicht, sind wir fertig: m ist minimales Element.

Sonst setzen wir m := y und beginnen wieder von vorn.

Da Y endlich ist, bricht die Kette nach endlich vielen solchen Schritten ab.
2. Fall: Y unendlich.

Starte mit beliebigem Element me€ Y.

Setze Y/ := {y € Y |y < m}. Dann ist Y’ endlich.

Jedes minimale Element von Y’ ist auch minimales Element von Y.

Nach dem 1. Fall existiert also ein minimales Element von Y.
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Eine Verallgemeinerung dieses Beispiels ist der folgende Satz:

Eine partielle Ordnung (X, <) ist wohlfundiert genau dann, wenn jede
Kette

X1 2 Xp > X3 2> -

stationar wird, d.h. 3ng ¥Yn > ng : Xp11 = Xp.

Beweis:

= Sei x; > xo > --- eine nicht stationar werdende Kette.

Dann hat die Menge Y = {x; | i > 0} kein minimales Element.
<: Sei Y # () eine Menge ohne minimales Element.

Wibhle y; € Y beliebig.

Waihle y» € Y mit y» < y1.

Wahle y3 € Y mit y3 < y», etc.

Dann ist y1 > y» > y3 > --- eine nicht stationdr werdende Kette.
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Definition (obere Schranke, Supremum, vollstandiger Verband, Antikette)
Sei (X, <) eine partielle Ordnung.

@ x € X heiBt obere Schranke fiir Y C X, falls gilt:
VyeY:y<x

@ x € X heiBt kleinste obere Schranke oder Supremum fiir Y C X, falls

x obere Schranke fiir Y ist und fiir alle oberen Schranken x’ fiir Y
gilt: x < x'.

Wir schreiben dann x = sup(Y) = LY.

@ Ein vollstandiger Verband ist eine partielle Ordnung (X, <), in der fiir
jede Teilmenge ein Supremum existiert.

@ Y C X heiBt Antikette, falls fiir alle y; # y» € Y gilt: y3 £ y» und
2 £ n.
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S
Beachte:

@ Eine obere Schranke von Y muss nicht zu Y gehoren, ebenso fiir das
Supremum von Y. (Beispiel: sup({x € R | x < 1}) =1).

@ Wenn Y ein Supremum hat, dann ist dieses eindeutig bestimmt.

Beispiele:

o (N, <) ist eine Wohlordnung, aber kein vollstindiger Verband.
o (NU{oo}, <) ist eine Wohlordnung und ein vollstandiger Verband.

@ (RU{—00,00}, <) ist lineare Ordnung, vollstandiger Verband, aber
keine Wohlordnung.

e (2M Q) fiir beliebige Menge M ist ein vollstindiger Verband.
(2M C) ist nicht linear, falls |[M| > 2.

(2M C) ist nicht wohlfundiert, falls M unendlich.
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Definition (Wohl-quasi-Ordnung)

Eine partielle Ordnung (X, <) heiBt Wohl-quasi-Ordnung (w.q.0.), wenn
sie wohlfundiert ist und in X keine unendlichen Antiketten existieren.

(Nk, <) ist w.q.o. fiir k > 1.

Genauer: Sei (xj)ien mit x; € N eine unendliche Folge (xi = x; fiir i # j
ist méglich). Dann enthalt (x;)ien eine unendliche monotone Teilfolge,
d.h., eine Folge (xi,)eeny mit i1 < ip < iz < --- und xj; < xj, < xj < -+ -
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Beweis:
Induktionsanfang: k = 1:
1. Fall: Es existieren nur endlich viele verschiedene Werte in (x;)ien-

Dann kommt ein Wert unendlich oft vor, und wir erhalten so eine Teilfolge
(Xiz)KGN mit 4 < ip < --- und Xip = Xjy = Xjg* .

2. Fall: Es gibt unendlich viele verschiedene Werte in (x;)ien.
Wihle x;, beliebig (z. B. i = 1).
Es gibt ein io > i1 mit x;, > X;,.

Es gibt ein i3 > i mit x; > xj,, u.s.w.
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Induktionsschritt: Sei k > 1.

Sei x; = (aj,y;) mit a; € N und y; € N1,

Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine monotone Teilfolge (aj,)ren
von (aj)ien.

Betrachte nun die Folge (y;,)een in NA7L.

Nach Induktionsvoraussetzung besitzt (y;,)sen eine monotone Teilfolge.

Kombiniere deren Folgenglieder mit den entsprechenden ersten
Komponenten aus (a;,)sen-

Wir erhalten so eine monotone Teilfolge von (x;)ien.
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2.3 Strukturelle Induktion

Wir formulieren zuerst die allgemeine noethersche Induktion:

Sei (X, <) eine wohlfundierte partielle Ordnung, P: X — B eine
Eigenschaft. Dann gilt ¥x P(x) genau dann, wenn

Yy [(Vx <y : P(x)) = P(y)]

Beweis:

=: klar

<:Sei Y ={y e X|-P(y)} #0.

Dann existiert ein minimales Element y € Y.

Wegen y € Y haben wir =P(y), aber Vx < y : P(x).
Also ist Vy [(Vx < y : P(x)) = P(y)] falsch.
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Die wichtigste partielle Ordnung wird fiir uns die Teiltermrelation auf der
Menge der Ausdriicke und Anweisungen von IMP sein.

Wir formalisieren das wie folgt:

Definition (Signatur)

Eine Signatur ist gegeben durch ein Tripel (5,9, 7). Dabei ist
@ S eine Menge von Sorten,
o (2 eine Menge von Funktionssymbolen, und
e7:Q— ST,

Fir F € Q und 7(F) = 515, .. s heiBt F eine k-stelliges
Funktionssymbol mit Eingangssorten sy, ..., sk und Zielsorte s.

Falls 7(F) = s € S, nennen wir F eine Konstante.
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Beispiele: (aus IMP):

o 7(skip) = Cmd
(; )=Cmd Cmd Cmd
(if-then-else-fi) = Bexp Cmd Cmd Cmd
@ 7(while-do-od) = Bexp Cmd Cmd

T

T
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Definition (Terme)

Sei (5,9, 1) eine Signatur, und sei fiir alle s € S eine Menge von Variablen
Vs definiert. Die Menge der Terme iiber (S, €, 7) ist definiert wie folgt:

a) VX € Vs : X ist Term der Sorte s.

b) Sei F € Q,7(F) = s1s2...5¢s und t; Term der Sorte s;
(ie{l,...,k}). Dannist F(t1,...,tk) ein Term der Sorte s.

c) Sonst gibt es keine Terme.
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Definition (Teilterme)

Fir t = F(t1,...,t,) nennen wir ti,...,t, direkte Teilterme von t, d.h.
(ti,t) € R (i € {1,...,n}) fir die sogenannte direkte Teiltermrelation R.
Sei < die reflexive transitive Hiille von R, d.h. t < t/ genau dann, wenn
t = t’ oder wenn ty, t1,...,t, existieren mit r > 1, tp = t, t, = t’ und
(t'o, tl), (tl, t2), R (tr_l, t'r) € R.

Dann ist < eine wohlfundierte partielle Ordnung.
Beweis: Ubung

Noethersche Induktion kann also auf die partielle Ordnung (IMP, <)
angewendet werden, um Aussagen iiber alle Anweisungen und Ausdriicke
aus IMP zu erhalten.

Diesen Spezialfall der noetherschen Induktion nennen wir strukturelle
Induktion.
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Wir betrachten noch eine weitere Art der Induktion, die sogenannte
Regelinduktion.

Hierbei ist ein festes Universum U gegeben, weiterhin eine Regelmenge R,
deren Elemente die Form ({x1,...,xn}/y) haben.

Diese Regel sagt aus: Falls x1, ..., x, gelten, gilt auch y.
Ist n =0, die Regel also von der Form ((}/y), so nennen wir y ein Axiom.

Wir schreiben auch
X1y 3Xn
—  bzw. —/—————
y y

fir (0/y) € R bzw. ({x1,...,xa}/y) € R.
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Ein Beweis (oder eine Ableitung) fiir ein y € U ist entweder eine Regel
(0/y) € R oder ein Objekt der Form

({d1,- .., dn}/y)

wobei ({x1,...,xn}/y) € R gilt und fiir i € {1,...,n} d; ein Beweis fiir
x; € U ist.

Wir schreiben IFg y, wenn es fiir y eine Ableitung im Regelsystem R gibt.

Ein Beweis besteht also aus einer in Baumform zusammengesetzten
Ansammlung von Regeln, etwa der Form:

Xy Xp Xk B Z; w;  wp " Wm
Y1 y2 y3
ZIEL

Diese Baume konnen eine beliebige endliche Tiefe haben.
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Wie bei der Teiltermrelation konnen wir auch auf der Menge der Beweise
eine wohlfundierte partielle Ordnung =< einfiihren durch die Festlegung
d’ < d, falls d’ im Beweis d als Teilbeweis vorkommt.

Diese partielle Ordnung 13Bt sich zu einer Wohlordnung verfeinern, etwa
indem man die gesamte Menge der Beweise langenlexikographisch (nach

einer geeigneten Kodierung) anordnet.

Dann existiert zu jedem y € U mit IFg y ein minimaler Beweis d(y).
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Sei Ig = {y € U | IFgr y} die Menge aller ableitbaren Elemente des
Universums.

Sei P: Ig — {true,false}. Dann gilt Vy € Ig : P(y) genau dann, wenn

V({x1,...,xn}/y) € R:
[(Vie{1,....n} P(x)) — P(y)] (1)

Das aus Satz 4 folgende Induktionsprinzip nennen wir Regelinduktion.

Beweis: Definiere die Ordnung auf /g entsprechend der Wohlordnung auf
den minimalen Beweisen: x <y falls x = y oder d(x) < d(y).

Dann ist < eine Wohlordnung auf /.
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= Gelte P(y) fiir alle y € Ig, sei ({x1,...,%n}/y) € R und gelte
Vie{l,...,n}: P(x).

Dann gilt insbesondere x; € Iz (da P nur auf I definiert ist) und damit
auch y € Ig, also P(y).

<: Annahme: Y ={y € Iz | =P(y)} # 0.

Sei y € Y minimal und sei d(y) = ({di,...,dn}/y) der minimale Beweis
firy e Y.

Also gibt es eine Regel ({x1,...,xn}/y) € R, so dass d; ein Beweis fiir x;
ist und d; < d(y).

Also gilt d(x;) < di < d(y) und damit x; < y fiir alle i € {1,...,n}.
Da y minimal in Y war, gilt x; € Y, d. h. P(x;).
Also ist () falsch.
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L
2.4 Vollstandige Halbordnungen

Definition (gerichtete Menge)

Sei (X, <) eine partielle Ordnung. Eine Teilmenge D C X ist gerichtet,
wenn fiir alle x,y € D ein z € D existiert mit

x<z und y<z

Definition (vollstandige Halbordnung)

Eine partielle Ordnung heiBt vollstandig, wenn jede gerichtete Teilmenge
eine kleinste obere Schranke (nicht notwendig in der Teilmenge) besitzt.

Eine vollstandige partielle Ordnung nennen wir vollstandige Halbordnung
oder CPO (complete partial order).

Da die leere Menge offenbar gerichtet ist, muss sie in einer CPO ein
Supremum haben, dieses muss das kleinste Element L in der CPO sein.
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Beispiele:

@ Fiir endliche Menge X ist (X, <) eine CPO genau dann, wenn X ein
kleinstes Element hat.

o (N, <) ist keine CPO.
o (NU{o0o}, <) ist eine CPO (L= 0).
@ B mit true < false ist eine CPO.

o Fiir jede Menge Z bildet (24, C) eine CPO. Das kleinste Element ist
1=, allgemein ist UD = |J{y | y € D}.
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° ((X —p Y),C0) ist eine CPO, wenn die partielle Ordnung T wie
folgt definiert wird: f C g < graph(f) C graph(g).

Es gilt namlich fiir UD = f fiir D = {f; | i € I}, wobei mit f(x) =y,
falls ein i existiert, so dass fj(x) = y, sonst ist f(x) undefiniert.

(Zeige, dass f wohldefiniert ist!)
o (M, <), wobei I' = {a, b} und < die Préfixordnung ist, ist keine CPO.
o (I, <), wobei > =T*UT¥ ist, ist eine CPO.

o (X, <) mit ¥ = Nt°¢ ist keine CPO, wenn man < komponentenweise
definiert.

o ((NU{oo})toc <) ist eine CPO, wenn man < komponentenweise
definiert.

o ((ZU{00}),<) mit ¥ = Nto¢ ist eine CPO, wenn man <
komponentenweise definiert.
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Definition (Fixpunkt)

Fiir eine Abbildung f: X — X nennen wir x einen Fixpunkt, wenn
f(x) = x gilt.

Definition (monotone und stetige Abbildung)

Seien (X, <) und (Y, <) zwei CPOs. (Die Ordnungsrelationen tragen hier
zwar die gleiche Bezeichnung, sind aber im allgemeinen verschieden!)

Eine Abbildung f: X — Y heiBt monoton, wenn aus x < x’ folgt:
f(x) < f(x).

Die Abbildung f heiBt stetig, wenn sie monoton ist und fiir jede gerichtete
nicht leere Teilmenge D C X gilt: Uf(D) = f(LD).
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Ist f: X — Y monoton und D eine gerichtete Teilmenge von X, dann ist
auch f(D) gerichtet. Ferner sind sowohl! LIf (D) als auch f(LID) definiert,
wenn X und Y CPOs bilden und D gerichtet ist.

Beweis: Seien x,y € (D).
Also existieren a, b € D mit x = f(a) und y = f(b).
Da D gerichtet ist, gibt esein c € D mit a < cund b < c.

Da f monoton ist, gilt x = f(a) < f(c) € f(D) und
y = f(b) < f(c) € f(D).

Also ist f(D) C Y gerichtet.
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Wir beweisen nun den zentralen Fixpunktsatz von Kleene:

Sei (X, <) eine CPO, und sei f: X — X eine stetige Funktion. Dann gibt
es immer einen eindeutig bestimmten kleinsten Fixpunkt fix(f) fiir f.

Es gilt also f(fix(f)) = fix(f) und fix(f) < y fiir jeden Fixpunkt y von f.

Beweis: Sei | das kleinste Element in X.

Dann gilt L < f(L), daher (wegen der Monotonie von f) auch
F(L) < f(F(L))
und weiter (mit Induktion) fiir alle i > 0:

Fi(L) < FH(L)
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Wir erhalten also eine Kette | < f(L) < f2(L) < f3(L) < ---
Setzen wir x¢ := U{f(L) | i > 0}, so erhalten wir
f(xe) = FU{F'(L) [ 7> 0})
= U{f(f'(L)) | i >0}
=U{f'(L)]i>1}

:Xf

Noch zu zeigen: xr < y, falls y Fixpunkt von f ist.
Sei also f(y) = y.

Dann folgt Vi > 0: f/(L) < fi(y) =y.

Also ist y eine obere Schranke von {f/(L) |i > 0}.

Da x¢ das Supremum von {f/(_L) | i > 0} ist, erhalten wir x¢ < y.
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2.5 Flache Bereiche

Als flachen Bereich wollen wir eine Menge bezeichnen, der wir ein
minimales Element kiinstlich beifiigen:

Definition (flache Bereiche)

Eine partielle Ordnung (X, <) ist ein flacher Bereich, wenn ein Element L
existiert mit Vx € X : L < xund X\ {L} eine Antikette ist.

Offensichtlich ist jeder flache Bereich eine CPO.
Eine beliebige Menge machen wir wie folgt zum flachen Bereich:
Sei X eine Menge, | ¢ X.

Wir definieren X| = X U{L} und machen X zur Halbordnung durch die
Definition x < y genau dann, wenn x = y oder x = L.
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Betrachte die folgenden drei Mengen:

@ X —, Y: Alle partiellen Funktionen von X nach Y.
@ X — Y : Alle Funktionen von X nach Y .

-3 XJ_ — YJ_, wobei wir nur stetige Abbildungen, die das Minimum
1 e XJ_ auf L € YJ_ abbilden, nehmen.

Offenbar gibt es bijektive Entsprechungen zwischen diesen Mengen:
f:X —, Y wird ergdnzt durch f(x) = L, falls nicht definiert.

f: X — Y| wird erganzt durch f(_L) = L. Man sieht leicht, dass diese
Abbildung stetig ist.

Eine stetige Abbildung f : X| — Y| mit f(L) = L wird zur partiellen
Funktion von X nach Y durch Einschrankung des Definitionsbereichs auf
das Urbild F=1(Y) von Y.
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Fiir zwei CPOs (X, <) und (Y, <) definieren wir
[X — Y] ={f: X — Y| fist stetig} C Y.
Auf [X — Y] kann man eine Ordnungsrelation C definieren durch
fCg & VxeX: f(x)<g(x).

Diese Relation ist ndmlich offenbar transitiv, reflexiv und antisymmetrisch:
Alle drei Eigenschaften ilibertragen sich direkt von den entsprechenden
Eigenschaften der Relation < auf C.

Es gilt dann:

Fiir CPOs (X, <) und (Y, <) bildet auch ([X — Y],C) eine CPO.
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Beweis: Wir miissen zeigen, dass fiir jede gerichtete Teilmenge von
[X — Y] ein Supremum existiert.

Sei D={fi|iel} C[X — Y] gerichtet.

Fiir jedes x € X definieren wir D, = {fi(x) | i€ I} C Y.

D, ist eine gerichtete Menge von Y, hat also ein Supremum dy, = UD,.
Wir definieren eine Funktion f: X — Y durch f(x) = dx.
Behauptung: f € [X — Y].

Um diese Behauptung zu beweisen, miissen wir zeigen:

@ f ist monoton.
o Fiir jede nicht leere gerichtete Menge Z C X gilt f(LZ) = Uf(Z).
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Nehmen wir fiir den Augenblick an, wir hatten diese beiden Eigenschaften
von f gezeigt.

Dann gilt:
@ f ist obere Schranke von D, da f; C f fir alle j € I.

@ Fiir jede obere Schranke g von D gilt f C g.

Also gilt f = UD.

Wir miissen also noch die folgenden beiden Behauptungen zeigen.
Behauptung 1. f ist monoton.

Seien x < y zwei Elemente von X und i € /.

Dann gilt fi(x) < fi(y) < f(y).

Also ist f(y) obere Schranke fiir Dy und damit f(x) = dyx = UDy < f(y).
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Behauptung 2. f(UZ) = LIf(Z) fiir jedes nicht leere gerichtete Z C X.
Wir setzen z = LIZ.
Es gilt f(z) =UD, =U{fi(z) | i € I}.
Aus der Stetigkeit von f; folgt aber auch f(z) = f;(UZ) = Ufi(2).
Es folgt
fluz) = f(2)

= Wuf(2)|iel}

= Wfilx)|xeZ, iel}

= Wu{filx)|iel}|xeZ}

= W{f(x)|xeZ}

= Uf(2).
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Wir hatten schon einmal eine Relation C auf Funktionenmengen definiert,
namlich:

Fiir partielle Funktionen f,g: X —, VY sei:
f Cg < graph(f) C graph(g)

Bilden wir zu den Mengen X und Y die flachen Bereiche XJ_ und YJ_,
dann sind f und g, ergénzt durch f(L) = g(L) = L, stetige Funktionen,

Es gilt daher graph(f) C graph(g) genau dann, wenn
Vx: (f(x) # L = f(x)=g(x))
Das ist aber wiederum aquivalent zu
Vx 1 f(x) < g(x),

denn wenn f(x) = L ist, dann ist es kleiner oder gleich jedem Element.
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Nun bemerken wir noch, dass das Supremum fp einer gerichteten Menge
D C (X —p Y) nicht abweicht vom Supremum der Menge D als
Teilmenge von [X| — Y| |, nur der Wert fp(_L) = L muss ergéinzt

werden.
Also sehen wir, dass nach Satz 7 auch ((X —, Y),C) eine CPO ist.
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3 Strukturelle operationale Semantik

3.1 Transitionssysteme

@ Ein Transitionssystem ist gegeben durch einen gerichteten (nicht
notwendig endlichen) Graph. Die Knoten eines Transitionssystems
nennen wir Zustande, die Kanten Transitionen.

@ Gibt es in einem Transitionssystem mit Knotenmenge @ und Kanten
gegeben durch die zweistellige Relation — einen ausgezeichneten
Startzustand qg, so sprechen wir von dem initialen Transitionssystem

(Qv ) qO)
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@ Ist im initialen Transitionssystem (Q, —, qo) jeder Zustand g auf
einem gerichteten Weg von qq aus erreichbar, so heiBt das System
initial zusammenhangend.

@ Endzustidnde des Systems sind Knoten mit Ausgangsgrad 0.

@ Ein System heiBt deterministisch, wenn fiir alle u, vi, v» € Q aus
u— vy und u — v, folgt vi = wo.

o Es sei ein deterministisches Transitionssystem mit Knotenmenge @
und Kantenmenge — gegeben.

Seien X, Y C Q gegeben, so dass alle y € Y Ausgangsgrad 0 haben.

Dann erhalten wir eine partielle Abbildung f: X —, Y durch die
Festlegung f(x) = y, falls es einen gerichteten Weg von x nach y
gibt, f(x) undefiniert, sonst.

(Man uberpriife, dass diese Abbildung wohldefiniert ist, d.h. dass es
maximal einen Knoten y € Y geben kann, der von x aus erreichbar
ist.)

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Semantik Sommersem. 2015 76 / 180



3.2 Einzelschrittsemantik

Bei der Definition der Mengen Aexp und Bexp hatten wir schon eine
Auswertungsstrategie angegeben, d.h. eine Abbildung

A: Aexp — (£ — N).
Zur Erinnerung: Wir schreiben Afa]lo = n, falls der Ausdruck a unter der
Belegung o zu n ausgewertet wird.
Entsprechend definieren wir B: Bexp — (X — B).

Bei der Einzelschritt-Semantik gehen wir davon aus, dass fiir alle
arithmetischen oder booleschen Ausdriicke diese Abbildung in einem
Schritt ausgefiihrt werden kann.

Dagegen miissen wir die Ausfiihrung der Anweisungen (d.h. der Elemente
von Cmd) durch Regeln definieren.
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Wir benutzen ein Transitionssystem mit der Knotenmenge
(Cmd xL)UL.

Die Kanten werden wir so bilden, dass ein deterministisches
Transitionssystem entsteht, in dem alle Knoten aus (Cmd x X)
Ausgangsgrad 1 haben, alle Knoten aus ¥ dagegen Ausgangsgrad O.

Es wird also durch die oben definierte partielle Abbildung f, die jedem
Knoten das eindeutig bestimmte Ende eines bei diesem Knoten startenden
Weges zuordnet (bzw. undefiniert, falls der Weg nicht endet), eine partielle
Funktion von (Cmd x X) nach X definiert.

Ordnet diese Funktion dem Paar (c, o) das Element o’ zu, so schreiben wir
Clcle = o' oder C(c,0) =o'

Die so definierte Funktion C nennen wir auch Cgs.
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Wir definieren nun induktiv die Kantenmenge, die wir mit —; bezeichnen,
da es sich um die Einzelschrittsemantik handelt:

skip-Regel:

(skip,o) —1 ©

Zuweisungs-Regel:

AIIa]]cr:m
(X:=a,0) —1 o[m/X]

(Dabei ist o[m/X](X) = m und fiir alle Y # X gilt o[m/X](Y) = o(Y).)

Hintereinanderausfiihrungsregeln:

(¢1,0) —1 o’
(c1;¢2,0) =1 (c2,07)

(c1,0) =1 (¢],0")
(c1;02,0) —1 (¢f;c2,0")
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if-then-else-Regeln:

B[[b]]O'Ztrue
(if b then C1 else ¢ fi,O’) —1 (C1,0')

Bl[b]]UZfalse
(if b then c1 else Cp fi,U) —1 (62,0')

while-Regeln:

Bl[b]]a':true
(while b do 1 od,O') —1 (Cl;while b do 1 od,O')

BIIb]]U:false
(while b do c1 od,U) —1 (skip,U)
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Wir miissen nun zeigen:

1. Jedes o € ¥ hat als Knoten des Transitionssystems
(X UCmd x X, —1) Ausgangsgrad 0.

2. Jedes (c,0) € Cmd x X hat als Knoten des Transitionssystems
(ZUCmd x X, —1) Ausgangsgrad 1.

Daraus folgt dann, dass das Transitionssystem (X UCmd x ¥, —1)
deterministisch ist und die Abbildung Csos eine wohldefinierte partielle
Funktion vom Typ Cmd x ¥~ —, ¥ darstellt:

Csos(c,0) =o' <= (c,0) =} o
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Beweis, dass im Transitionssystem fiir die Einzelschrittsemantik alle o € X
Ausgangsgrad 0 haben, alle anderen Knoten Ausgangsgrad 1:

Zu o € X: Die Regeln definieren keine Transitionen der Form ¢ —q - --.

Also hat jeder Knoten o € ¥ Ausgangsgrad O.

Zu (c,0) € Cmd x X:

1. Fall: ¢ = skip: Die einzige Regel, die eine Transition
(skip,0) —1 -

erzeugt, ist die skip-Regel

(skip, U) —1 O

Also ist (skip, o) —1 o die einzige von (skip, o) ausgehende Transition,
d.h. fiir alle 0 € X hat (skip, o) Ausgangsgrad 1.
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2. Fall: ¢ = (X := a): Die einzige Regel, die eine Transition
(X :=a,0) —1 -
erzeugt, ist die Zuweisungsregel

Ala]lo =m
(X :=a,0) —1 o[m/X]

Also ist (X := a,0) —1 o[m/X] die einzige von (X := a, o) ausgehende
Transition, d.h. fiir alle 0 € ¥ hat (X := a,0) Ausgangsgrad 1.
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3.FRall: c=c¢1;

Wir nehmen induktiv an, dass der Ausgangsgrad von (¢;, 7) gleich 1 ist fiir
alle 7 € X und i € {1,2}.

Es existieren zwei Regeltypen, die Regeln der Form (c1; ¢2,0) —1 -
erzeugen konnen.

Der Ausgangsgrad von (c1,0) ist 1, d.h. es gibt genau ein ¢’ oder ein
(c1,0") mit (c1,0) —1 0’ bzw. (c1,0) —1 (cf,0').

Ist (c1,0) —1 o’ die einzige von (c1, o) ausgehende Transition, so ist
(c1; ¢2,0) —1 (c2,0") die einzige von (c1; ¢z, 0) ausgehende Transition.

Ist (¢1,0) —1 (c1,0’) die einzige von (c1, o) ausgehende Transition, so ist
(c1; @2,0) —1 (¢f; &2, 0") die einzige von (c1; ¢, 0) ausgehende Transition.

Also ist fiir alle ¢, co € Cmd und alle o € X der Ausgangsgrad von
(c1; @2, 0) gleich 1.
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BN
4. Fall: ¢ = if b then ¢; else o fi:

Es gibt genau zwei Regeltypen, die Transitionen der Form (c,0) —1 - -
definieren.

Da B[b]o = true oder B[b]o = false nur von b und o abhéngt, kann
genau eine der Regelformen Anwendung finden.

Also existiert entweder die Transition (¢,0) —1 (c1,0) oder

(c,0) —1 (c2,0), d.h. fiir alle o € ¥ ist der Ausgangsgrad von (c, o)
gleich 1.

5. Fall: ¢ = while b do c od:

Analog zum Fall der if-Anweisungen konnen wir schlieBen, dass genau eine
Transition der Form (c,0) —1 -+ - existiert.

Also ist der Ausgangsgrad von (c, o) gleich 1 fiir alle while-Anweisungen ¢
und alle o € X.

Damit ist gezeigt, dass die SOS-Semantik die behauptete Eigenschaft hat.
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Als Anwendung der SOS-Einzelschrittsemantik wollen wir zeigen, dass in
der Sprache IMP die Anweisungen ci; (c2; ¢3) und (c1; &2); c3 dquivalent
sind. (,,Assoziativitat der Hintereinanderausfiihrung")

Wir miissen also zeigen:

Csosﬂcl; (C2§ C3)]] = Csos[(cl; C2)§ C3]]
Das ist dquivalent mit Csos[c]o = Csos[c']o fiir alle o € X, wobei wir
c=c1;(c;c3) und ¢’ = (c1; @); c3 setzen.

Ebenso kdnnten wir sagen, dass Csos(c,0) = Csos(c’, o) fiir alle o € ¥ zu
zeigen ist.

Wir definieren

o' = Csos(c1,0) (falls das existiert)
0" = Csos(c2,0’) (falls o’ def. und ex.)
0" = Csos(c3,0”) (falls 0’ def. und ex.)

Es gibt 4 Fille, je nachdem, welche der Speicherzustande o', 0", 0"

definiert sind.
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BN
Wir bearbeiten nur den Fall, dass ¢/, 0", 0" alle definiert sind. Die iibrigen
fiihren in dhnlicher Weise jeweils zu Csos(c, o) = Csos(¢’, o) = undefiniert.
Wir zeigen Csos(c,0) = 0" = Csos(c’, 0).

Allgemein gilt nach der Definition der Funktion Css fiir alle x € Cmd und
alle 7,7 € *:
Coos(x,7) =7 = (x,7) =7 7.

Auf Grund der Hintereinanderausfiihrungsregeln kénnen wir (durch
mehrmaliges Anwenden) fiir alle ¢, d €€ Cmd und alle 0,0’ €
schlieBen:

(c1,0) =70’ = (a;d,0) —7 (d, o).
Insbesondere (durch Einsetzen der entsprechenden Werte fiir d etc.):

(c1; (25 3),0) =7 (@i c3,0") =7 (c3,0”) —=f 0"

Andererseits aber auch (ci; ¢, 0) =7 (e2,0’) =7 o”, d.h.
C1,8),C3,0) —1 \C3,0 ) —1 0 .
((c1i @2); c3,0) =1 (c3,0") =1 0"

Damit ist die Behauptung gezeigt.
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3.3 Ergebnissemantik

Die Ergebnissemantik (= Bigstep-Semantik) fiihrt die Auswertung einer
Anweisung nicht schrittweise durch, sondern ordnet direkt jedem Paar
(c,o0) eine neue Belegung o’ zu (falls moglich).

Wir benutzen wieder ein Transitionssystem, die Knotenmenge ist dieselbe
wie bei der Einzelschrittsemantik, d.h. (Cmd x £) U X.

Die Kantenmenge wird neu definiert, diesmal wird sie mit — bezeichnet:
skip-Regel:
(skip,o’) — O

Zuweisungs-Regel:

AIIa]]a:m
(X:=a,0) — o[m/X]
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Hintereinanderausfiihrungs-Regel:

(c1,0) — o’ (c2,0") — o
(a1;02,0) — o

if-then-else-Regeln:

BIIb]]U:true (c1,0) — o'
(if b then c1 else Cp fi,U) — o’

Bl[b]]a:false (e2,0) — o’
(if b then C1 else ¢ fi,O’) — o’

while-Regeln:

Bl[b]]a':true (Cl,a') — o (while b do 1 od,a'/) — o
(while b do 1 od,O’) — o

Bl[b]]a':false
(while b do 1 od,O’) — O
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Analog zur Einzelschrittsemantik zeigt man (Ubung):

1. Jedes o € X hat als Knoten des Transitionssystems
(ZUCmd x X, —) Ausgangsgrad 0.

2. Jedes (c,0) € Cmd x X hat als Knoten des Transitionssystems
(X UCmd x X, —) Ausgangsgrad 0 oder 1. Dariiberhinaus haben
diese Knoten alle den Eingangsgrad 0.

Hieraus folgt wieder, dass das Transitionssystem deterministisch ist, und
die Vorschrift
Cac(c,0) =0’ = (c,0) — o

eine wohldefinierte partielle Funktion Cgc : Cmd x X~ —, X definiert.
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Die beiden vorgestellten Semantiken sind dquivalent:

Satz 8

Fiir alle Anweisungen ¢ € Cmd und alle Belegungen o € ¥ gilt
Ceis(c,0) = Csos(c, ),

d.h. Cgc(c, o) ist definiert genau dann, wenn auch Csos(c, o) definiert ist
und in dem Fall haben beide den gleichen Wert.

Beweis: Wir zeigen:
VceeCmdVo € X: CB|G(C,O') == CSOS(C,U).

Insbesondere: Die linke Seite ist genau dann definiert, wenn die rechte
Seite definiert ist.

Beweis durch strukturelle Induktion iiber den Ausdruck c.
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1.Fall: ¢ = skip oder ¢ = (X := a): trivial

2.Fall: ¢ = (c1; ) fiir ¢1, ¢ € Cmd.
Induktionsvoraussetzung: Cgc(ci, 7) = Csos(ci, 7) fir alle 7 € X, i € {1,2}.

Falls Cgic(c1,0) = Csos(c1,0) = undefiniert, ergibt sich auch
Caic(c1; ©,0) = Csos(c1; €2, 0) = undefiniert.

Sei also Cgi(c1,0) = Csos(c1,0) = o’. Daraus folgt
CBIG(CI; 2, U) = CBIG(C27 U,) = Csos(C27 U/)-

Weiterhin folgt aus Csos(c1,0) = o, dass im Transitionssystem der
Einzelschrittsemantik ein Pfad (c1,0) —7 o’ existiert.

Damit ergibt sich auch der Pfad (¢1; &, 0) —7 (2, 0').

Also: Csos(C1§ @, U) = CSOS(C27 U,) = CB|G(C1§ @, U)-
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3.Fall: ¢ = if b then ¢; else o fi.
Induktionsvoraussetzung: Cyc(ci, 7) = Csos(ci, 7) fir alle 7 € X, i € {1,2}.

Falls B[b]o = true gilt, erhalten wir
Csos(c,0) = Csos(c1,0) = Caic(c1,0) = Ceis(c, 7).
Entsprechend ergibt sich im Fall B[b]o = false

Csos(C,U) = CSOS(C27U) = CBlG(C2,U) = CBIG(C)J)'

4.Fall: ¢ = while b do ¢; od

Fall 4.1: B[b]o = false

Dann gilt Csos(c,0) = 0 = Cpis(c, 0).

Fall 4.2: B[b]o = true.

Wir gehen erst davon aus, dass Csos(c, o) definiert ist: Csos(c,0) = 0’ € X.

Wir miissen zeigen, dass dann auch Cg¢(c,0) = o gilt.
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Im Transitionssystem der Einzelschrittsemantik existiert ein Weg der Form
(c,0) —1 (c1;¢,0) =7 (c,0") =7 o/, wobei (¢1,0) =7 o”.

Der Teilweg (c,0”) —7 o’ ist kiirzer als der Gesamtweg.

Induktiv (iiber die Weglénge) schlieBen wir daraus
Ceic(c,0”) =0

Aus (c1,0) —7 0", d.h. Csos(c1,0) = o”, folgt induktiv

Cec(cr,0) =o”.

Insgesamt erhalten wir somit

CBIG(C7 U) = Ojl = Csos(c, U)
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Fiir die Umkehrung gehen wir davon aus, dass Cgc(c, o) definiert ist:
CB|G(C7O') = 0', €.

Wir miissen zeigen, dass dann auch Cses(c,0) = o’ gilt.

Wegen B[b]o = true existiert ein Beweisbaum fiir (¢,0) — ¢’, in dessen
zweiter Zeile (von unten) die folgenden Eintrége stehen:

B[b]o = true, (c1,0) — 0" und (c,0")— o’
Induktiv tiber die Hohe des Beweisbaums kdnnen wir schlieBen, dass

CSOS(C7 U”) = CBIG(C)OJ,) =0

gilt, und
Csos(CLU) = CBlG(ChU) =d".

Daraus folgt (c,0) —1 (c1; ¢,0) =7 (¢,0") =7 o/, d.h.
Csos(c,a) — 0', — CB|G(C,U).
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Als ein Beispiel fiir die Anwendung der Ergebnissemantik beweisen wir die
Gleichwertigkeit der Schleife w = while b do ¢ od mit der Anweisung
if b then c; w else skip fi, indem wir zeigen, dass fiir alle o € ¥ gilt

Caic(w, 0) = Cgc(if b then c; w else skip fi, o).

1. Fall: B[b]o = false.
Dann gilt Cgi¢(w,0) = o und

Caic(if b then c; w else skip fi, o) = Cg(skip, o) = o.

2.Fall: B[b]o = true.

Gelte zunidchst Cgi(c, o) = undefiniert. Dann gilt

Cui(if b then c; w else skip fi,c) = Cgc(c; w,0)
= undefiniert
= CBIG(W7 U)
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Gelte nun Cgs(c,0) = o’. Dann gilt

Ceic(if b then c; w else skip fi,c) = Cgc(c; w,0)
= CB|G(WaU,)

= CBIG(Wa U)
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4. Denotatoniale Semantik

Wir 16sen uns jetzt von dem Prinzip der ,,Ausfiihrung” eines Programms.
Stattdessen identifizieren wir ein Programm mit der von ihm berechneten
Funktion.

Als Auswertungsschema fiir Ausdriicke (arithmetische und boolesche)
werden wir die Funktionen A und B wie bisher verwenden.

Die Anweisungen erhalten direkt eine Bedeutung in Form einer partiellen
Funktion von ¥ nach X:

C:Cmd — (X —, X).

Sinnvollerweise soll C[c]o = Csos[c]o fiir alle ¢ € Cmd und o € X gelten.
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skip: C[skip] = idx

Zuweisung: C[X = a] : X — %X, o+ o[A[a]o/X]

Man schreibt hierfiir auch C[X = a] = Ao.o[A[a]o/X]
(die Funktion, die o auf o[A[a]o/X] abbildet.)

Man priift fiir ¢ = skip und ¢ = (X := a) leicht die Giiltigkeit von

Clcle = Csoslc]o-
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Hintereinanderausfiihrung: C[c1; o] = C[c] o Cla].

Unter der Induktionsvoraussetzung
ClICi]]T = Csosll:Ci]]T
fir alle i € {1,2} und 7 € X folgt leicht

CIICl; C2]]U = Csos |IC1; C2]]0‘.
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S
if-then-else:

Wir definieren zunachst die folgende Funktion:
cond: (X =PB)x (X =PL)x (X —=PX) — (X —PX)

(8,f,8) > cond(B,f,g),

wobei cond(3, f, g)(o) nur definiert ist, falls 3(o) definiert ist.
(Bei uns ist dies immer der Fall!)

Falls 3(o) definiert, setzen wir:

f(o) falls B(c) = true,
g(o) falls §(o) = false.
Nun definieren wir fiir ¢ = if b then ¢y else ¢ fi

Clc] = cond(B[b],C[c1],Clec])-
Man erhilt fiir alle o € X:

cond(f3,f,g)(o) = {

Clc]lo = Csos[c]o.
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while: Sei w = while b do ¢ od.

Induktionsvoraussetzung: C[c] ist schon definiert und fiir alle o € X gilt:
Clc]lo = Csos[c]o.
Wir wissen auch
Csos[w]o = Csos[if b then c; w else skip fi]o,

also
Csos[w] = cond(B[b], Csos[w] o C[c], C[skip])-

Csos[w] taucht hier links und rechts auf, 16st also die folgende Gleichung:

f = cond(B[b], f o C[c], ids).
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Problem: Es kann viele Fixpunkte (Lsungen der Gleichungen) geben.
Beispiel: w = while true do skip od

Dann erhalten wir die Gleichung
f = cond(B[true], f o C[skip],idx)
= cond(B[true], f,idy)
= f
Wir definieren den folgenden Operator:
Mo (X —p X) = (X —p X)

durch
[pc(f) = cond(B[b], f o C[c],idyx).
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Wir sehen Ty, . als Funktion an in der auf der Grundmenge (X —, X)
definierten CPO mit f C g genau dann, wenn aus ,,f(x) definiert” folgt,
dass auch g(x) definiert ist und f(x) = g(x) gilt.

Oﬂ:enbar |St rb7C(CSosl]:W]]) - Csosl[W]], dh Csosﬂ:W]] |St FiXpunkt von rb7c.
Wir definieren nun C[w] als den kleinsten Fixpunkt von Iy, .

Um die Existenz des kleinsten Fixpunkts aus Kleenes Fixpunksatz ableiten
zu konnen, bendtigen wir:

[p,c Ist stetig.
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e
Beweis: Wir zeigen:
(a) Tpc ist monoton.

(b) Fiir eine gerichtete Menge D = {f; | i€ I} C (X —, X) gilt:

Mo (UD) = L{Thc(fi) | i € 1}

Zu (a): Sei f C g, und sei ', o(f)(o) definiert.
Ist B[b]o = false, dann gilt ', (f)(0) = ids(0) = Tpc(g)(0).
Ist B[b]o = true, dann gilt [, (f)(0) = (f o C[c])(0).

Also muss C[c](o) definiert sein, etwa C[c](c) = o', und dann muss f(o”)
definiert sein.

Wegen f C g muss g(o’) definiert sein und f(o’) = g(o’).
Es folgt T'p.c(g)(0) = (g o Clc])(0) = g(0”) = (o).
Also ist 'y (g)(c) definiert und 'y, (g)(0) = Tp.c(F)(0).
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Zu (b): Sei D={fi |iel} CX —, X eine gerichtete Menge von
Funktionen.

Sei f = UD (f existiert!).

Zu zeigen ist [p o (F) = U{Tpc(fi) | i € 1}.

Wegen f; C f und der Monotonie von 'y ¢ gilt ['p (fi) T [ (f).
Also U{Tp(£) | i € I} T Tpe(F).

Das heiBt: Wo beide Seiten definiert sind, sind sie gleich, und wenn die
linke Seite definiert ist, ist es auch die rechte.

Bleibt also zu zeigen: Wenn die rechte Seite definiert ist, dann auch die
linke.

Oder dquivalent: Wenn Iy, .(f)(0) definiert ist, dann existiert ein i mit
Cp.c(fi)(o) definiert.
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Falls B[b]o = false gilt, ist ', (g)(o) fiir alle g definiert.
Falls B[b]o = true gilt, gilt [, (f)(c) = (f o C[c])(o).
Also existiert ein o/ € ¥ mit C[c]Jo = o’ und f(o’) definiert.
Da f = L{fi | i € I}, gibt es ein i mit fi(c’) definiert.

Also ist auch I (fi)(o) = (fi o C[c])(o) definiert.
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Da I'p  stetig ist, wissen wir, dass der kleinste Fixpunkt existiert.

Wir definieren fiir w = while b do c od: C[w] = fix(I'p ).

Es gilt fiir alle o € X: C[w]o = Csps[w]o.

Beweis:

Wir wissen bereits, dass Csos[w] Fixpunkt von Iy, . ist.

Da C[w] der kleinste Fixpunkt von Iy, ¢ ist, gilt C[w] C Csos[w].
D.h. falls C[w]o definiert ist, dann auch Csos[w]o und es gilt

Clw]o = Csos[w]o.

Noch zu zeigen: Wenn Csos[w]o definiert ist, dann auch Cw]o.
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+Csos[w]o definiert” bedeutet, es gibt ein ¢/ € ¥ und einen Weg
(w,0) —7 o' im Transitionssystem.

Sei n die Lange dieses Wegs.

Wir kénnen induktiv annehmen, dass fiir alle o1 mit (w,01) —7 o’ auf
kiirzerem Weg (Lange g < n) gilt, dass C[w]o1 definiert ist.

Falls B[b]o = false gilt, so gilt

Clw]o = ﬁx(rb,c)(a) = rb,c(ﬁx(rb,c))(a) =0.
Also ist C[w]o definiert.

Falls B[b]o = true gilt, gibt es ein o1 € ¥ mit

(w,0) =1 (c;w,0) =7 (w,01) =50’ und (c,0) =7 o1.
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Nach Induktionsvoraussetzung ist C[w]o1 definiert und es gilt C[c]o = o7.

Damit folgt

Clwle = fix(Fp.c)(o)
Mb,c(CIw])(0)
(Clwl o Clel)(o)
Clw](Clc]o)

= Cw]os.

Also ist C[w]o definiert.

Also: Csos[w]o definiert genau dann, wenn C[w]o definiert ist, und dann
haben beide den gleichen Wert.

Die operationale Semantik Csos und die denotationale Semantik C fiir IMP
stimmen iiberein.
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Beispiel: Definiere das Fakultatsprogramm

fakun = Y:= 1;,w mit
w = whileX>1doY =Y -X; X:=X—-1o0od

Setze Loc = {X, Y}, d.h. ¥ = N2,
Wir interpretieren o = (m, n) durch o(X) = m, o(Y) = n.
Definiere f: ¥ — ¥ und g: £ — ¥ durch

f(m,n) = (min(1, m), m!)
g(m,n) = (min(1, m),(m!) - n).

Behauptung: C[w] = g
Hieraus folgt leicht C[[faku] = .
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e
Seib=(X>1undc=(Y:=Y- -X;X:=X-1),dh.
w = while b do c od.

Wir wollen zeigen, dass g ein Fixpunkt von ', . ist, d.h. [, (g) = g.
Hieraus folgt C[w] C g.
Wir berechnen also ', c(g)(o) fiir o = (m, n).
1. Fall: m < 1. Dann ist B[b]o = false.
Es folgt 'y c(g)(0) = ids(0) = o und g(o) = (m,n) =o.
Also ', (g)(co) = g(o).
2. Fall: m > 1. Dann ist B[b]o = true und es folgt:
Mbe(g)o) = (goClcl)(o)
= (goC[X:=X-=1]oC[Y =Y - X]) (o)
= (goC[X:=X-=1])(m,n-m)
= g(m—1,n-m)
g(m,n)
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Wir erhalten in jedem Fall ', .(g)(0) = g(0).
Also ist g Fixpunkt von ', . und es gilt C[w] C g.

Wenn C[w] # g ware, miisste es ein o geben, so dass g(o) definiert ist,
aber C[w]o nicht.

Die while-Schleife miisste also unendlich oft ausgefiihrt werden.

Das ist nicht moglich, da X zu Beginn einen endlichen Wert hat und in
jedem Durchlauf herabgesetzt wird.

Formal: Wenn o = (m, n), dann terminiert die while-Schleife nach maximal
m — 1 Durchlaufen.

Also gilt C[w] = g und daher C[faku] = f.
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Weiteres Beispiel:

Achtung: Wir betrachten hier als Grundbereich Z und rechnen mit der
ganzzahligen Subtraktion!

Betrachte die while-Schleife w = while b do ¢ od mit

b = (X#0)
c = X=X-Y,;Y=Y-X)

Sei f 1 ZXZ—pZxZmit f(X,Y)=C[w](X,Y).

Es sieht so aus, als berechne f den ggT.

Dies stimmt aber nur sehr bedingt, wie wir gleich sehen werden.
Sei g 1 ZLXZ —pZxZmitg(X,Y)=(0,g8T(X,Y)).
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IS A
Wir zeigen zunidchst ', (g) = g, d.h. g ist ein Fixpunkt.

Es sei 0 = (m, n), wobei o(X) =m, o(Y) = n.
1. Fall: B [b] (m, n) = false.
Dann ist m = 0 und damit
Mb.c(g)(0,n) = (0,n) = (0,8gT(0, n)) = g(0,n).
2. Fall: B[b] (m,n) = true.
Dann ist m # 0 und damit

Fbc(g)(m.n) = g(m—n,2n—m)
(0,ggT(m — n,2n — m))
(0,g8T(m, n))

= g(m,n).
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Dies legt die Vermutung f = g nahe, da f = C[w] und ', .(g) = g gilt.
Aber Vorsicht: Gezeigt wurde nur f C g.

Die while-Schleife terminiert aber nicht immer.

Betrachte etwa m > 0 und n < 0.

Dann gilt auch m—n > 0und 2n— m < 0.

Sie terminiert auch nicht fiir m < 0 und n > 0.

Insbesondere terminiert sie nicht fiir (m,0) mit m # 0.
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BN
5. Axiomatische Semantik

5.1 Grundidee

Wir beschreiben die Bedeutung eines Programms, indem wir eine Vor- und
eine Nachbedingung angeben:

{A} ¢ {B}

Hierbei ist
@ A die Vorbedingung,
@ c € Cmd und
o B die Nachbedingung.
Die Bedeutung von {A} ¢ {B} sei:

Wenn vor Ausfiihrung von ¢ die Bedingung A erfiillt ist und ¢ terminiert,
dann ist nach Ausfiihrung von ¢ die Bedingung B erfiillt.
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Als Beispiel verwenden wir wieder das Fakultatsprogramm faku:

(X=N} Y:=1; (X=NAY =1}
{Y - X!=N} while X > 1 do
{Y XI=N}  Y:i=Y-X; {Y-XI=N- X}
{Y - XI=N-X} X:=X-1 {Y-X=N
od {Y - XI=NAX<1}
{Y = NI}

Die Aussage {A} ¢ {B} ist eine partielle Korrektheitsaussage, da wir sagen
nur etwas liber den Fall, dass c terminiert.

Analog nennt man [A] ¢ [B] eine Korrektheitsaussage mit der Bedeutung:

Wenn A erfiillt ist und ¢ ausgefiihrt wird, dann terminiert ¢ und
anschlieBend ist B erfiillt.
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Wir miissen festlegen, welche Art von Aussagen fiir A und B in Frage
kommen.

Wir definieren zunichst die Menge Aexp’ von erweiterten arithmetischen
Ausdriicken:

au=n|X|i|la+a|a —a1lao-a,

wobei n € N, X € Loc, i € Intvar.
Intvar ist eine Menge von Integer-Variablen, z.B. Intvar = {i1, b, i3, ... }.
Wir definieren die Menge Assn von Zusicherungen (englisch: assertions):
A == true|false | ag=a; | ay < a1
ao<ai|la >a1fa>a| Al
ALNAy | A1V A | AL = A |
Are Ay | Vit Al Ti: A

wobei ar, a> € Aexp’ und i € Intvar.
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Klammerungen werden gesetzt, wo immer es notwendig oder erwiinscht ist.
Die Menge der Variablen ist nun V = Loc U Intvar.

In einer Zusicherung A € Assn kann ein i/ € Intvar gebunden oder frei
vorkommen.

Wir definieren die Menge der freien Integer-Variablen FV(A) C Intvar
einer Zusicherung A wie ublich.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Semantik Sommersem. 2015 120 / 180



NN
FV(true) = FV(false) = ()

FV(ap = a1) = alle in ag oder a; frei vorkommenden Integer-Variablen

(analog fiir <, <, >, >)
FV(-A) = FV(A)

FV(Al A Az) = FV(Al) @] FV(AQ)

(analog fiir vV, =, <)
FV(Vi: A) =FV(A)\ {i}
FV(3i: A) =FV(A)\ {i}
Beispiel: FV((Vi:i>0)V (i <2))={i}
Das einzige freie Vorkommen von 7 in dieser Zusicherung ist das in i < 2.
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Gegeben sei A € Assn, 0 € X und es gelte FV(A) = ().
Dann kann man A unter o auswerten.

Wir schreiben o(A) = true bzw. o(A) = false, falls A unter o wahr bzw.
falsch ist.

Fiir Zusicherungen mit freien Variablen werden diese zunachst
interpretiert, d.h. es wird ihnen eine natiirliche Zahl als Wert zugeordnet,
durch die Interpretation /: Intvar — N.

Wir schreiben o = A oder alternativ o(/(A)) = true falls die durch /
interpretierte Zusicherung A im Speicherzustand o wahr ist,

Wir schreiben o |= A, falls o =/ A fiir alle Interpretationen / gilt.
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Beispiel: Wir konstruieren eine Formel A € Assn, die eine freie Variable i
enth3lt und die genau dann erfiillt ist, wenn i eine Primzahl ist:

o ="A < I(i) ist Primzahl
Sei A= Vj: ((<1)V({G=i)V(Vk:j-k#i)).
Wihle /(i) = n € N beliebig. Dann gilt

HAY= V) (G <)V G =)V (k- k£ ).

1. Fall: nist Primzahl. Sei j € N beliebig.
Falls ein k existiert mit j - k = n, dann gilt j = 1 oder j = n.
Falls kein solches k existiert, ist Vk : j - k # n wahr.
Also gilt Vj : (...) und daher o =/ A.

2. Fall: n ist keine Primzahl, etwa n=a-bmit1l < a < n.
Firj=agilt-(<1)A=(>n)A3k:j-k=n.
Also ist o = A falsch.
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Beispiel: Wir konstruieren eine Formel KGV € Assn mit freien Variablen
i,j, k, die wahr ist genau dann, wenn i das kleinste gemeinsame Vielfache
von j und k ist:

o ='KGV < kgv(I(j), (k) = I(i)
Losung:

KGV =3 :j-j=i AN FK: K -k=in
vilo (3 j=YANEK K k=1i)) = i<i)

Zu zeigen:
@ Wenn I(i) = n,I(j) = m,I(k) = r und I(KGV) erfiillt, dann ist
n = kgv(m, r)
@ Wenn I(i) = n,I(j) = m,I(k) = r und n = kgv(m, r), dann ist
I(KGV) erfiillt.
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Die Bedingung o(/(A)) = true kann wie folgt formalisiert werden:

o(l(n))=nfirneN

o(l(X)) = o(X) fir X € Loc

o(I(i)) = I(i) fir i € Intvar

o(I(ao + a1)) = o(/(a0)) + o(/(a1)), etc.

o(I(true)) = true

o(I(false)) = false

o(l(ap = a1)) = true, falls o(/(ag)) = o(/(a1)), false, sonst; etc.
o(I(-A )) ~o(I(A))

o(I(A1V A2)) = o(I(A1)) V o(I(Az)), etc.
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Etwas komplizierter wird es bei den Formeln der Form Vi : A und 3i: A:

A)) = true, falls fiir alle n € N gilt: o(/[n/i](A)) = true.
false sonst

Dabei ist /[n/i] definiert durch I[n/i](i) = n und I[n/i|(j) = I(j) fir j # i.

Analog wird o(/(3i : A)) definiert.
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Wir haben zwei Arten eingefiihrt, n fiir i einzusetzen:

In einem erweiterten arithmetischen Ausdruck kann die freie Variable /
durch n ersetzt werden:

a[n/i]

In einer Interpretation /: Intvar — N kann der Wert von i durch n ersetzt
werden:

I[n/i]: Intvar — N

Es gilt dabei
o(l[n/il(a)) = a(I(aln/i))

Beweis: Strukturelle Induktion {iber die Erzeugung von a.
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Auch auf der Ebene der Formeln in Assn kénnen wir die Einsetzung von n
fir i definieren; fir A € Assn erhalten wir

Aln/i] € Assn

Dabei werden nur freie Vorkommen von | ersetzt.

Es gilt dann:
(0 E'Vi: A) & (0 Aln/i] fiir alle n € N)
Tatsichlich kann man sogar zeigen:
a(l[n/i](A)) = a(I(Aln/i]))

firalleoc € X, i € Intvar, n€ N, A € Assn, /: Intvar — N.
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Wir wollen nicht stéandig unterscheiden zwischen Definiertheit und
Nichtdefiniertheit.

Daher betrachten wir wieder Funktionen von ¥ | — X |, die L auf L
abbilden, anstelle der partiellen Funktionen > —, .

Konvention: | |=/ A ist wahr fiir alle Interpretationen / und alle
Zusicherungen A, d.h. L(/(A)) = true.

Insbesondere gilt also auch L = false.
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Giiltigkeit der partiellen Korrektheitsaussage

Fir c € ¥ | und /: Intvar — N ist die Aussage {A}c{B} mit
A, B € Assn und ¢ € Cmd wahr, falls gilt:

(0 E' A) = (Clclo ' B)
Wir schreiben dann o =/ {A}c{B}.
Ferner schreiben wir |=! {A}c{B} falls Vo € £ | : 0 =/ {A}c{B}.

SchlieBlich schreiben wir |= {A}c{B} falls =/ {A}c{B} fiir alle
I: Intvar — N gilt.

In diesem Fall sagen wir, dass die partielle Korrektheitsaussage {A}c{B}
giiltig ist.
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Beispiele:

O {i<X} X :=X—-1{i <X} ist giiltig.
©Q Fiir alle A, B € Assn und w = while true do skip od gilt

= {Atw{B}.

© Die Aussage {X =1} p{Y = 5050} ist giiltig, wenn p das folgende
Programm ist:

Y:=0;

while X < 100 do
Y := Y+X;
X := X+1;

od

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Semantik Sommersem. 2015 131 / 180



L
5.2 Hoare-Logik

Die Hoare-Logik definiert eine Menge ableitbarer Aussagen der Form
{A}c{B} fiir A, B € Assn und ¢ € Cmd durch folgende Regeln:

1. skip:
{A} skip {A}
fir alle A € Assn.

2. Zuweisung:

{Ala/X]} X := a {A}
fiir alle A € Assn, a € Aexp, X € Loc.

3. Sequenz:
{A} a {C} {C} «{B}
{A} a2 {B}

fir alle A, B, C € Assn, ¢, € Cmd.
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4. if:
{AADb} a {B} {AA-b} o {B}

{A} if b then ¢ else ¢ fi {B}
fir alle A, B € Assn, b € Bexp, ¢, € Cmd.

5. while:

{AN b} c {A}
{A} while b do c od {A A —b}
fiir alle A € Assn, b € Bexp, c € Cmd.

6. Konsequenz:

F(A=A) {A}c{B} E(B'=B)
{A} ¢ {B}

fir alle A,A’, B, B’ € Assn, ¢ € Cmd.
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Definition

Wir schreiben = {A}c{B}, falls sich die Aussage {A}c{B} aus den Regeln
der Hoare-Logik ableiten I&sst.

Beispiel: Fiir w = while true do skip od gilt - {true}w/{false}.
Beweis:

t {true}skip{true}

Daher |- {true A true}skip{true}

Weiter - {true}w{true A false}

SchlieBlich F {true}w/{false}
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Weiteres Beispiel: - {X =3} X :=8+ X {X =11}

Denn aus der Zuweisungsregel folgt
F{(X=11)[8+ X/X]} X =8+ X {X =11}
Also - {8 + X =11} X := 8+ X {X = 11} und mit der Konsequenzregel

F{X =3} X:=8+X {X =11}.
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Die Regeln der Hoare-Logik erzeugen nur korrekte Aussagen, d.h.

- {Alc{B} = F {A}c{B}

Beweis: Es sei {A}c{B} herleitbar: - {A}c{B}.

Hieraus folgt leicht - {/(A)}c{/(B)} fir alle /: Intvar — N

(in einer Ableitung kann iberall i durch /(i) ersetzt werden).
Wir zeigen, dass hieraus |= {/(A)}c{/(B)} folgt.

Da dies fiir alle / gilt, folgt = {A}c{B}.
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Also bleibt zu zeigen:

Seien A, B € Assn ohne freie Variablen, und sei {A}c{B} herleitbar. Dann
gilt = {A}c{B}.

Unter den gemachten Voraussetzungen ist also nachzupriifen, dass fiir alle
o€ X | mito =C[c]o gilt

o(A) = true = o'(B) = true.

1. Fall: {A}c{B} ist durch die skip-Regel entstanden, d.h. ¢ = skip.

Dann ist 0/ = 0 und B = A, also ist die Behauptung trivial.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Semantik Sommersem. 2015 137 / 180



2. Fall : {A}c{B} ist durch die Zuweisungs-Regel entstanden, d.h.
¢ = (X :=a) fir X € Loc und a € Aexp.

Dann ist A = B[a/X], und es gilt ¢’ = C[c]o = o[n/X] mit n = o(a).

Offensichtlich gilt o(A) = o(B[a/X]) = o(B[n/X]) = o[n/X](B).
(Beweis durch Induktion iiber die Erzeugung von B).

Also gilt 0(A) = true < 0o/(B) = o[n/X](B) = true.
Insbesondere: o(A) = true = o'(B) = true.

Also haben wir die Giiltigkeit der Zusicherung {A}c{B} gezeigt.
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e
3. Fall: {A}c{B} ist durch die Sequenz-Regel entstanden, d.h. ¢ = ¢1; .

Dann gibt es also eine Zusicherung C ohne freie Variablen (Beweis:
Ubung!) so, dass {A}ci{C} und {C}c{B} herleitbar sind.

Induktiv folgt:
@ o(A) =true = C[c]o(C) = true und
e 0/(C) =true = C[c]o’(B) = true.

Wir wéhlen ¢’ = C[c1]o und o’ = C[ex] 0.

Dann gilt:
o’ =C[e]o’ =Cle] o Cla]o = Cler; e2]o

Also erhalten wir: 0(A) = true = ¢/(C) = true = ¢"(B) = true.
Die zeigt die Giiltigkeit von {A}c{B}.
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4. Fall: {A}c{B} ist durch die if-Regel enstanden, d.h.
c = if b then ¢ else o fi.

Also sind {AA b}ci{B} und {AA —b}c{B} ableitbar.
Induktiv folgt:

@ 0(AADb)=true = C[ci]o(B) = true und
@ 0(AN-b) =true = Cla]o(B) = true.

Sei o(b) wahr. Dann gilt C[c]o = C[c1]o, und daher
o(A) = true = C[c]o(B) = true.
Sei o(b) falsch. Dann gilt C[c]o = C[c:]o, und daher
o(A) =true = C[c]o(B) = true.
Diese Implikation gilt also in jedem Fall.
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e
5. Fall: {A}c{B} ist durch die while-Regel enstanden, d.h.
¢ = while b do ¢; od.

Dann muss {A A b}ci{A} herleitbar sein, und es gilt B = A A —b.
Nach der denotationellen Semantik der while-Schleife gilt
o' =C[cJo = fix(Tp, ) (0)

mit Ty ¢, (f) = cond(B[b], f o C[c1],idx) fir feX | — X .
Sei gn =T} (L)
Beachte: gg C g1 C o E gz T ---.
Den Fixpunkt erhalten wir als Supremum der Menge {g, | n > 0}.
Behauptung: Fiir alle n > 0 und alle 0,0’ € ¥ | gilt:

gn(c) = o’ und o(A) = true = o'(AA —b) = true.
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Beweis der Behauptung: Induktion iiber n > 0

Sei n=0.

Es gilt go(L) = idy(L) = L, d.h. ¢’ = L und damit ¢/(A A —b) = true.
Sein=1.

Dann gilt

gi(o) =

o falls o(b) = false
1 falls o(b) = true.

Sei nun gi(o) =o',
Falls o(b) = true gilt, gilt also ¢’ = L und damit /(A A —b) = true.

Falls o(b) = false gilt, gilt ¢/ = o und damit:

o(A) = true = o'(AA —b) = true
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e
Nun sei n > 1.
Sei 0’ = gni1(0).
Falls o/ = L gilt /(A A —b) = true und wir sind fertig.
Gelte nun also o # L # o'.
Beachte: gny1 = Ml (L) =T (g1) = M, (8n)-
Fall A: o(b) = false.
Dann gilt g1(c) = o und folglich auch ¢/ = g,11(0) = 0.
Also: o(A) = true = o'(A A —b) = true.
Fall B: o(b) = true.
Es folgt

o' = gny1(0) = Cbci(gn)(0) = gnoClar]o = gn(o")

mit o’ = C[ci]o.
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e
Da {AA b}ci{A} herleitbar ist, gilt nach Induktion

o(AAb) =true = o"(A) = true.
Damit erhalten wir (mit Induktion fiir g,(¢”) = o’):

o(A) =true = o"(A) = true
= o/(AA—b) = true

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Wir wissen also: Wenn C[[c]o # L, dann folgt aus o(A) = true auch
Clc]o(A A =b) = true.

Wenn aber C[c]o = L nicht definiert ist, dann ist die Zusicherung
{A}c{B} fiir dieses o ohnehin erfiillt.

Das komplettiert den Beweis fiir die while-Schleife.
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6. Fall: {A}c{B} ist durch die Konsequenz-Regel enstanden.

Es seien also A= A’ und B’ = B wahr (unter allen Belegungen o € ¥)
und {A'}c{B’} herleitbar.

Nach Induktionsannahme ist {A'}c{B’} giiltig (fiir alle o).
Dann ist {A}c{B} auch giiltig, denn es gilt fiir alle 0 € X:

o(A) =true = o(A') =true
= Clc]o(B’) = true
= C[c]o(B) = true.
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Beispiele:
1. Das Plateau-Problem: Eingabe sei ein Feld

a[l..n], sortiert.
Als Ausgabe wollen wir die Zahl p berechnen, wobei

p=max{q|3Ji: alil=a[i+1]=---=a[i+q—1]}
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Beispiele:
1. Das Plateau-Problem: Eingabe sei ein Feld

a[l..n], sortiert.
Als Ausgabe wollen wir die Zahl p berechnen, wobei
p=max{q|3i: ali]=ali+1]=--=a[i+q—1]}

Losung:
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Beispiele:
1. Das Plateau-Problem: Eingabe sei ein Feld

a[l..n], sortiert.

Als Ausgabe wollen wir die Zahl p berechnen, wobei

p=max{q|3Ji: alil]=a[i+1]=---=a[i+q—1]}

Losung:
plateau =
j = 1;
p :=1;
while j<n do

J o=t

if alj]l = alj-p] then

p := ptl

else skip

fi
od
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Beweis der Korrektheit:
Wir formulieren die Bedingung mp(j, p):

Auf dem Teilfeld a[1..j] hat das lingste Plateau die Lange p.
Wir wollen die Herleitbarkeit von
{true} plateau {mp(n,p)}
zeigen. Als Vorbedingung verwenden wir nicht {true}, sondern
V = (mp(1,1) und ,a ist sortiert").

Es gilt offenbar, dass V erfiillt ist (unter den Voraussetzungen n > 1 und
a ist sortiert).
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Durch zweimaliges Anwenden der Zuweisungsregel und einmaliges
Anwenden der Sequenz-Regel erhalten wir:
{mp(1,1), a sortiert} j:=1;p:=1

{mp(j, p), a sortiert}.
Mit nochmaliger Verwendung der Sequenz-Regel miissen wir nur noch

zeigen, dass
{mp(ip), asortiert} w {mp(n,p)}

fir w = while-Schleife aus dem Programm plateau herleitbar ist. Von
jetzt an kiirzen wir die Bedingung , a sortiert” ab durch A. Sicher sind die
beiden folgenden Aussagen herleitbar:

{mp(j,p+1) ANA} p:=p+1 {mp(j,p) A A}
und
{mp(j, p) N A} skip {mp(j, p) A A}.
Damit behaupten wir

{mp(j — 1,p) AN A} if...£i {mp(j, p) A A}.
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Denn: Wir unterscheiden zwei Fille.
1. Fall: a[jl=alj-p] (d.h. b wahr):
{mp(j —1,p) NAN Db} = {mp(j,p+1) NANb}.
Also folgt aus
{mp(,p +1) NANA b} p:=p+1 {mp(j,p) NAA b}

mit der Konsequenzregel

{mp(j —1,p) NANDB} p:=p+1{mp(j,p) N A}.
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Denn: Wir unterscheiden zwei Fille.
1. Fall: a[jl=alj-p] (d.h. b wahr):
{mp(j —1,p) NAN Db} = {mp(j,p+1) NANb}.
Also folgt aus
{mp(,p +1) NANA b} p:=p+1 {mp(j,p) NAA b}
mit der Konsequenzregel
{mp(j —1,p) NANDB} p:=p+1{mp(j,p) N A}.
2. Fall: a[j] # alj-p]l (d.h. b falsch):
Es folgt dhnlich

{mp(j — 1,p) N AN b} skip {mp(j,p) A A}.
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Denn: Wir unterscheiden zwei Fille.
1. Fall: a[jl=alj-p] (d.h. b wahr):
{mp(j —1,p) NAN Db} = {mp(j,p+1) NANb}.
Also folgt aus
{mp(,p +1) NANA b} p:=p+1 {mp(j,p) NAA b}
mit der Konsequenzregel
{mp(j —1,p) NANDB} p:=p+1{mp(j,p) N A}.
2. Fall: a[j] # alj-p]l (d.h. b falsch):
Es folgt dhnlich
{mp(j — 1,p) N AN b} skip {mp(j,p) A A}.
In jedem Fall erhalten wir
{mp(j —1,p) A A} if..£1 {mp(j, p) N A}.
Also mit der Sequenzregel:

{mp(j, p) NA}j =3+ 1; if..fi {mp(j, p) A A}.
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Also erhalten wir fiir die gesamte while-Schleife w die Herleitbarkeit von
{mp(j, p) N A} w {mp(j, p) NANA(j = n)},

und daher mit der Sequenzregel fiir das gesamte Plateau-Programm:
{true} plateau {mp(j,p) NAA(j =n)}

und mit der Konsequenzregel

{true} plateau {mp(n, p)},

wie gewiinscht.
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2. Potenzieren:
Z :=1;
while —(Y=0) do
while even(Y) do

X := XX;
Y :=Y/2
od;
Z := 7%;
Y :=Y-1

od

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Semantik Sommersem. 2015 151 / 180



2. Potenzieren:
Z :=1;
while —(Y=0) do
while even(Y) do

X := XX;
Y :=Y/2
od;
Z := 7%;
Y :=Y-1

od
Behauptung: Fiir obiges Programm c gilt {A} ¢ {B}, wobei

A={X=m N Y =n},

B={Z=m"}.
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2. Potenzieren:
Z :=1;
while —(Y=0) do
while even(Y) do

X := XX;
Y :=Y/2
od;
Z := 7-X;
Y :=Y-1

od
Behauptung: Fiir obiges Programm c gilt {A} ¢ {B}, wobei

A={X=m N Y =n},
B={Z=m"}.

(Achtung: B ist so nicht in Assn definiert!)
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Beweis: Sei w die duBere while-Schleife in ¢, d.h.
c = (Z:=1; w).
Wir zeigen
X=mANY=nZ=1{X=mANY=nAZ=1}

und
{X=mANY=nAZ=1}w{Z=m"},

indem wir zeigen, dass
{Z-XY = m"}

eine Invariante fiir beide while-Schleifen ist.
Die Termination des Programms ist klar. Also ist das Programm korrekt.
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Zur Vollstandigkeit: Unser Wunsch ware ein Algorithmus, der fiir
gegebenes Programm ¢ € Cmd und gegebene Zusicherungen A, B € Assn
die Frage der Giiltigkeit von {A} ¢ {B} entscheidet.

Etwas bescheidener: Aufzahlung aller giiltigen Aussagen der Form

{A} ¢ {B}.

Beides ist unmoglich.

Den Beweis dieser Behauptung kann man auf zwei Arten fiihren.
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1. Betrachte die Aussage
{true} skip {B}.

Diese ist wahr genau dann, wenn B € Assn eine wahre Aussage ist. Ein
Verfahren zur Entscheidung oder Aufzihlung aller giiltigen Aussagen der
Hoare-Logik ergdbe also insbesondere ein Aufzdhlungsverfahren fiir alle

wahren Aussagen der Arithmetik.
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1. Betrachte die Aussage
{true} skip {B}.

Diese ist wahr genau dann, wenn B € Assn eine wahre Aussage ist. Ein

Verfahren zur Entscheidung oder Aufzihlung aller giiltigen Aussagen der
Hoare-Logik ergdbe also insbesondere ein Aufzdhlungsverfahren fiir alle

wahren Aussagen der Arithmetik.

Nach dem

Godelschen Unvolistédndigkeitssatz

existiert ein solches Verfahren nicht!
2. Betrachte die Aussage

{true} c {false}.

Diese ist wahr genau dann, wenn ¢ auf allen Speicherzustdnde nicht
terminiert. G3be es hierfiir ein Aufzdhlungsverfahren, so wéare das
Halteproblem entscheidbar.
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Wir wissen aber, dass das nicht der Fall ist, also ist die Menge

{(AB,c)| E{A}c{B}}

nicht rekursiv aufzahlbar.
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Wir wissen aber, dass das nicht der Fall ist, also ist die Menge

{(AB,c)| E{A}c{B}}

nicht rekursiv aufzahlbar.
Wir beobachten nun allerdings, dass die Konsequenzregel einen
nicht-effektiven Schritt erlaubt:

{true} s« {true} true =B
{true} «» {B}

Die Regel ist ,,anwendbar®, wenn B wahr ist. Also sind alle Regeln der
Form
{true} skip {B}

fiir wahre B herleitbar, obwohl wir diese Herleitung im allgemeinen nicht
finden konnen.
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Daher ist es kein Widerspruch, wenn wir nun zeigen, dass aus der Giiltigkeit

= {A} c {B}
die Herleitbarkeit
F{A} c {B}

folgt, d.h. eine Aussage ist genau dann giiltig, wenn sie im Hoare-Kalkiil
herleitbar ist.

Die Tatsache, dass wir trotzdem keine formale Uberprﬂfbarkeit der
Giiltigkeit von Aussagen {A} ¢ {B} bekommen, wird angedeutet, indem
man von

relativer Vollstandigkeit

spricht.
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Schwachste Vorbedingungen
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Schwachste Vorbedingungen
(englisch: weakest (liberal) precondition)
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Schwéchste Vorbedingungen

(englisch: weakest (liberal) precondition)

Wir wollen wissen, welche o € ¥ | dazu fiihren, dass unter Interpretation /
nach Ausfiihrung von ¢ die Zusicherung B erfiillt ist:

wp'[c,B] = {0 € Y| | C[c]o = B}.

Also ist wp'[c, B] eine Teilmenge von ¥ | .
Beachte: Wenn ¢ auf Speicherzustand o nicht terminiert, gilt auch
o € wp'[c, B].
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Wir kénnen auch direkt einer Zusicherung A € Assn unter einer
Interpretation / eine Menge von Speicherzustande zuordnen:

Al={ocex |ocE AL
Nun gilt offenbar:

= (A} c (B} & A'Cwp'[c.B]
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Wir kénnen auch direkt einer Zusicherung A € Assn unter einer
Interpretation / eine Menge von Speicherzustande zuordnen:

Al={ocex |ocE AL
Nun gilt offenbar:
' {A} ¢ {B} & A'C wp'[c,B].
Beweis: Es gelte =/ {A} ¢ {B}, und sei 0 € A/, d.h. 0 =/ A. Wegen

= {A} ¢ {B} folgt C[c]o &' B, d.h. ¢ € wp'[c, B].
Die Umkehrung ist dhnlich zu zeigen.
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Angenommen Ag € Assn ist eine Zusicherung mit
VI: Intvar — N : A} = wp'[c, B],
d.h.
Vl: Intvar - NVo € ¥ | : 0 ' Ay & C[c]o ' B.
Wir erhalten dann fiir alle /: Intvar — N und alle A € Assn:
=" {A} ¢ {B}
@VUEZJ_:U':IA = ClcJo E' B
@VO‘EZJ_ZO":IA = o= A
54 ):I (A = Ao)
also
(F{A} ¢ {B}) & (F (A= Ad)).
Daher nennen wir Ag eine schwachste Vorbedingung fiir das Paar (c, B).
Wir wollen nun zeigen, dass fiir alle ¢ € Cmd und alle B € Assn ein

A € Assn existiert so, dass A eine schwachste Vorbedingung fiir (¢, B) ist.
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Lemma 5.2.3 Das Pridikat 3: N* — B sei definiert durch
B(a,b,i,x) < x=a mod (1+ b(i +1)).

Seien k, ng, ..., n, € N. Dann gibt es Zahlen n, m € N so, dass fiir alle
J€{0,1,... k} und alle x € N gilt:

5(”7 m,_j,X) = X = nj'

Beweis: Setze
m = (max{k, no, n1,...,ng})\.
Zeige: ggT(1+ m(i +1),14+m(+1)) =1 (fir 0 </ < j < k). Mit dem
Chinesischen Restsatz folgt die Existenz einer Zahl n, fiir die n = n;
mod (14 m(i + 1)) fir i € {0,...,k} gilt.
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Satz 5.2.4 Es sei ¢ € Cmd und B € Assn. Dann existiert eine
Zusicherung A € Assn mit

wp'[c, B] = A

fur alle I: Intvar — N.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Semantik Sommersem. 2015 161 / 180



Satz 5.2.4 Es sei ¢ € Cmd und B € Assn. Dann existiert eine
Zusicherung A € Assn mit

wp'[c, B] = A

fir alle /: Intvar — N.
Beweis: Wir miissen zeigen, dass es ein A gibt mit

VoeX,: (o A) < (Cc]o ' B).

Wir fiihren den Beweis mittels struktureller Induktion {iber die Erzeugung
von c.
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a) ¢ = skip:
Wegen C[skip]o = o fiir alle 0 € X | gilt:

(o ’:’ B) < (C[c]o ’:’ B).
Wir wahlen also A = B.
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a) ¢ = skip:
Wegen C[skip]o = o fiir alle 0 € X | gilt:

(0 ' B) & (C[c]o E' B).

Wir wahlen also A = B.
b) c = (X :=a):
Es gilt C[c]o = o[n/X], wobei n = A[a]o, und

(o E' Bla/X]) & (Clclo E' B).
Wir wahlen daher A = Bla/X].
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c) c=(c; @)

Es sei A’ so gewahlt, dass

VoecX,: (o' A)s (Cle]r = B)
und A so, dass
Voex,: (o £ A) & (Cla]e E' A).
Damit gilt fiir alle 0 € X :
cE='A &
Clae E'A <
Cle]oClale E' B <
CIICl; C2]]U ):I B

Dieses A erfiillt also unsere Anforderungen.
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d) ¢ = (if b then ¢; else ¢, fi):
Es sei A; so gewahlt, dass
(0 E' A1) & (Clalo ' B)

und A, so, dass
(0 = A)) & (C[e]o E' B).

Wihle A= (A A b)V (A2 A —b).
Sei o(b) = true (d.h. B[b]o = true). Dann gilt:
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(c = A)

genau dann, wenn
o= A1 A o(b) = true oder o = Ay A o(b) = false

genau dann, wenn

o= A
genau dann, wenn

Clale E' B

genau dann, wenn

Clcle E' B
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Sei nun o(b) = false. Dann erhalten wir ebenso
(0 = A) & (0 ' Ad),

und daher
(0 E'A) & (Clelo E' B)
< (Clc]e ’:’ B).

Also erfiillt in beiden Fillen A unsere Anforderungen.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Semantik Sommersem. 2015 166 / 180



e
e) ¢ = (while b do ¢ od):
Es gilt
wp'[e. B = {o | Clelo ' B,

also
o € wp'[c, B]

genau dann, wenn C[c]o undefiniert ist oder es k > 0 und og,...,04 € X
gibt mit
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NN
e) ¢ = (while b do ¢ od):
Es gilt
wp'[c, Bl = {o | Clclo ' B},
also
o € wp'[c, B]
genau dann, wenn C[c]o undefiniert ist oder es k > 0 und og,...,04 € X
gibt mit
1) o =09
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NN
e) ¢ = (while b do ¢ od):
Es gilt
wp'[c, Bl = {o | Clclo ' B},
also
o € wp'[c, B]

genau dann, wenn C[c]o undefiniert ist oder es k > 0 und og,...,04 € X
gibt mit

1) o =09

2) Vie{0,...,k—1}:

(oi E' b) A (Claloi = oit1)

3) ok = BA-b
Im Fall C[c]o undefiniert existiert entweder ein i so, dass C[ci]o;
undefiniert ist, oder es gibt eine unendliche Kette og,01,02,... mit

oc=09, ojE=b, Claloi = git1.
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Nun fassen wir beide Fille zusammen:
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Nun fassen wir beide Fille zusammen:
ccwplc,B] &
Vk Vog,...,0 € X:
[(c =00 A Vie{0,...,k—1}
[0’,‘ ':I b, Cl[Cl]]O',' = U;+1]]

= [ox E' BV b
Wir brauchen eine Beschreibung der Bedingung fiir o € wp'[c, B] als
Element von Assn. Das heiBt, die Speicherzustdnde o; miissen aus dem
Ausdruck eliminiert werden. AuBerdem brauchen wir einen festen Ausdruck
(ohne Konstruktionen wie Yoy, ..., o), denn k kann beliebig groB sein so,
dass man die Piinktchen so nicht in einer einzigen Zusicherung reflektieren
kann.
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Seien Xi, ..., X; die in B oder ¢ vorkommenden Programmvariablen.
Seien si,...,s/ so gewahlt, dass fir i € {1,...,/} gilt:

O'(X,') = 5.

Wir schreiben X fiir X1,...,X; und § fiir s,...,s;. Dann folgt:

(c='A) < EAB/X]
Dabei steht [3/X] fiir

[Sl/Xl][Sz/Xz] . [S//X/].

(Beweis der obigen Aquivalenz per Induktion iiber die Struktur von A)
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Im folgenden steht §; immer als Abkiirzung fiir s; 1,...,s;;, wobei fiir alle
J€{1,...,1} gelte: s;j = 0i(Xj). Also beschreibt 3; genau die
Speicherzustand o;.

Es gilt nun o € wp'[c, B] genau dann, wenn:
Vk V%,...,sc e N

cE'(X=%) A Vie{0,...,k—1}
= bla/X] A B (A A /K|
= E(BVb)[s/X].
Dabei sei A; so gewahlt, dass fiir alle 7 € ¥ gilt
(rE'"A) & (Clalr = (s71=X))

und A; so, dass fiir alle 7 € ¥ gilt

(rE'A) < (Cla]r ' false)
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Die /- (k + 1) Zahlen %, ..., sk kénnen wir gemaB Lemma 5.2.3 mit dem
(-Pradikat in zwei Zahlen m, n verschliisseln.

Das Endergebnis schreiben wir hier der Einfachheit halber nur fiir den Fall
| =1 auf. Es gilt dann, dass eine Speicherzustand o zu wp'[c, B] genau
dann gehdrt, wenn unter o die folgende Assertion wahr ist:
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YkVmvn :
B(n,m,0,X) A
Vie{o,... k—1}
[Vy: B(n,m,i,y) = b[y/X]] A
[Vx,y c(B(n,myi,x) A B(n,m,i+1y))
= (Al A —\Az)[X/X]]
= (Vx: B(n,m, k,x) = (BVb)[x/X])
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YkVmvn :
B(n,m,0,X) A
Vie{0,...,k—1}
[Vy : B(n,myiy) = b[y/X]] A
[Vx,y c(B(n,myi,x) A B(n,m,i+1y))
= (Al A —\Az)[X/X]]
= (Vx: B(n,m, k,x) = (BVb)[x/X])
Dabei ist A; so gewahlt, dass

(rE A1) & (ClalmE' (X =)

und A, so, dass

(rE'A) & (Cla]r ' false)
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Man beachte, dass das X in der Formel eine Programmvariable
(stellvertretend fiir eine endliche Menge von Programmvariablen!)
darstellt. Die Formel ist bei gegebenem Speicherzustand o also so
auszuwerten, dass X durch o(X) ersetzt wird.

Die logische Struktur ist dabei so zu verstehen, dass erstens 3(n, m,0, X)
gelten muss, das heiBt also o(X) = ng (was der Anfangsbedingung o = oy
der urspriinglichen Darstellung entspricht), und dass zweitens aus der
Giiltigkeit der Zeilen 2 bis 5 (unter o) die Giiltigkeit der letzten Zeile
folgen muss.

Die letzte Zeile bedeutet: Wenn ny = x gilt, dann muss die Bedingung
(B V b)[x/X] wahr sein, also anders ausgedriickt, im Endzustand soll die
Zusicherung B V b erfiillt sein.
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Satz 5.2.4 besagt, dass die (genauer gesagt: eine) schwichste
Vorbedingung fiir ein Paar (c, B) mit ¢ € Cmd und B € Assn selbst als
Zusicherung aus Assn formulierbar ist, insbesondere existiert also fiir alle
Paare (c, B) eine Zusicherung A € Assn mit

= {A}e{B}

und
E{A}c{B} = (A = A).

Wir wollen nun zeigen, dass fiir jede schwachste Vorbedingung A von

(c, B) sogar gilt:
F{A}c{B}.
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Satz 5.2.5 Es sei ¢ € Cmd und B € Assn. Es sei ferner A eine
schwichste Vorbedingung fiir (¢, B). Dann gilt

- {A}c{B).
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Satz 5.2.5 Es sei ¢ € Cmd und B € Assn. Es sei ferner A eine
schwichste Vorbedingung fiir (¢, B). Dann gilt

- {A}c{B).

Beweis: Wir brauchen jeweils nur fiir eine fest gewahlte schwachste
Vorbedingung A zu zeigen, dass - {A}c{B} gilt. Denn fiir jede andere
schwichste Vorbedingung A’ gilt dann A < A’, insbesonderen also

A" = A. Aus der Konsequenzregel erhalten wir dann auch - {A'}c{B}.
Den Beweis fiihren wir durch Induktion iiber den Aufbau der Anweisung c.
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Satz 5.2.5 Es sei ¢ € Cmd und B € Assn. Es sei ferner A eine
schwichste Vorbedingung fiir (¢, B). Dann gilt

- {A}c{B).

Beweis: Wir brauchen jeweils nur fiir eine fest gewahlte schwachste
Vorbedingung A zu zeigen, dass - {A}c{B} gilt. Denn fiir jede andere
schwichste Vorbedingung A’ gilt dann A < A’, insbesonderen also

A" = A. Aus der Konsequenzregel erhalten wir dann auch - {A'}c{B}.
Den Beweis fiihren wir durch Induktion iiber den Aufbau der Anweisung c.
a) ¢ = skip:
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Satz 5.2.5 Es sei ¢ € Cmd und B € Assn. Es sei ferner A eine
schwichste Vorbedingung fiir (¢, B). Dann gilt

- {A}c{B).

Beweis: Wir brauchen jeweils nur fiir eine fest gewahlte schwachste
Vorbedingung A zu zeigen, dass - {A}c{B} gilt. Denn fiir jede andere
schwichste Vorbedingung A’ gilt dann A < A’, insbesonderen also

A" = A. Aus der Konsequenzregel erhalten wir dann auch - {A'}c{B}.
Den Beweis fiihren wir durch Induktion iiber den Aufbau der Anweisung c.
a) ¢ = skip:

Aus dem Beweis von Satz 5.2.4 wissen wir, dass B eine schwachste
Vorbedingung fiir (skip, B) ist. Wir brauchen also nur die Herleitbarkeit
von {B}skip{B} zu zeigen. Das ist aber gerade die skip-Regel des
Hoare-Kalkiils.
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b) c = (X :=a):

Hier kennen wir aus dem Beweis von Satz 5.2.4 die schwichste
Vorbedingung B[a/X]. Es geniigt uns also - {B[a/X]} X := a {B}. Das
ist aber genau die Zuweisungsregel des Hoare-Kalkiils.
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b) c = (X :=a):
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c) c=(c; @)
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b) c = (X :=a):

Hier kennen wir aus dem Beweis von Satz 5.2.4 die schwachste
Vorbedingung B[a/X]. Es geniigt uns also - {B[a/X]} X := a {B}. Das
ist aber genau die Zuweisungsregel des Hoare-Kalkiils.

c) c=(c; @)

Wir wahlen wie im Teil ¢) des Beweises von Satz 5.2.4 die Zusicherungen
A’ und A, wobei A" schwichste Vorbedingung fiir (cz, B) ist und A
schwichste Vorbedingung fiir (c1, A’). Dann ist A schwéchste
Vorbedingung fiir (c, B).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt - {A'} o {B} und - {A} ¢ {A'}. Mit
der Sequenzregel des Hoare-Kalkiils erhalten wir - {A} c1; 2 {B}, also

H{A} c {B}.
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d) ¢ =if b then ¢; else ¢, fi:
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d) ¢ =if b then ¢; else ¢, fi:

Wir wiahlen wie im Teil d) von 5.2.4 A; als schwichste Vorbedingung fiir
(c1, B) und A als schwichste Vorbedingung fiir (cz, B). Dann ist

A = (A1 A b) V (A2 A =b) schwichste Vorbedingung fiir (c, B). Es gilt

(AAND) = A
und
(AAN=b) = A,

und nach Induktionsvoraussetzung - {A;1} ¢ {B} und - {A} & {B}.
Durch Anwendung der Konsequenzregel erhalten wir - {AA b} ¢ {B}
und - {AA-b} o {B}.

Aus diesen beiden Aussagen ist schlieBlich mit der if-Regel des
Hoare-Kalkiils die Aussage

- {A} ¢ {B}

herleitbar.
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e) ¢ = while b do ¢; od:
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e) ¢ = while b do ¢; od:

Hier kdnnen wir nicht direkt auf die bei Satz 5.2.4 konstruierte schwéchste
Vorbedingung zuriickgreifen, da deren Definition nicht so handlich ist wie
bei den Féllen a) bis d). Wir gehen daher einen anderen Weg:

Sei A eine schwéchste Vorbedingung fiir (¢, B). Wir wollen zuerst zeigen,
dass {A A b} a1 {A} eine giiltige Aussage ist:

Sei o ein Speicherzustand, / eine Interpretation, und sei o =/ AA b. Wir
miissen zeigen, dass gilt C[c1]o = A. Zunichst folgt aus 0 =/ AA b
insbesondere o |=' A, und da A schwichste Vorbedingung fiir (c, B) ist,
gilt auch C[c]o ' B. Nun ist

C[c] = C[if b then ci; c else skip fi],

da o unter [ auch b wahr macht, haben wir also C[c]o = C[ci; c]o. Es
gilt also C[[c1; cJo ' B, d.h. C[c](C[c1]e) E' B, und daher
Clci]o =" A, wie gewiinscht.
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Als zweites wollen wir zeigen, dass (A A —b) = B eine giiltige Aussage ist:
Sei o ein Speicherzustand, / eine Interpretation, und sei o =/ A A =b. Wir
miissen zeigen, dass gilt o =/ B. Aus o =/ A folgt aber C[c]o = B. Mit
o |=! =b und der Darstellung

Clc] = C[if b then cy; c else skip fi]

folgt C[c]o = o und daher bereits o |=' B, wie gewiinscht.
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Als zweites wollen wir zeigen, dass (A A —b) = B eine giiltige Aussage ist:
Sei o ein Speicherzustand, / eine Interpretation, und sei o =/ A A =b. Wir
miissen zeigen, dass gilt o =/ B. Aus o =/ A folgt aber C[c]o = B. Mit
o |=! =b und der Darstellung

Clc] = C[if b then cy; c else skip fi]

folgt C[c]o = o und daher bereits o |=' B, wie gewiinscht.

Nun haben wir also die Giiltigkeit von {A A b} ¢; {A} und (AA —b) = B.
Sei A’ eine schwichste Vorbedingung fiir (c1, A). Dann gilt (AA b) = A
und nach Induktionsvoraussetzung ist {A’'} ¢; {A} herleitbar. Mit der
Konsequenzregel ist also auch {A A b} ¢; {A} herleitbar. Nach der
while-Regel ist dann auch {A} ¢ {A A =b} herleitbar. Durch nochmaliges
Anwenden der Konsequenzregel erhalten wir = {A} ¢ {B}.
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Als zweites wollen wir zeigen, dass (A A —b) = B eine giiltige Aussage ist:
Sei o ein Speicherzustand, / eine Interpretation, und sei o =/ A A =b. Wir
miissen zeigen, dass gilt o =/ B. Aus o =/ A folgt aber C[c]o = B. Mit
o |=! =b und der Darstellung

Clc] = C[if b then cy; c else skip fi]

folgt C[c]o = o und daher bereits o |=' B, wie gewiinscht.

Nun haben wir also die Giiltigkeit von {A A b} ¢; {A} und (AA —b) = B.
Sei A’ eine schwichste Vorbedingung fiir (c1, A). Dann gilt (AA b) = A
und nach Induktionsvoraussetzung ist {A’'} ¢; {A} herleitbar. Mit der
Konsequenzregel ist also auch {A A b} ¢; {A} herleitbar. Nach der
while-Regel ist dann auch {A} ¢ {A A =b} herleitbar. Durch nochmaliges
Anwenden der Konsequenzregel erhalten wir = {A} ¢ {B}.

Damit ist Satz 5.2.5 bewiesen.
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Nun erhalten wir leicht:
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Nun erhalten wir leicht:
Satz 5.2.6 Es gelte = {A} ¢ {B} fiir c € Cmd und A, B € Assn. Dann
gilt auch

H{A} c {B}.
Das heiBt, der Hoare-Kalkiil ist als Beweissystem fiir partielle Korrektheit
relativ vollstandig.
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Nun erhalten wir leicht:
Satz 5.2.6 Es gelte = {A} ¢ {B} fiir c € Cmd und A, B € Assn. Dann

gilt auch
H{A} c {B}.

Das heiBt, der Hoare-Kalkiil ist als Beweissystem fiir partielle Korrektheit
relativ vollstandig.
Beweis: Es gelte

= {A} c {B}

und es sei A’ eine schwéchste Vorbedingung fiir (c, B). Dann ist nach Satz
5.2.5 die Aussage {A'} ¢ {B} herleitbar. Andererseits gilt (vgl. Seite 141)
auch A = A’. Mit der Konsequenzregel erhalten wir

F{A} c {B}.
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