Vorlesung Grundlagen der Theoretischen Informatik

Markus Lohrey
Universitat Siegen

Sommersemester 2020

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 1 /560



Organisatorisches zur Vorlesung

Unter http://www.eti.uni-siegen.de/ti/lehre/ss20/gti/ gibt es
@ aktuelle Versionen der Folien,
o Ubungsblitter,
o aktuelle Informationen, etc.

Literaturempfehlungen:

@ Uwe Schéning, Theoretische Informatik — kurz gefasst, Spektrum
Akademischer Verlag (5. Auflage): Die Vorlesung folgt inhaltlich sehr
eng diesem Buch.

@ Lutz Priese, Katrin Erk, Theoretische Informatik: Eine umfassende
Einfiihrung. Springer: Ist elektronisch iiber die Universitatsbibliothek
verfiigbar.

@ Alexander Asteroth, Christel Baier, Theoretische Informatik, Pearson
Studium: Dieses Buch ist vom Aufbau etwas anders strukturiert als
die Vorlesung, stellt aber dennoch eine sehr gute Ergédnzung dar.

Die Ubungen werden organisiert von Danny Hucke.
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Mengentheoretische Grundlagen (Wiederholung aus DMI)

Naive Definition (Mengen, Elemente, €, &)

Eine Menge ist die Zusammenfassung von bestimmten unterschiedlichen
Objekten (die Elemente der Menge) zu einem neuen Ganzen.

Wir schreiben x € M, falls das Objekt x zur Menge M gehort.
Wir schreiben x & M, falls das Objekt x nicht zur Menge M gehort.

Eine Menge, welche nur aus endlich vielen Objekten besteht (eine endliche
Menge), kann durch explizite Auflistung dieser Elemente spezifiziert
werden.

Beispiel: M = {2,3,5,7}.

Hierbei spielt die Reihnfolge der Auflistung keine Rolle:
{2,3,5,7} = {7,5,3,2}.

Auch Mehrfachauflistungen spielen keine Rolle:
{2,3,5,7} ={2,2,2,3,3,5,7}.
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Mengentheoretische Grundlagen (Wiederholung aus DMI)

Eine besonders wichtige Menge ist die leere Menge () = {}, die keinerlei
Elemente enthilt.

In der Mathematik hat man es haufig auch mit unendlichen Mengen zu
tun (Mengen, die aus unendlich vielen Objekten bestehen).

Solche Mengen kdnnen durch Angabe einer Eigenschaft, welche die
Elemente der Menge auszeichnet, spezifiziert werden.
Beispiele:

e N=1{0,1,2,3,4,5,...} (Menge der natiirlichen Zahlen)

o Z={...,-2,-1,0,1,2,...} (Menge der ganzen Zahlen)

e P={neN|n>2 nist nurdurch 1 und n teilbar}
(Menge der Primzahlen)
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Mengentheoretische Grundlagen (Wiederholung aus DMI)

Definition (C, Potenzmenge, N, U, \, disjunkt)

Seien A und B zwei Mengen.

@ A C B bedeutet, dass jedes Element von A auch zu B gehort (A ist
eine Teilmenge von B); formal:

Va:acA—aeB

24 = {B | B C A} (Potenzmenge von A)

AN B ={c|ce€ Aund c € B} (Schnitt von A und B)
AUB = {c| c € A oder c € B} (Vereinigung von A und B)
A\ B ={ce€ A|c¢ B} (Differenz von A und B)

Zwei Mengen A und B sind disjunkt, falls AN B = () gilt.
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Mengentheoretische Grundlagen (Wiederholung aus DMI)

Definition (beliebige Vereinigung und Schnitt)
Sei I eine Menge und fiir jedes i € | sei A; wiederum eine Menge. Dann
definieren wir:

UAi={alTiel:acAj}
iel
(A ={alVjel: acAj}
i€l

Beispiele:

U{a} = A fiir jede Menge A
acA
ﬂ{mEN\mZn}:(b

neN
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Mengentheoretische Grundlagen

Definition (Kartesisches Produkt)
Fiir zwei Mengen A und B ist

Ax B={(a,b)|ac Aund b € B}

das kartesische Produkt von A und B (Menge aller Paare aus einem
Element von A und einem Element von B).

Allgemeiner: Fiir Mengen Ay, ..., A, (n > 2) sei

HA,‘ = A1><A2><~-><An
i=1

= {(a1,...,an) | furallel <i<ngilta; €A}

Falls A; = A, = --- A, = A schreiben wir auch A” fiir diese Menge.
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Mengentheoretische Grundlagen (Wiederholung aus DMI)

Beispiele und einige einfache Aussagen:
° {17 2, 3} X {47 5} = {(17 4)7 (17 5)> (27 4)7 (27 5)? (37 4)7 (37 5)}
o Fiir alle Mengen A, B, und C gilt:

(AUB)x C=(Ax C)U(Bx ()
Ax(BUC)=(AxB)U(Ax ()
(ANB)x C=(AxC)n(Bx ()
Ax(BNC)=(AxB)N(Ax ()

SS 2020
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Vollstandige Induktion (Wiederholung aus DMI)

Um eine Aussage P(n) fiir jede natiirliche Zahl n € N zu beweisen, geniigt
es, folgendes zu zeigen:

@ P(0) gilt (Induktionsanfang).

@ Fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt: Wenn P(n) gilt, dann gilt auch
P(n + 1) (Induktionsschritt).

Dieses Beweisprinzip nennt man das Prinzip der vollstandigen Induktion.

Beispiel: Wir beweisen mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle
natiirlichen Zahlen n gilt:

n

. n(n+1
Z'=(2+)-

i=1
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Vollstandige Induktion (Wiederholung aus DMI)

Induktionsanfang: Es gilt Z?:l i=0= ()24.
Induktionsschritt: Angenommen es gilt
zn: . n(n+1)
| = ——=.
, 2
i=1
Dann gilt auch

n+1 n

i=1
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Vollstandige Induktion (Wiederholung aus DMI)

Fiir Induktionsanfang (Induktionsschritt) schreiben wir haufig kurz 1A (IS).
Mittels des Prinzips der Induktion kann man auch Objekte definieren.
Angenommen, wir wollen fiir jede natiirliche Zahl n € N ein Objekt A,
definieren.

Dies kann man wie folgt machen:

@ Definiere Ap.
@ Gib eine allgemeine Vorschrift an, wie das Objekt A,+1 aus den
(bereits konstruierten) Objekten Ag, A1, ..., A, konstruiert werden

kann.
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Worter: intuitiv

Den Inhalt von Folie 12—43 finden Sie im Buch von Schéning auf Seite
3-18.

Eine zentrale Datenstruktur in der Informatik sind endliche Symbolfolgen,
auch bekannt als Worter oder Strings.

Beispiele:

@ Ein Byte ist eine Folge von 8 Bits, z.B. 00110101

@ Ein deutscher oder englischer Text ist eine Folge bestehend aus den
Symbolen a, b, c,...,z,A,B,C,...,Z,1,2,...,9, _ (blank) und den
Interpunktionszeichen . , ! , 7 sowie ,

© Ein Gen ist eine Folge der Symbole A, G, T, C (4 DNA-Basen)
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Worter: formal

Definition (Alphabet, Worter)
Ein Alphabet ist eine endliche nicht-leere Menge.

Ein Wort iiber dem Alphabet ¥ ist eine endliche Zeichenkette der Form
aiaz---ap mit a; € X fiir 1 < j < n. Die Lange dieses Worts ist n.

Fiir ein Wort w schreiben wir auch |w| fiir die Ldnges des Wortes w.

Fiir n = 0 erhalten wir das leere Wort (das Wort der Lange 0), welches mit
¢ bezeichnet wird.

Mit X* bezeichnen wir die Menge aller Warter iiber dem Alphabet .

Die Menge aller nicht-leeren Wérter ist ¥+ = ¥* \ {e}.
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Beispiel 1: Sei ¥ = {a, b, c}. Dann sind mogliche Worter aus X*:
€,a, b, aa, ab, bc, bbbab, . ..

Fiir die Langen gilt || =0, |a| = |b| =1, |aa|] = |ab| = |bc| = 2, and

|bbbab| = 5.

Beispiel 2: Ein Genom ist ein Wort iiber dem Alphabet {A, G, T, C}.

Bemerkung: Haufig wird gefragt, wozu man das leere Wort ¢ braucht.

Das leere Wort wird sich in vielen Betrachtungen als niitzlich erweisen.
Man kann das leere Wort € mit der Zahl 0 € N vergleichen. In der Tat hat
es dhnliche Eigenschaften wie die Zahl 0.
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Konventionen: Worter aus ©* werden mit Kleinbuchstaben (aus der
hinteren Halfte des Alphabets) bezeichnet: u, v, w, x, y, z, ...

Definition (Konkatenation von Wartern)

Fiir Worter u =a1---apund v=>5by---b, mit a1,...,am,b1,...,bp € X
ist das Wort
uov:al...ambl...bn_

die Konkatenation (oder Hintereinanderschreibung) der Worter u und v.
Anstatt u o v schreiben wir meistens nur uv.

Offensichtlich gilt fiir alle Worter u, v, w € X*:
@ (uov)ow =wuo(vow) oder kurz (uv)w = u(vw)
@cou=u=uoe

Erinnerung aus DMI: (X*,0) ist also ein Monoid, man nennt es auch das
von X erzeugte freie Monoid. Das leere Wort ¢ ist das neutrale Element.
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Angenommen X ist ein Alphabet mit n Symbolen: |¥| = n.

Dann gibt es genau n* viele Wérter der Linge k iiber dem Alphabet X:
H{w e X* | |w|=k}| = nk.

Begriindung: Fiir das erste Symbol in einem Wort gibt es genau k
Méoglichkeiten, fiir das zweite Symbol gibt es ebenfalls k Moglichkeiten,
u.s.w. Insgesamt gibt es also
ok
n-n-n---n=n
——
k viele

Moglichkeiten.

Fiir die Menge {w € ©* | |w| = k} (Menge aller Woérter der Lange k)
schreiben wir auch ¥X.
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Im Kontext von natiirlichen Sprachen (z.B. Deutsch oder Englisch) kann
man eine Sprache als die Menge aller Worter iiber dem Alphabet aus
Beispiel 2, Folie 12, definieren, die einen korrekten Satz ergeben.

Z.B. wiare die Zeichenkette Der_Hund_jagt_die_Katze. ein Element der
Sprache Deutsch.

Definition (Sprache)

Sei ¥ ein Alphabet.
Eine (formale) Sprache L iiber dem Alphabet ¥ ist eine beliebige
Teilmenge von ¥*, d.h. L C ¥*.

Beispiel: Sei ¥ = {(, ), +, —, *, /, a}. Dann kénnen wir die Sprache EXPR
der korrekt geklammerten Ausdriicke definieren. Es gilt beispielsweise:

o (a—a)xa+a/(at+a)—a € EXPR

e (((a))) € EXPR

o ((a+)—a( ¢ EXPR
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Grammatiken (Einfiihrung)

Grammatiken in der Informatik sind — dhnlich wie Grammatiken fiir
natiirliche Sprachen — ein Mittel, um alle syntaktisch korrekten Satze (hier:
Worter) einer Sprache zu erzeugen.

Beispiel: Grammatik zur Erzeugung von Elementen aus EXPR:

E — a

E —- E+E
E - E-E
E — ExE
E — EJE

E — (E)
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Grammatiken (Einfiihrung)

Mit Hilfe dieser (endlichen) Grammatik ist es méglich, Elemente aus
EXPR abzuleiten.

Beispiel:
E—E+xE—(E)xE—(E+E)*xE—(a+a)xa

Offensichtlich kann man mit der Grammatik unendlich viele Worter
erzeugen.

Das heiBt, die zu der Grammatik gehdrende Sprache (man sagt auch: die
von der Grammatik erzeugte Sprache) ist unendlich.
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Grammatiken (Definition)

Grammatiken besitzen Produktionen der Form
linke Seite — rechte Seite

Sowohl auf der linken, als auch auf der rechten Seite kdnnen zwei Typen
von Symbolen vorkommen:

o Nicht-Terminale (die Variablen, aus denen noch weitere
Wortbestandteile abgeleitet werden sollen)

e Terminale (die “eigentlichen” Symbole)

Im vorherigen Beispiel: auf der linken Seite befindet sich immer genau ein
Nicht-Terminal; man spricht von einer kontextfreien Grammatik.

Es gibt aber auch allgemeinere Grammatiken.
Es gibt sogar Grammatiken, die auf Bdumen und Graphen statt auf
Wortern arbeiten. Diese werden in der Vorlesung jedoch nicht behandelt.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 20 / 560



Grammatiken (Definition)

Definition (Grammatik, Satzform)
Eine Grammatik G ist ein 4-Tupel G = (V, %, P, S), das folgende
Bedingungen erfiillt:

@ V ist ein Alphabet (Menge der Nicht-Terminalen oder Variablen).

@ Y ist ein Alphabet (Menge der Terminal(symbol)e) mit V N¥ = 0,
d.h., kein Zeichen ist gleichzeitig Terminal und Nicht-Terminal.

@ PC((VUX)T\X*) x (VUX)* ist eine endliche Menge von
Produktionen (Produktionen).
@ S € Vst die Startvariable (Axiom).

Ein Wort aus (V U X)* nennt man auch eine Satzform.
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Grammatiken (Definition)

Eine Produktion aus P ist also ein Paar (¢, r) von Wortern iiber V UL,
das zumeist als £ — r geschrieben wird. Dabei gilt:

@ Sowohl £ als auch r bestehen aus Variablen und Terminalsymbolen.
@ / darf nicht nur aus Terminalen bestehen. Eine Regel muss also immer
zumindest ein Nicht-Terminal ersetzen.

Konventionen:

@ Variablen (Elemente aus V') werden mit GroBbuchstaben bezeichnet:
ABC ....5T, ...

@ Terminalsymbole (Elemente aus ¥) werden mit Kleinbuchstaben
dargestellt: a, b, c, ...
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Grammatiken (Beispiel)

Beispiel-Grammatik

G=(V,%,P,S) mit
o V={S5B,C}
o ¥ ={a,b,c}
o P={S — aSBC,S — aBC,CB — BC,aB — ab,
bB — bb,bC — bc, cC — cc}
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Grammatiken (Ableitungen)

Wie werden die Produktionen eingesetzt, um Worter aus der
Startvariablen S zu erzeugen?

Definition (Ableitung)
Sei G = (V,X,P,S) eine Grammatik und seien u,v € (V U X)*. Es gilt:
u=-¢ v (u geht unter G unmittelbar iiber in v),

falls eine Produktion (¢ — r) € P und Woérter x,y € (V U X)* existieren
mit

u=xtly v = Xry.

Man kann =¢ als bindre Relation auf (V U X)*, d.h. als Teilmenge von
(VUI)* x (VUZX)* auffassen:

=¢= {(v,v)|Il—=r)ePIx,y c (VUE) :u=xly,v=xry}
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Grammatiken (Ableitungen)

Statt u = v schreibt man auch u = v, wenn klar ist, um welche
Grammatik es sich handelt.

Definition (Ableitung)

Eine Folge von Wértern wy, wy, wa, ..., w, mit wop = S und
Wo = Wi = Wp = -+ = Wy

heiBt Ableitung von w, (aus S). Dabei darf w, sowohl Terminale als auch
Variablen enthalten, ist also eine Satzform.
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Grammatiken und Sprachen

Definition (die von einer Grammatik erzeugte Sprache)

Die von einer Grammatik G = (V, X, P, S) erzeugte (dargestellte,
definierte) Sprache ist

L(G)={weX*|S=% wh

Dabei ist =7, die reflexive und transitive Hiille von =¢, d.h. u =% v
genau dann, wenn n > 0 und Satzformen ug, us,...u, € (VUX)*
existieren mit: ug = u, u, = v und u; =¢ ujy1 firalle 0 <i<n-1.

In anderen Worten: Die von G erzeugte Sprache L(G) besteht genau aus
den Satzformen, die in beliebig vielen Schritten aus S abgeleitet werden
konnen und nur aus Terminalen bestehen.
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Grammatiken und Sprachen

Die vorherige Beispielgrammatik G (Folie 23) erzeugt die Sprache
L(G) ={a"b"c" | n>1}.

Dabei ist a" = a...a.

——

n-mal
Die Behauptung, dass G wirklich diese Sprache erzeugt, ist nicht
offensichtlich.
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Grammatiken und Sprachen

Bemerkung: Ableiten ist kein deterministischer, sondern ein
nichtdeterministischer Prozess. Fiir ein u € (V U X)* kann es entweder gar
kein, ein oder mehrere v geben mit u =¢ v.

In anderen Worten: = ist keine Funktion.

Dieser Nichtdeterminismus kann durch zwei verschiedene Effekte
verursacht werden . ..
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Grammatiken und Sprachen

o Eine Regel ist an zwei verschiedenen Stellen anwendbar.

Beispiel-Grammatik:

aaaSBBCCBC
aaaSBCBCBC
aaaSBCBBCC

@ Zwei verschiedene Produktionen sind anwendbar (entweder an der
gleichen Stelle — wie unten abgebildet — oder an verschiedenen
Stellen):

Beispiel-Grammatik:
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Grammatiken und Sprachen

Weitere Bemerkungen:

@ Es kann beliebig lange Ableitungen geben, die nie zu einem Wort aus
Terminalsymbolen fiihren:

S = aSBC = aaSBCBC = aaaSBCBCBC = . ..

@ Manchmal kdnnen Ableitungen in einer Sackgasse enden, d.h., obwohl
noch Variablen in einer Satzform vorkommen, ist keine Regel mehr
anwendbar.

S = aSBC = aaBCBC = aabCBC = aabcBC #
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Chomsky-Hierarchie

Typ 0 — Chomsky-0

Jede Grammatik ist vom Typ O (keine Einschrankung der Produktionen).

Eine Grammatik G = (V, X, P, S) ist vom Typ 1 (oder monoton,
kontextsensitiv), falls [¢| < |r| fiir alle Produktionen (¢ — r) € P gilt.

Eine Grammatik G = (V, X, P, S) ist vom Typ 2 (oder kontextfrei), falls
sie (i) vom Typ 1 ist und (ii) zusatzlich £ € V fiir jede Produktion

(¢ —r) e Pgilt.

Insbesondere muss |r| > |¢| = 1 gelten.
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Chomsky-Hierarchie

Eine Grammatik G = (V, X, P, S) ist vom Typ 3 (oder regular), falls sie
(i) vom Typ 2 ist und (ii) zusatzlich fiir alle Produktionen (A — r) € P
gilt: rée X oderr=aBmitae ¥, Be V.

D.h., die rechten Seiten von Produktionen sind entweder einzelne
Terminale oder ein Terminal gefolgt von einer Variablen.

Typ-i-Sprache

Eine Sprache L C X* heiBt vom Typ i (i € {0,1,2,3}), falls es eine
Typ-i-Grammatik G gibt mit L(G) = L.

Solche Sprachen nennt man dann auch semi-entscheidbar bzw. rekursiv
aufzahlbar (Typ 0), kontextsensitiv (Typ 1), kontextfrei (Typ 2) oder
regular (Typ 3).
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Chomsky-Hierarchie

Bemerkungen:
@ Woher kommt der Name “kontextsensitiv’?

Bei kontextfreien Grammatiken gibt es nur Produktionen der Form
A — x, wobei A€ V und x € (X U V)*. Das bedeutet: A kann —
unabhangig vom Kontext — durch x ersetzt werden.

Bei den machtigeren kontextsensitiven Grammatiken sind dagegen
Produktionen der Form uAv — uxv moglich, mit der Bedeutung: A
kann nur in bestimmten Kontexten durch x ersetzt werden.
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Chomsky-Hierarchie

e =-Sonderregelung: Bei Typ-1-Grammatiken (und damit auch bei
reguldren und kontextfreien Grammatiken) sind Produktionen der
Form ¢ — & zunichst nicht zugelassen, wegen |¢| > 0 und |¢] < |r| fiir
alle (¢ — r) € P. Das bedeutet aber: das leere Wort ¢ kann nicht
abgeleitet werden!

Wir modifizieren daher die Grammatik-Definition fiir Typ-1 (und
Typ-2, Typ-3) Grammatiken leicht und erlauben S — ¢, falls S das
Startsymbol ist und auf keiner rechten Seite vorkommt.
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Chomsky-Hierarchie

Jede Typ-i-Grammatik ist eine
Typ-(i—1)-Grammatik (fiir
i€{1,2,3}) ~ die
entsprechenden Mengen von
Sprachen sind ineinander
enthalten.

AuBerdem: die Inklusionen sind
echt, d.h., es gibt fiir jedes i eine
Typ-(i—1)-Sprache, die keine
Typ-i-Sprache ist (z. B. eine
kontextfreie Sprache, die nicht
regulér ist). Das werden wir
spater zeigen.

Menge aller Sprachen

Typ-0-Sprachen
semi-entscheidbare Sprachen

Typ-2-Sprachen
kontextfreie Sprachen

Typ-3-Sprachen
regulare Sprachen
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Wortproblem

Definition (Wortproblem)

Sei G = (V,X,P,S) eine Grammatik (von beliebigem Typ). Das
Wortproblem fiir L(G) ist das folgende Entscheidungsproblem:
EINGABE: Ein Wort w € X*.

FRAGE: Gilt w € L(G)?

Satz (Entscheidbarkeit des Wortproblems fiir Typ 1)

Es gibt einen Algorithmus, der als Eingabe eine Typ-1-Grammatik
G =(V,%,P,S) und ein Wort w € ¥* bekommt, und nach endlicher Zeit
“Ja" (bzw. “Nein") ausgibt, falls w € L(G) (bzw. w & L(G)) gilt.

Man sagt auch: Das Wortproblem ist entscheidbar fiir Typ-1-Sprachen
(eine genauere Definition kommt spater in der Vorlesung).
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Wortproblem

Beweis:

Falls w = ¢ gilt, miissen wir nur iiberpriifen, ob S — ¢ eine Produktion ist.
Wenn ja, gilt w € L(G), sonst gilt w ¢ L(G).
Sei nun w # ¢ und sei n = |w| > 1.

Wir definieren einen gerichteten endlichen Graphen G wie folgt:
@ Die Menge der Knoten von G ist die Menge
Vi={ue(VUI)"||u| < n}

aller Satzformen der Lange hochstens n.

o Fiir u,v € V; gibt es eine Kante u — v, falls u =¢ v gilt.

Beachte: |V| = Y1 (|V|+ |Z])".
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Wortproblem

Da G eine Typ-1-Grammatik ist gilt: w € L(G) genau dann, wenn es in
dem Graphen G einen Pfad vom Knoten S € V zum Knoten w € V gibt.

Begriindung: Leitet man mit einer Typ-1-Grammatik ein Wort der Lange
n > 1 aus dem Startsymbol ab, so kommt in der Ableitung keine Satzform
der Lénge > n vor.

Man konstruiert nun den Graphen G indem man alle Knoten aus V in
einer for-Schleife durchlauft und fiir jeden Knoten u € V die Menge
{v | u=-¢ v} aller direkten Nachfolgerknoten von u generiert.

Mittels Tiefensuche (~ Vorlesung Algorithmen & Datenstrukturen) kann
man nun testen, ob es im Graphen G einen Pfad von S nach w gibt. O
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Wortproblem

Bemerkung: Dieser Algorithmus ist nicht sehr effizient, da die GréBe des
konstruierten Graphens exponentiell mit der Lange des Eingabewortes w
steigt (man spricht von einem Exponentialzeitalgorithmus).

Man vermutet, dass dies aber auch nicht vermeidbar ist (das Wortproblem
fir Typ-1-Grammatiken ist ein sogenanntes PSPACE-vollstindiges
Problem, sieche meine Mastervorlesung Strukturelle Komplexititstheorie).
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Syntaxbdume und Eindeutigkeit

Wir betrachten folgende Beispiel-Grammatik (eine Typ-2-Grammatik) zur
Erzeugung von korrekt geklammerten arithmetischen Ausdriicken:

G = ({E7 T7 F}7{(,),3,+,*},P, E)
mit folgender Produktionenmenge P (in abkiirzender Backus-Naur-Form):
E —- T|E+4+T
T — F|TxF
F — al(E)
In der Backus-Naur-Form fiir Typ-2-Grammatiken schreibt man mehrere

Produktionen
A= wi, A= wy, ..., A= w (1)

in der Form
A—)Wl‘Wzl-HIWk.

Dies ist nur eine Abkiirzung fiir (1).
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Syntaxbdume und Eindeutigkeit

Fiir die meisten Worter der von G erzeugten Sprache gibt es mehrere
mogliche Ableitungen:

E=T=TxF=F«xF=axF=ax(E)
= ax(E+T)=ax(T+T)=ax(F+T)
=ax(a+T)=ax(a+F)=ax(a+a)

E=T=TxF=> T*(E):>T*(E—|—T)
=T+«(E+F)=Tx(E+a)=Tx(T+a)
=Tx(F+a)=T=x(a+a)=Fx(a+a)=ax(at+a)

Die erste Ableitung ist eine sogenannte Linksableitung (in jedem Schritt
wird das am weitesten links stehende Nicht-Terminal ersetzt), die zweite
eine Rechtsableitung (in jedem Schritt wird das am weitesten rechts
stehende Nicht-Terminal ersetzt).
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Syntaxbdume und Eindeutigkeit

Wir bilden nun aus beiden Ableitungen den Syntaxbaum, indem wir
@ Die Wurzel des Baums mit der Startvariablen der Grammatik
beschriften.

@ Bei jeder Anwendung einer Produktion A — z zu A genau |z| Kinder
hinzufiigen, die mit den Zeichen von z beschriftet sind.

Syntaxbdume lassen sich fiir alle Ableitungen von kontextfreien
Grammatiken aufbauen.
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Syntaxbdume und Eindeutigkeit

E
Dabei erhalten wir in beiden Fallen
den gleichen Syntaxbaum. T
. i e
Man sagt, eine Grammatik ist T % F
eindeutig, wenn es fiir jedes Wort in \ T
der erzeugten Sprache genau einen F ( E )
Syntaxbaum gibt | i
y m gibt. a E + T
<= es gibt fiir jedes Wort genau | \
eine Linksableitung T F
<= es gibt fiir jedes Wort genau ,‘__ |
eine Rechtsableitung. | a
a
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Endliche Automaten

Den Inhalt der Folien 44-88 finden Sie im Buch von Schéning auf Seite
19-27.

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit reguldren Sprachen, aber
zunichst unter einem anderen Blickwinkel. Statt Typ-3-Grammatiken
betrachten wir zustandsbasierte Automatenmodelle, die man auch als
“Spracherzeuger” bzw. “Sprachakzeptierer” betrachten kann.

/J_’\
A
a b

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 44 / 560



Deterministische endliche Automaten

Definition (Deterministischer endlicher Automat)

Ein (deterministischer) endlicher Automat M ist ein 5-Tupel
M= (Z,%,0,z,E), wobei:

@ Z eine endliche Menge von Zustanden ist,

@ Y das endliche Eingabealphabet (mit Z N X = () ist,

@ zg € Z der Startzustand ist,

e E C Z die Menge der Endzustande ist und

@ §: Z x ¥ — Z die Uberfiihrungsfunktion (oder Ubergangsfunktion)
ist.

Abkiirzung: DFA (deterministic finite automaton)
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Deterministische endliche Automaten

Graphische Notation:

Zustand: Q Startzustand: @ Endzustand: @
Ubergang (1, a) = 2: @—3_@

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 46 / 560



Deterministische endliche Automaten

Woher kommt der Name “endlicher Automat”?

Vorstellung von einer Maschine, die sich in endlich vielen Zustanden

befinden kann, die eine Eingabe liest und die signalisiert, sobald die
Eingabe akzeptiert ist.

el i |n|lg|la|bj|e

-

Automat mit Signal fiir
endlich vielen Endzustand
Zustanden
.
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Deterministische endliche Automaten

Analogie Fahrkartenautomat:
Ein Fahrkartenautomat kann sich in folgenden Zustinden befinden:

Keine Eingabe
Fahrtziel ausgewahlt

Geld eingegeben

Fahrkarte wurde ausgegeben

Das ist natiirlich nur die halbe Wahrheit, da ein Fahrkartenautomat
mitzdhlen muss, wieviel Geld bereits eingeworfen wurde. Eine Modellierung
mit nur endlich vielen Zustanden ist daher stark vereinfacht.
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Deterministische endliche Automaten

Von einem zugegebenerweise sehr abstrakten Standpunkt aus, ist jeder
reale Rechner auch ein DFA:

@ Die Menge der Zustdnde ist die Menge aller moglichen
Speicherbelegungen.

Wenn der gesamte Speicher des Rechners aus n Bits besteht, dann
gibt es 2" mogliche Speicherbelegungen (eine Speicherbelegung kann
man sich auch als ein Wort aus {0,1}" vorstellen).

Beispiel: Ein Rechner mit 8 GB Hautpspeicher und 512 GB
Festplattenspeicher kann ingesamt 8 - 230 = 233 — 8580034502 Bits
speichern und entspricht damit einem DFA mit 28589934592 7st3nden!

@ Der Anfangszustand ist die Speicherbelegung im Werkszustand.
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Deterministische endliche Automaten

o Die Uberfiihrungsfunktion ergibt sich aus dem Verhalten des Rechners
bei Eingaben.

Angenommen ihr Rechner bekommt Eingaben nur iiber die Tastatur.
Dann besteht das Eingabealphabet aus den Tasten des Rechners.

Befindet sich der Rechner in einem bestimmten Speicherzustand und
wird eine bestimmte Taste gedriickt (Eingabe), dann geht der
Rechner in einen neuen Zustand iiber.

@ Endzustdnde machen bei einem realen Rechner weniger Sinn, da ein
Computer eher selten zum akzeptieren von Woértern eingesetzt wird.

Obige Sichtweise ist fiir die Praxis natiirlich viel zu abstrakt und auch
vollig inpraktikabel, wie man an den 28589934592 7,;st3nden sieht, wird aber
dennoch bei kleineren Hardwarekomponenten im Bereich der sogenannten
Hardwareverifikation (sieche meine Mastervorlesung Model-Checking)
eingesetzt.
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Deterministische endliche Automaten

Die bisherige Ubergangsfunktion & eines DFA liest nur ein Zeichen auf
einmal ein. Wir verallgemeinern sie daher zu einer Ubergangsfunktion 4,
die die Ubergange fiir ganze Worter ermittelt.

Definition (Mehr-Schritt-Uberginge eines DFA)

Zu einem gegebenen DFA M = (Z, ¥, §, zo, E) definieren wir eine Funktion
6: Z x X* — Z induktiv wie folgt, wobei z € Z, x € X* und a € X:

~

dz,e) = z
5(z,ax) = 6(5(z, a),x)
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Deterministische endliche Automaten

Definition (von einem DFA akzeptierte Sprache)
Die von einem DFA M = (Z, %, 0, zp, E) akzeptierte Sprache ist

~

T(M)={xeX*|d(z,x) € E}.

In anderen Worten:

Die Sprache kann man dadurch erhalten, indem man allen Pfaden vom
Anfangszustand zu einem Endzustand folgt und dabei alle Zeichen auf den
Ubergingen aufsammelt.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 52 / 560



Deterministische endliche Automaten

Beispiel 1: Wir suchen einen DFA, der folgende Sprache L akzeptiert:

L={w e {a, b} | #.(w) gerade}.
Dabei ist #,(w) die Anzahl der a's in w.

— Bedeutung der Zustande:
g — gerade Anzahl a's
. ; u — ungerade Anzahl a's

b b
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Deterministische endliche Automaten

Beispiel 2: Wir suchen einen DFA M mit
T(M)={w € {a, b, c}* | das Teilwort abc kommt in w nicht vor}.

Bedeutung der Zustande:

e: kein Prafix von abc gelesen

a: letztes gelesenes Zeichen war ein a

ab: zuletzt ab gelesen

f abc kam im bereits gelesenen Wort vor

(Fangzustannd, Fehlerzustand)
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Deterministische endliche Automaten

Satz (DFAs — reguldre Grammatik)

Jede von einem DFA akzeptierte Sprache ist regular.

Bemerkung: Es gilt auch die umgekehrte Aussage: jede regulidre Sprache
kann von einem DFA akzeptiert werden (dazu spater mehr.)
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Deterministische endliche Automaten

Beweis:
Sei M = (Z,%,4, 2, E) ein DFA.

Zunichst modifizieren wie M so, dass in den Anfangszustand keine Kanten
hineinfithren, d.h.

5(2’ a) 7& 20
firallez€ Zund a € X.

Idee: Wir fiihren eine Kopie z(’) des Anfangszustands zg zum DFA hinzu,
der die gleichen ausgehenden Kanten wie zg hat. Dann leiten wir alle
Kanten, die zum Zustand zy fiihren, nach z) um. Der Zustand

Formal: Sei zy ¢ Z ein neuer Zustand und Z’/ = Z U {z}.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 56 / 560



Deterministische endliche Automaten

Sei M' = (Z',%,0', zp, E"), wobei gilt:

falls z € Z und 6(z, a) = z

zp,a) falls 0(zp,a) # zo

falls 0(zo, a) = zo

),
5(z.a) = {6 z,a) falls z € Z und 6(z, ) # z
5,(2(,)?3) = {

falls zo ¢ E
Eu{zy} fallsz € E

!

Dann gilt:
e 0'(z,a) # z firallez€ Z/ und a€ X und
o T(M)=T(M).
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Deterministische endliche Automaten

Wir schreiben nun wieder Z, ¢, E fiir Z/, §', E’.
Wir definieren nun eine Typ-3 Grammatik G = (V, X, P, S) mit
L(G) = T(M) wie folgt:
vV = 7
S = z
P = {z—ad(z,a)|zeZ,aecX}U
{z—a|lzeZ,ac X, i(z,a) e E}U
{zo = e} falls zp € E

Beachte: e-Sonderregelung ist erfiillt.

Behauptung 1: Fiir alle 2,2/ € Z und w € X* gilt:

~

z=ewl = (z,w)=7.
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Deterministische endliche Automaten

Behauptung 1 zeigt man durch Induktion iiber |w]|.
Induktionsanfang: |w| =0, d.h. w = ¢. Es gilt
z=t & z=7 & g(z,e):z/
Induktionsschritt: Sei nun |w| =n+ 1.
Wir kénnen dann w schreiben als w = av mit |[v|=nund a € ¥.
Induktionshypothese: Behauptung 1 gilt fiir v.
Es gilt:
z=gavZ  — 32" e€Z:(z—aZ’') e Pund 2’ =% vZ
—  (z,a) = vZ

5(5(z,a),v) = 2/
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Deterministische endliche Automaten

Behauptung 2: Fiir alle w € ¥* gilt: w € L(G) <= w € T(M).
1. Fall w =e.
Es gilt:

e€l(G) < (20> e)eEP < zp€E < € T(M)

2. Fall: w # e.
Seiw=vamitac X und v € X* Esgilt:

vaeL(G) < 3FJzeZ:zy=¢vz=cva
Beh. 1 HZGZ:S(ZO,V):z,g(z,a)EE

-~

—
< 0(z,va) € E
< wvae T(M)
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Deterministische endliche Automaten

Beispiel: Nimm den DFA von Folie 53:
b b

. a .
a
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Deterministische endliche Automaten

Beispiel: Nimm den DFA von Folie 53:
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Deterministische endliche Automaten

Beispiel (Fortsetzung): Die Konstruktion von Folie 58 liefert die Typ-3
Grammatik G = (V,{a, b}, P, S) mit:

o V={gugh

e S=g,

@ P besteht aus folgenden Produktionen:

g —e¢ u—a g — b

g—b u— bu g — au
g — au u— ag’ g — bg'
g — bg’'
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Im Gegensatz zu Grammatiken gibt es bei DFAs keine
nichtdeterministischen Effekte. Das heiBt, sobald das nichste Zeichen
eingelesen wurde, ist klar, welcher Zustand der Folgezustand ist.

Aber: In vielen Fillen ist es natiirlicher, wenn man auch
nichtdeterministische Ubergdnge zulaBt. Das fiihrt auch oft zu kleineren

Automaten.

o (3
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition (Nichtdeterministischer endlicher Automat)

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat M ist ein 5-Tupel
M= (Z,%,0,S, E), wobei:
@ / ist eine endliche Menge von Zustanden,
Y ist das endliche Eingabealphabet (mit ZNX = ),
S C Z ist die Menge der Startzustande,
E C Z ist die Menge der Endzustdnde und

0: ZxX¥ — 27 ist die Uberfiihrungsfunktion (oder
Ubergangsfunktion).

Abkiirzung: NFA (nondeterministic finite automaton)
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Zur Erinnerung: 24 = {A| A C Z} ist die Potenzmenge von Z.

Beispiel: 6(1,a) = {2,3}
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Die Ubergangsfunktion § kann wieder zu einer
Mehr-Schritt-Ubergangsfunktion erweitert werden:

Definition (Mehr-Schritt-Ubergsnge eines NFA)
Zu einem gegebenen NFA M = (Z,X%, 4, S, E) definieren wir eine Funktion

0:2Z x ¥+ 27

induktiv wie folgt, wobei Y C Z, x € ¥* und a € ¥:

o~

(Y,e) = Y

5(Y,ax) = S(U 5(z,a), x)

zeY

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 66 / 560



Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition (von einem NFA akzeptierte Sprache)

Die von einem NFA M akzeptierte Sprache ist

~

T(M) = {x € T | 3(S,x) N E # 0}.

In anderen Worten: ein Wort x wird akzeptiert, genau dann wenn es
einen Pfad von einem Anfangszustand zu einem Endzustand gibt, dessen
Ubergange mit den Zeichen von x markiert sind (es kdnnte auch mehrere

solche Pfade geben).
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Beispiel 1: bei nicht-deterministischen Automaten darf auch §(z,a) = 0)
fiir ein a € X gelten, das heiBt, es muss nicht fiir jedes Alphabetsymbol
immer einen Ubergang geben und der Fangzustand kann weggelassen

werden.
a b

olliomlR®
(N O

b, c
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Beispiel 2: gesucht ist ein NFA, der die Sprache
L={w € {a,b,c}" | das Teilwort abc kommt in w vor}

akzeptiert.
{@)/\@A

a, b, c a, b, c

Dieser Automat entscheidet zu einem bestimmten Zeitpunkt
nicht-deterministisch, dass jetzt das Teilwort abc beginnt.
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Bemerkung: Reale Rechner sind immer deterministisch: der nichste
Zustand ist eindeutig durch den aktuellen Zustand und die Eingage
festgelegt.

Warum braucht man dann iiberhaupt Nichtdeterminismus?

@ NFAs erlauben in vielen Fillen eine kleinere Reprasentation von
reguldren Sprachen als DFAs. Ein konkretes Beispiel kommt auf
Folie 79-80.

o Nichtdeterministische Systeme entstehen haufig durch Abstraktion
realer (deterministischer) Systeme, siehe z. B. Folie 8 zur Vorlesung
Model-Checking.

@ Nichtdeterminismus spielt auch in der Komplexitatstheorie eine
wichtige Rolle, siehe Vorlesung Strukturelle Komplexititstheorie.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 70 / 560



Nichtdeterministische endliche Automaten

Andere Interpretation von Nichtdeterminismus:

Jedes Mal, wenn eine nicht-deterministische Verzweigung moglich ist,
werden mehrere “Paralleluniversen” erzeugt, in denen verschiedene Kopien
der Maschine die verschiedenen méglichen Pfade erkunden. Das Wort wird
akzeptiert, wenn es in einem dieser Paralleluniversen akzeptiert wird.
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Es gibt auch nichtdeterministische Automaten mit sogenannten e-Kanten
(spontante Ubergange, bei denen kein Alphabetsymbol eingelesen wird).
Diese werden jedoch in der Vorlesung im allgemeinen nicht benutzt.

Beispiel fiir eine e-Kante:

Neue Ubergangsfunktion: §: Z x (X U {e}) — 2%
Im obigen Beispiel: §(1,¢) = {2}.
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Neue Mehr-Schritt-Ubergangsfunktion: 5: 22 x ¥* — 27. Dabei
diirfen zwischen dem Einlesen der Zeichen beliebig viele e-Ubergédnge
gemacht werden.

OO O OROROROR0

0({1},ab) = {6,7,8}

Aquivalenz von NFAs mit und ohne e-Uberginge

Jeder NFA mit e-Ubergingen kann in einen NFA ohne e-Uberginge
umgewandelt werden, ohne die akzeptierte Sprache zu dndern und ohne
die Anzahl der Zustinde zu erhohen.

(Ohne Beweis.)
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Satz (NFAs — DFAs; Rabin, Scott)

Jede von einem NFA akzeptierbare Sprache kann auch von einem DFA
akzeptiert werden.

Beweis:

Idee: Wir lassen die verschiedenen “Paralleluniversen” von einem
Automaten simulieren. Dieser merkt sich, in welchen Zustinden er sich
gerade befindet.

Das heiBt, die Zustande dieses Automaten sind Mengen von Zustdnden des
urspriinglichen NFA. Man nennt diese Konstruktion daher auch
Potenzmengenkonstruktion.
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Sei M = (Z,%,5,S, E) ein NFA.

Definiere den DFA
M = (24,%,~,S,F)

wobei

wY,a) = (Jd(za)firyCZacx
zeY
F = {YCZ|YNE#}}

Intuition: (Y, a) ist die Menge aller Zustinde z’ € Z die von einem
Zustand aus Y durch eine a-Kante erreicht werden kdnnen.

Durch Induktion iiber die Lange des Wortes w € ¥* zeigen wir fiir alle
Y C/Z:

~

:7\(Y7 W) = 5(Y7 W)
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

~

Induktionsanfang: 7(Y,e) = Y =4(Y,¢)
Induktionsschritt: Sei w = ax mit a € ¥ und x € £*. Dann gilt:
F(Y,ax) = A((Y,a),x)
P SV a),%)

_ S(U 5(z, a),x>

zeY
= (Y, ax)

Also gilt fiir jedes Wort w € ¥*:

weTM) — FS,w)eF
= (S, w)NE#(
= we T(M)
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Bemerkung:

@ Die Potenzmengenkonstruktion macht aus einem NFA mit n
Zustanden einen dquivalenten DFA mit 2" Zustanden.

@ In vielen Fallen werden diese 2" Zustinde aber nicht alle benétigt.

@ Es ist daher angeraten, bei der Potenzmengenkonstruktion nur die
Teilmengen von Z, die auch wirklich benétigt werden, in dem DFA
aufzunehmen.

Auf der nichsten Folie konstruieren wir auf diese Weise schrittweise fiir
den NFA von Folie 69 einen dquivalenten DFA.

Nur 6 der 2% = 16 moglichen Teilmengen werden benétigt.

e,ab

o) steht z.B. fiir die Teilmenge {¢, ab, abc}.

Der Knoten
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:

a,b,c a,b,c
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:

a,b,c a,b,c
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:

a, b, c

a, b, c

b,c

) .

OO
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:

a,b,c a,b,c
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 1:
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel 2: Fiir k > 1 sei

Ly ={w € {0,1}* | |w| > k,das k-letzte Zeichen von w ist 0}.

(A) Es gibt einen NFA M mit k 4+ 1 Zustanden und T (M) = L.

(B) Es gibt keinen DFA M mit weniger als 2 Zustinden und T(M) = Ly.

Beweis von (B): Angenommen, M = (Z,%, 6, zo, E) ware ein DFA mit
weniger als 25 Zustinden und T(M) = Ly.

Dann gibt es Worter wy, wy € {0, 1} mit wy # ws und

o~ ~

8(z0, w1) = 0(20, w2) (denn es gibt nur 2% viele Wérter in {0,1}%).
Sei i € {1,..., k} die erste Position, an der sich wy und wsy unterscheiden.

Sei w € {0,1}'~! beliebig.
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Dann existieren Worter v, v/ € {0,1}*" und v € {0,1}'~! mit (0.B.d.A.)
wiw = uOvw und wow = ulv'w.
Wegen |vw| = [V'w| =k —i+i—1=k—1gilt
wiw € L und wow & L.
Aber:

d(z0, waw) = §(8(z0, w1 ), w) = 0(0(z0, wa), w) = (20, waw),

d.h. vyw € Ly & wow € L. Widerspruch!
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Wir kdnnen nun
@ NFAs in DFAs umwandeln
@ DFAs in regulare Grammatiken umwandeln

Es fehlt noch die Richtung “reguldare Grammatik — NFA", dann haben wir
die Aquivalenz aller dieser Formalismen gezeigt.

reguldre

/Grammatik \

DFA NFA
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Satz (Reguldre Grammatiken — NFAs)
Zu jeder reguldren Grammatik G gibt es einen NFA M mit L(G) = T(M).

Beweis:
Sei G = (V,X,P,S) eine reguldre Grammatik.
Wir definieren den NFA M = (Z,%,4,S’, E), wobei:
Z=VU{X} mitXgV
d(A,a)={B|(A—aB)e P}U{X|(A—a)eP}firAc V,ack
d(X,a)=0firaecXx
§'={s}
£ {{S,X} falls (S =€) € P
{X} falls (S —¢) ¢ P
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Wegen der Konstruktion gilt
eel(G)= (S—e)eP+= SNE#D+=cc T(M).

Wir miissen also noch fiir alle Wérter w € ¥ zeigen:
w e L(G) <= w e T(M).

Behauptung: Fiir alle w € ¥* und alle A, B € V gilt:

~

A=cwB < Beci{{A},w)

Wir zeigen diese Behauptung durch Induktion iber |w].

Induktionsanfang: w = ¢. Es gilt:

~

A= B < A=B < Be {A}=0({A},¢)
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Induktionsschritt: Sei w = av (a € L, v € *) und gelte die Behauptung
bereits fiir das Wort v.

A=¢caB < 3CeV:(A—aC)ePund C=% vB

> 3CeV:Ced(Aa) und Bed({C},v)

~

< Be({A},av)

Dies zeigt die Behauptung.
Seinunw € ¥, etwaw =vamitac¥.

Dann gilt:

vaeL(G) < FJAcV:S=¢vAund (A—a)eP
Eh JAe V:A€3({S},v) und X € 5(A, a)

-~

— X e€oi({S}, va)
— vacT(M)
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beachte fiir die letzte Aquivalenz: Entweder
e X ist der einzige Endzustand von M (falls (S — €) ¢ P) oder

@ S ist der zweite Endzustand (falls (S — ¢) € P), ist dann jedoch
nicht Ziel einer Transition von M (d.h. S & 6(A, a) fiir alle A€ Z,
a € X), weil S nicht auf der rechten Seite einer Produktion aus P
vorkommen darf (e-Sonderregelung). O
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel: Sei G die regulire Grammatik mit folgenden Produktionen (wir
verwenden die Backus-Naur Form, siehe Folie 40):

S—elaA A— aA|bB]|a
B—aB|bB|bC C—cAlb

Die Konstruktion von Folie 82 liefert den folgenden NFA:

a a, b
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NFAs, DFAs und regulare Grammatiken

Zwischenzusammenfassung

Wir haben verschiedene Modelle zur Beschreibung regularer Sprachen
kennengelernt:

@ Reguldre Grammatiken: Schaffen die Verbindung zur
Chomsky-Hierarchie. Werden zur Erzeugung von Sprachen eingesetzt.
Sind weniger gut geeignet, um zu entscheiden, ob ein bestimmtes
Wort zur Sprache gehort.

o NFAs: Erlauben oft kleine, kompakte Darstellungen von Sprachen.
Sind, wegen ihres Nichtdeterminismus, genauso wie Grammatiken
weniger gut fiir die Losung des Wortproblems geeignet. Besitzen aber
eine intuitive graphische Notation.

@ DFAs: Kénnen gegeniiber dquivalenten NFAs exponentiell groBer sein.
Sobald jedoch ein DFA vorliegt, erlaubt dieser eine effiziente Lésung
des Wortproblems (einfach den Ubergingen des Automaten
nachlaufen und tberpriifen, ob ein Endzustand erreicht wird).
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Regulare Ausdriicke

Alle Modelle bendtigen jedoch relativ viel Schreibaufwand und Platz fiir
die Notation. Gesucht wird also eine kompaktere Reprisentation.
Dies sind reguldre Ausdriicke.

Definition (reguldre Ausdriicke)

Die Menge Reg(X) der reguldren Ausdriicke tiber dem Alphabet ¥ ist die
kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:

@ ) € Reg(X), € € Reg(X), X C Reg(X).
e Wenn a, 5 € Reg(X), dann auch af, («|f), (a)* € Reg(X).

Bemerkungen:
e Statt («|B) wird oft auch (a + ) geschrieben.

@ (iberfliissige Klammern lassen wir haufig weg.
Z. B. (a|b)* anstatt ((a|b))*.
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Regulare Ausdriicke

Nach der Festlegung der Syntax reguldrer Ausdriicke, miissen wir auch
deren Bedeutung (Semantik) festlegen.

Die Semantik eines reguldre Ausdruck ist eine Sprache:

Definition (Sprache eines reguldren Ausdrucks)
o L(D) = 0 (leere Sprache), L(e) ={e}, L(a)={a} firae X
o L(aB) = L(a)L(B), wobei LiLy = {wawy | wy € Ly, wy € Ly} fiir zwei
Sprachen L;, L, (Konkatenation von Lj und Ly).
o L(a]f) = L(e) UL(B)

o L((a)*) = (L())*, wobei L* = {wy---wy | neN,w; € L} fir eine
Sprache L
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Regulare Ausdriicke

Beispiel fiir Konkatenation von Sprachen:

{a, b,ab}{c, ba} = {ac, bc, abc, aba, bba, abba}.

Bemerkungen zum x-Operator: L* = {wy ---w, | n € N, w; € L}

@ Fiirn=0ist wy---w, =0.
@ Insbesondere enhalt L* immer das leere Wort €.
Spezialfall: 0* = {e}.
@ Der Operator * wird oft Kleenesche Hiille genannt. Nur durch ihn
kann man unendliche Sprachen erzeugen.
Genauer: Falls L # () gilt, ist L* unendlich.
o Beispiel fiir die Anwendung des %-Operators:
Sei L = {a, bb, cc}. Dann gilt
L* = {e, a, bb, cc, aa, abb, acc, bba, bbbb, bbcc, cca, ccbb, cccc, . . . }

Alle Kombinationen beliebiger Lange sind moglich.
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Regulare Ausdriicke

Weitere Bemerkungen:

@ Beachten Sie: reguldre Sprache sind rein syntaktische Ausdriicke.
Erst durch die Definition auf der vorherigen Folie wird einem
reguldren Ausdruck eine Sprache zugeordnet.

@ Die Unterscheidung zwischen Syntax und Semantik findet man in
vielen Bereichen der Informatik (Programmiersprachen, Logik, etc.)

@ Bei Programmiersprachen definiert man auch erst, was syntaktische
korrekte Programme sind. Danach definiert man die Semantik eines
Programms (was macht das Programm).

Dies kann z.B. die von einem Programm berechnete Funktion sein.
Dies werden wir spater auch fiir sehr einfache Programmiersprachen
(GOTO-Programme, While-Programme) machen.
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Regulare Ausdriicke

@ Formal sollte man auch zwischen dem regularen Ausdruck () und der
reguldren Sprache () (leere Sprache) unterscheiden, aber wir wollen es
nicht lbertreiben.

e Haufig werden die Sprachen () und {€} verwechselt.
() ist die leere Sprache (hat null Elemente).
{e} ist eine Sprache, die genau ein Wort (das leere Wort) enthalt.
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Regulare Ausdriicke

Beispiele fiir reguldre Ausdriicke iiber dem Alphabet ¥ = {a, b}.

Beispiel 1: Sprache aller Worter, die mit a beginnen und mit bb enden

a = a(alb)*bb

Beispiel 2: Sprache aller Woérter, die das Teilwort aba enthalten.

a = (a|b)*aba(a|b)*

Beispiel 3: Sprache aller Worter, die gerade viele a's enthalten.

a = (b*ab*a)*b* oder a=(b|ab*a)"
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Regulare Ausdriicke

Satz (regulare Ausdriicke — NFAs)
Zu jedem reguldren Ausdruck ~y gibt es einen NFA M mit L() = T(M).

Beweis: Induktion liber den Aufbau von ~.

Induktionsanfang: Fir vy =0, v = ¢, v = a (a € X) gibt es offensichtlich
entsprechende NFAs.

Induktionsschritt: Sei nun v = af. Dann gibt es NFAs

Mo = (Za»%, 00, Sas Ea)
Ms = (Z3,%,63, S5, Es)

mit T(M,) = L(c) und T(M;g) = L(B).
Wir kénnen annehmen, dass Z, N Zg = (.
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Regulare Ausdriicke

Wir verkniipfen nun M, und Mg sequentiell zu einem NFA M:

@ M hat als Zustdnde die Vereinigung beider Zustandsmengen, die
gleichen Startzustande wie M, und die gleichen Endzustande wie Mjg.
Falls ¢ € L(), so sind auch die Startzustinde von Mz Startzustande

von M.
o Alle Uberginge von M, bzw. Mpg bleiben erhalten. Alle Zustinde, die

einen Pfeil zu einem Endzustand von M, haben, erhalten zusatzlich
genauso beschriftete Pfeile zu allen Startzustanden von Mg.

Formal: M = (Z,U Z3,%,0, S, Eg), wobei

s _ Sa falls ¢ ¢ L(«)
S, USs falls e € L(a)
d5(z, a) fir z € Zg
§(z,a) = da(z, a) fir z € Z, mit 04(z,a) N E, =0
da(z,a)U Sg  fiir z € Z, mit do(z,a) N Ey # 0
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Regulare Ausdriicke

s (& 5] [[&)
7M T neu! T M, T

Es gilt T(M) = T(M,)T(Mg) = L(a)L(B) = L(aB) = L()
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Regulare Ausdriicke

Sei nun v = (a | B). Dann gibt es NFAs
My = (Za,X,00,Sa; Ea)
Ms = (Z5,%, 95,5, E5)
mit T(M,) = L(c) und T(M;g) = L(B).
Wir kénnen annehmen, dass Z, N Zg = (.

Wir bauen nun aus diesen zwei NFAs einen Vereinigungs-NFA M:

@ M hat als Zustande die Vereinigung beider Zustandsmengen. Ebenso
ergeben sich die Startzustinde als Vereinigung der
Startzustandsmengen und die Endzustiande als Vereinigung der
Endzustandsmengen.

o Alle Uberginge von M, bzw. Mpg bleiben erhalten.

Formal: M = (Z, U Z3,%,0, 54 U Sg, E, U Eg), wobei
da(z,a) firze Z,
dp(z,a) firze Zg
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Regulare Ausdriicke

5] [[&)
M.
Esgilt T(M) = T(Ms)U T(Mgs)
— = = L(a)UL(B)
s [&) = La|B)
= L()
Mg
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Regulare Ausdriicke

Sei nun v = (a)*. Dann gibt es einen NFA
Ma = (Zouzy(sousom EOé)

mit T(M,) = L(«).
Wir bauen aus diesem NFA nun wie folgt einen NFA M:

e Fallse ¢ T(M,), so gibt es einen zusatzlichen Zustand, der sowohl
Start- als auch Endzustand ist (damit auch das leere Wort erkannt

wird).
@ Die anderen Zustinde, Start- und Endzustinde sowie Uberginge
bleiben erhalten.

@ Alle Zustinde, die einen Pfeil zu einem Endzustand von M, haben,
erhalten zusatzlich genauso beschriftete Pfeile zu allen Startzustanden

von M, (Riickkopplung).
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Regulare Ausdriicke

Formal: M = (Z,%,0, S, E), wobei:

7 _ Za falls ¢ € L(«)

|z U{s} fallse ¢ L(a)

s — Sa falls ¢ € L(«)

| SaU{s} fallse ¢ L(a)

E — E. falls ¢ € L(«)

| EaU{s} fallse ¢ L(a)
5(2 a) = 6a(27 a) fiir z = Za mit 6C¥(Zv a) N Ea - @
" balz,a) U S, fiir z € Zy mit 8a(z,a) N Ey # 0

Hierbei gilt sp &€ Z,.
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Regulare Ausdriicke

SCl Ea

al, @l ,
dJ

—~0

evtl. zusatzl. Zustand

Es gilt T(M) = (T(Ma))* = (L(e))" = L(a”) = L(7).
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den regularen
Ausdruck (b | ab*a)*.
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den regularen
Ausdruck (b | ab*a)*.

Wir beginnen mit den Transitionen fiir einzelne Symbole.
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den regularen
Ausdruck (b | ab*a)*.

NFA fiir b*

~0+0
00 Beo om0

@
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den regularen
Ausdruck (b | ab*a)*.

NFA fiir ab*
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den regularen
Ausdruck (b | ab*a)*.

NFA fir ab*a

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 102 / 560



Regulare Ausdriicke

Beispiel: Wie konstruieren schrittweise einen NFA fiir den regularen
Ausdruck (b | ab*a)*.

NFA fir (b | ab*a)*
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Regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung): Dieser NFA enthilt viele redundante Zusténde
und kann vereinfacht werden.

Ein viel einfacher NFA fiir (b | ab*a)* ist:

b

Ll
O— =0

a
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Regulare Ausdriicke

Satz (DFAs — Reguldre Ausdriicke)

Zu jedem DFA M gibt es einen reguldren Ausdruck v mit T(M) = L(v).

Beweis: Sei M = ({z1,...,z,},%,0, 21, E) ein DFA.
Wir konstruieren einen regularen Ausdruck v mit T(M) = L(7).

Fiir ein Wort w € " sei
Pref(w) ={ue X |Iv:w=uv,e #u# w}
die Menge aller nicht-leeren echten Prafixe von w.
Beispiel: Pref(abbca) = {a, ab, abb, abbc}
Furi,j € {1,...,n} und k € {0,...,n} sei

~

Lf-i,- = {we x| dz,w)= zj,Yu € Pref(w) : §(zj, u) € {z1, ...,z }}.
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Regulare Ausdriicke

Intuitiv: Ein Wort w gehort zu Lf'(,j genau dann, wenn w den Zustand z; in
den Zustand z; iiberfiihrt, und dabei kein Zwischenzustand (ausser ganz
am Anfang und ganz am Ende) aus {zxy1,...,2z,} vorkommt.

Beispiel: Betrachte den folgenden DFA M:

a
\;/@
b b
Dann gilt z.B.:
11 = {e, b}, L12 = {a}, L%,z ={ab"a| n >0}

und L1 1= T(M)={w e {a, b}*| w enthilt gerade viele a's}.
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Regulare Ausdriicke

Wir konstruieren fiir alle i,j € {1,...,n} und k € {0, ..., n} reguldre
Ausdriicke ~f; mit L(v) = LF;.

Falls E = {z,, z,, ..., z,} ergibt sich dann
Ly [ |- [1,) = T(M).

Konstruktion von Vf‘d- durch Induktion iiber k € {0, ..., n}.

Induktionsanfang: k = 0. Es gilt:

0 _ {eyu{aeX|d(zi,a) =2z} fallsi=
H {ae X |d(z,a) =z} falls i # j
Einen regularen Ausdruck 'y,o’j mit L(fygj) = L?J- konnen wir leicht angeben.

Induktionsschritt: Sei 0 < k < n und seien die reguldren Ausdriicke 7,’3‘767
fur alle p, g € {1,..., n} bereits konstruiert.
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Regulare Ausdriicke

Behauptung: Fiir alle /,j € {1,...,n} gilt

Lt =L u L k+1(Lk+1 k1) Lty (2)
Begriindung:
C: Sei w € Lf-‘Jfl und sei ¢ > 0 so, dass der Zustand zx1 auf dem

eindeutigen mit w beschrifteten Pfad von z; nach z; genau £ mal als
echter Zwischenzustand auftaucht.

1.Fall: £ =0, d.h. zx11 kommt garnicht als echter Zwischenzustand vor.
Dann gilt w € Lk- und somit w € Lk U L k+1(L’,§+1 k+1)*L’,§+1’j.
2.Fall: £ > 0.

Dann kann w als w = wowy - - - wy_1wp geschrieben werden, wobei:

ZS\(ZI., wo) = Zkt1
Mzks1,Wp) = zZpp1 fir1<p<e—1
Mzkp1,we) = z
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Regulare Ausdriicke

k k k ;
Es folgt wp € L,-7k+1, Wi,...,Wp_1 € Lk+1,k+1’ wp € Lk+1,j und somit

_ k k 1k
w=wo(wi - we—1)wp € Lij 1 (Lgsgki1) Liyry-
D: Lf-‘d- - Lffjl ist offensichtlich.

Falls w e L i1 (Lt k1) Lo existiert ein ¢>1 und eine
Faktorisierung w = wowy - - - wy_1wy mit
k k k

wWo € Li7k+1a Wy, ..., Wp1 € Lk+1,k+1a wy € Lk+1J'

Hieraus ergibt sich leicht w € Lf.‘jl. Dies zeigt die Behauptung.
. . . k k k k .

Pa die regul.aren Ausdriicke Vig Visk 1 Vet k10 Vet 1 schon konstru-l-ert
sind (Induktionsannahme), kénnen wir wegen Gleichung (2) den regularen
Ausdruck *yf‘fl wie folgt definieren:

k41 _ k| k k « k
Vi =Yg | Vet (V1) Vi
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Regulare Ausdriicke

Beispiel: Betrachte den folgenden DFA:

a

\:/@
b b
Damit ergibt sich (bei Durchfiihrung offensichtlicher Vereinfachungen):

0 _ 0o _ 0o _ 0 _
7,1 = elb Y12 =24 Y21 =4 V2,2 = elb

7111 =21 1901001) 1 = | b| (c[b)(e|b)*(¢|b) = b*
Y2 =70211010001) %2 = al (e]b)(e|b)*a = b*a

(1

21 =1 1131(011) 11 = al a(e|b)(e]b)* = ab*

7 722”72 (7?1)*7(1),2:6\b|a(€\b)*a:5|b]ab*a
(

)

71 1= 71 1 ”71 272 2)*721,1 = b" | b*a(e|blab*a)"ab"

7
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Regulare Ausdriicke

Wozu sind regulidre Ausdriicke in der Praxis niitzlich?

@ Suchen und Ersetzen in Editoren
(Ausprobieren mit vi, emacs, ...)

@ Pattern-Matching und Verarbeitung groBer Texte und Datenmengen,
z.B., beim Data-Mining
(Tools: Stream-Editor sed, awk, ...)

o Ubersetzung von Programmiersprachen:
Lexikalische Analyse — Umwandlung einer Folge von Zeichen (das
Programm) in eine Folge von Tokens, in der bereits die
Schliisselwdrter, Bezeichner, Daten, etc. identifiziert sind.
(Tools: lex, flex, ...), siche Vorlesung Compilerbau (dort wird auch
eine effizientere Version der Umwandlung von reguldren Ausdriicken
in NFAs behandelt).

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 110 / 560



Abschlusseigenschaften

Definition (Abgeschlossenheit)

Gegeben sei eine Menge M und ein bindrer Operator ®: M x M — M.
Man sagt, eine Menge M’ C M ist unter ® abgeschlossen, wenn fiir zwei
beliebige Elemente my, my € M’ gilt: my ® mp € M.

Wir betrachten hier Abschlusseigenschaften fiir die Menge aller regularen
Sprachen (d.h. wir setzen M = Menge aller Sprachen und M’ = Menge
aller reguldren Sprachen)

Die interessante Frage ist:

Falls Ly, Ly reguldr sind, sind dann auch Ly U Ly, Ly N Ly, Lily,
L[y = ¥*\L; (Komplement) und L} regulir?

Kurze Antwort: Die reguldren Sprachen sind unter allen diesen
Operationen abgeschlossen.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 111 / 560



Abschlusseigenschaften

Warum sind Abschlusseigenschaften interessant?

Sie sind vor allem dann interessant, wenn sie konstruktiv verwirklicht
werden konnen, das heiBt, wenn man — gegeben Automaten fiir L; und Ly
— auch einen Automaten beispielsweise fiir den Schnitt von Ly und Lp
konstruieren kann.

Damit hat man dann mit Automaten eine Datenstruktur fiir unendliche
Sprachen, die man maschinell weiterverarbeiten kann.
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Abschlusseigenschaften

Satz (Abschluss unter Vereinigung)
Wenn L; und Ly reguldre Sprachen sind, dann ist auch Ly U Ly regular.

Beweis:

Den Automaten fiir L1 U L, kann man mit der selben Methode bauen wie
den Automaten fiir L(«|3) bei der Umwandlung von reguldren Ausdriicken
in NFAs. L]
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Abschlusseigenschaften

Satz (Abschluss unter Komplement)

Wenn L C X* eine regulire Sprache ist, dann ist auch L = ¥*\L regulir.

Bemerkung: bei Bildung des Komplements muss immer festgelegt
werden, beziiglich welcher Obermenge das Komplement gebildet werden
soll. Hier ist das die Menge L* aller Worter iiber dem Alphabet ¥, das
gerade betrachtet wird.

Beweis:

Aus einem DFA M = (Z,%, 0, zp, E) fiir L gewinnt man leicht einen DFA
M’ fiir L indem man die End- und Nicht-Endzustinde vertauscht. D.h.

M = (Z,%,0, 20, Z\E).

Dann gilt:

wel < w¢ T(M) < §(z0,w) ¢ E < 6(z0,w) € Z\E >
w e T(M). O

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 114 / 560



Abschlusseigenschaften

Vorsicht: In dem Beweis auf der vorherigen Folie ist es wichtig, dass M
ein DFA ist.

Vertauscht man in einem NFA End- und Nicht-Endzustiande, so erhdlt man
im Allgemeinen keinen NFA fiir das Komlement.

Beispiel: Betrachte den folgenden NFA fiir die Sprache {a} C {a}*.

a

Durch Vertauschen von End- und Nicht-Endzustinde erhilt man einen

NFA fiir {e,a} # {a}* \ {a}:
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Abschlusseigenschaften

Will man einen NFA M komplementieren (also einen NFA fiir ¥* \ T(M)
konstruieren), so ist die im Wesentlichen beste Methode folgende:

© Konstruiere mittels der Potenzmengenkonstruktion einen DFA M’ mit
T(M) =T(M).

@ Vertauschen von End- und Nicht-Endzustinden in M’ liefert einen
DFA (und damit auch einen NFA) M” mit
TM"Yy =X\ T(M") =X\ T(M).

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 116 / 560



Abschlusseigenschaften

Satz (Abschluss unter Produkt/Konkatenation)

Wenn L; und Ly reguldre Sprachen sind, dann ist auch LiL, regular.

Beweis:

Den Automaten fiir L1L> kann man mit der selben Methode bauen wie den

Automaten fiir L(«f3) bei der Umwandlung von reguldren Ausdriicken in
NFAs. Ol
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Abschlusseigenschaften

Satz (Abschluss unter der Stern-Operation)

Wenn L eine regulare Sprache ist, dann ist auch L* regular.

Beweis:

Den Automaten fiir L* kann man mit der selben Methode bauen wie den
Automaten fiir L((«)*) bei der Umwandlung von reguldren Ausdriicken in
NFAs. ]
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Abschlusseigenschaften

Satz (Abschluss unter Schnitt)

Wenn Ly und Ly reguldre Sprachen sind, dann ist auch L; N Ly regular.

Beweis 1:

Es gilt Ly N Ly = L1 U Ly und wir wissen bereits, dass regulire Sprachen
unter Komplement und Vereinigung abgeschlossen sind. O
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Abschlusseigenschaften

Beweis 2:

Es gibt noch eine andere direktere Konstruktion. Dabei werden die zwei
Automaten fiir L; und Ly miteinander synchronisiert und quasi
“parallelgeschaltet” . Dies erfolgt durch das Bilden des Kreuzprodukts.

Seien My = (Zl, Y, 01, 51, El), M, = (Zg, Y, 0o, 52, E2) NFAs mit
T(Mp) = L1 und T(My) = Ly. Dann akzeptiert der folgende NFA M die
Sprache L1 N Ly:

M = (Zl X Z2,Z,(5, 51 X 52, E1 X Ez),

wobei §((z1,22),a) = {(21, 2) | z{ € 01(z1,a), 25 € d2(z2,a))}.
M akzeptiert ein Wort w genau dann, wenn sowohl M; als auch M, das
Wort w akzeptieren. O
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Abschlusseigenschaften

Beispiel fiir ein Kreuzprodukt:

Bilde das Kreuzprodukt der folgenden zwei Automaten:

b
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Abschlusseigenschaften

Beispiel fiir ein Kreuzprodukt:

Bilde das Kreuzprodukt der folgenden zwei Automaten:

b a, b
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Ausblick

Weitere wichtige Fragen
@ Wie kann man zeigen, dass eine Sprache nicht regular ist?
Beispiel: Die Sprache {a"b"c" | n > 1}, die als Beispiel auftauchte,
scheint nicht reguldr zu sein. Wie kann man das zeigen?

@ Wenn eine Sprache regular ist, wie groB3 ist dann der kleinste
Automat, der die Sprache akzeptiert? Gibt es iiberhaupt den kleinsten
Automaten?
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Das Pumping-Lemma

Wie beweist man, dass eine Sprache L nicht reguldr ist?

Idee: Man versucht auszunutzen, dass eine reguldre Sprache von einem
Automat mit endlich vielen Zustianden akzeptiert werden muss.

Das bedeutet auch: wenn ein Wort x € L ausreichend lang ist, so besucht
man damit beim Durchlauf durch den Automaten mindestens einen
Zustand z zweimal.
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Das Pumping-Lemma

—O~A~—-0
Die dadurch entstehende Schleife kann nun mehrfach (oder gar nicht)

durchlaufen werden, dadurch wird das Wort x = uvw “aufgepumpt” und

man stellt fest, dass uw, uvZw, uv3w, ...auch in L liegen miissen.

Bemerkung: Es gilt vi = v...v.
——

i-mal
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Das Pumping-Lemma

AuBerdem kann man fiir u, v, w folgende Eigenschaften verlangen, wobei
n die Anzahl der Zustinde des Automaten ist.

O |v| > 1. Die Schleife ist auf jeden Fall nicht trivial, d.h. sie enthilt
mindestens einen Ubergang.

@ |uv| < n = Anzahl der Zustinde des NFA: Spatestens nach n
Alphabetsymbolen wird der Zustand z das zweite Mal erreicht.
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Das Pumping-Lemma

Satz (Pumping-Lemma, uvw-Theorem

Sei L eine reguldre Sprache. Dann gibt es eine Zahl n, so dass sich alle
Worter x € L mit |x| > n zerlegen lassen in x = uvw, so das folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

Q |v|>1,
Q |uv|<nund
O fiir alle i > 0 gilt u'iw e L.

Dabei ist n die Anzahl der Zustande eines Automaten, der L erkennt.
Dieses Lemma spricht jedoch nicht iiber Automaten, sondern nur iiber die
Eigenschaften der Sprache. Daher ist es dazu geeignet, Aussagen iiber
Nicht-Regularitdt zu machen.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 126 / 560



Das Pumping-Lemma

Beweis des Pumping-Lemmas:
Sei L eine reguldre Sprache.
Sei M =(Z,%,0,S,E) ein NFA mit L = T(M), sei n = |Z]|.

Sei nun x ein beliebiges Wort mit x € L = T(M) und |x| > n, d.h.
X =aiax---am mit m>nund aj,az,...,am € .

Da x € T(M), existieren Zustinde zy, z1,...,2Zm € Z mit

z0€S, zj€d(z—1,a))firl<j<m, zpe€kE.
Wegen |Z| = n existieren 0 < j < k < n mit z; = z, (Schubfachprinzip).
Seiu=ar---aj, v=ajp1---acund w = ajq1---am.

Dann gilt:
o|v|=k—(j+1)+1=k—j>0und |uv|=k<n
o fiirallei > 0: zy, € 6({z}, uv'w) und damit uv'w € T(M) = L,
L]
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Das Pumping-Lemma

Wie kann man das Pumping-Lemma nutzen, um zu zeigen, dass eine
Sprache nicht reguldr ist?

Aussage des Pumping-Lemmas mit logischen Operatoren:

L regular
-
dn:Vx € L mit|x| >n:
Ju,v,w mit |v| > 1, |uv| < n,x = uvw und Vi:uv'w e L

Das ist logisch aquivalent zu

Vn:3x € L mit |x| > n:
Yu,v,w mit [v| > 1, |uv| <nund x=uvw: Ji:uww'w &L
— L ist nicht regular

Beachte hierfiir: A — B = -B — —A und =Vx3dyF = IxVy-F
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Pumping-Lemma

“Kochrezept” fiir das Pumping-Lemma
Gegeben sei eine Sprache L.

Beispiel: {a“b* | k > 0}

Wir wollen zeigen, dass sie nicht regular ist.

© Nimm eine beliebige Zahl n an. Diese Zahl darf nicht speziell gewahlt
werden (es muss eine beliebige Zahl sein).

@ Wahle ein geeignetes Wort x € L mit x| > n. Damit das Wort auch
wirklich mindestens die Lange n hat, empfiehlt es sich, dass n
(beispielsweise als Exponent) im Wort auftaucht.

Beispiel: x = a"b"
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Pumping-Lemma

“Kochrezept” fiir das Pumping-Lemma

© Betrachte nun alle moglichen Zerlegungen x = uvw mit den
Einschrankungen |v| > 1 und |uv| < n.
Beispiel: Aus |v| > 1 und |uv| < n folgt, dass j > 0und ¢ > 1
existieren mit:
u=a v=aundw=a"b"mit j+{+m=n

© Wahle fiir jede dieser Zerlegungen ein i (das kann jedes Mal ein
anderes / sein), so dass uv'w & L.
In vielen Fallen sind i = 0 und i = 2 eine gute Wahl.
Beispiel: wihle i = 2, dann gilt uv?w = a/24mp" ¢ | da
j+20+m=n+{+# nwegen{>1.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Wir beschéaftigen uns nun mit folgenden Fragen:
@ Gibt es zu jeder Sprache immer den kleinsten
deterministischen /nicht-deterministischen Automat?

@ Kann man direkt aus der Sprache die Anzahl der Zustdnde des
minimalen Automaten ablesen?

@ Wie bestimmt man den minimalen Automat?
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Betrachte den
folgenden DFA M:

Feststellung: fiir die Zustinde 4, 5 gilt

@ mit einem Wort, das ein a enthilt, landet man von dort aus immer im
Zustand 6 (Endzustand)

@ mit einem Wort, das kein a enthilt, landet man von dort aus immer
im Zustand 4 bzw. 5 (kein Endzustand)

Daraus folgt: 4 und 5 sind erkennungsadquivalent und kdnnen zu einem
Zustand verschmolzen werden.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Ebenso: die Zustinde 2 und 3 sind erkennungsaquivalent

Entstehender Automat M':

~EL @D

b

Jetzt sind keine Zustande mehr erkennungsdquivalent und sie kdnnen
daher nicht weiter verschmolzen werden.

~» Der Automat M’ ist minimal fiir diese Sprache.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Definition (Erkennungséquivalenz)

Gegeben sei ein DFA M = (Z, %, 6, qo, E).

Zwei Zustdnde z1,zp € Z heiBen erkennungsdquivalent genau dann, wenn
fiir jedes Wort w € ¥* gilt:

o~ o~

d(z1,w) € E <= I(=z,w) € E.

Die Relation {(z1,22) € Z X Z | z; und z> sind erkennungsiquivalent} ist
eine Aquivalenzrelation auf der Zustandsmenge Z.

Wiederhole, wenn nétig, den Begriff der Aquivalenzrelation aus der
Diskreten Mathematik fiir Informatiker.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Jedem Wort x € X* kann man in einem DFA einen eindeutigen Zustand

~

z = 0(zp, x) zuordnen. Daher kann die Definition der Erkennungsédquivalenz
auf Worter aus ©* und Sprachen (anstatt Automaten) ausgedehnt werden.

Definition (Myhill-Nerode-Aquivalenz)

Gegeben sei eine Sprache L und Woérter x,y € L*.
Wir definieren eine Aquivalenzrelation R; mit x R, y genau dann wenn

Vw e X (xw € L < yw € L).

Fiir eine regulare Sprache L besteht folgender Zusammenhang zwischen der
Myhill-Nerode-Aquivalenz R; und dem Begriff der Erkennungsiquivalenz:

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 135 / 560



Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Sei M = (Z,%,6, 2y, E) ein DFA und L = T(M) C *. Dann gilt fiir alle
Worter x,y € L*:

xRy <— g(zo,x) und g(zo,y) sind erkennungsaquivalent

Beweis: Es gilt

xRy <= VweX'(xwel < ywel)

= YweX*(xwe T(M) <= yw e T(M))

= Yw e T*(5(z0,xw) € E <= (29, yw) € E)

= VYwe I*(0(0(z0,x),w) € E <= 6(5(z0,y),w) € E)
—

5(20,x) und 8(zo, y) sind erkennungsiquivalent

O
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Bemerkungen:
@ Wir verwenden in der Definition von R die Infix-Schreibweise fiir R;.
Anstatt x R y wird auch ofters (x, y) € R, geschrieben.

@ Die Myhill-Nerode-Aquivalenz R, ist fiir jede Sprache L definiert,
nicht nur fiir reguldre Sprachen.

Haufiger Fehler: Oft wird gedacht, dass x R, y genau dann gilt, wenn
Vw e X¥*(xw € L und yw € L).

Das ist aber falsch!

Die Definition von R; man auch wie folgt schreiben: x R, y gilt genau
dann, wenn fiir alle Worter w € ©

o (xw € L und yw € L) oder

o (xw¢ Lund yw ¢ L) gilt.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel 1 fiir Myhill-Nerode-Aquivalenz: Gegeben sei die Sprache
L={w e {a, b} | #.(w) gerade}.
Es gibt folgende Aquivalenzklassen fiir R;:
o [e] = {w € {a,b}" | #a(w) gerade} = L
(Aquivalenzklasse von &

)
o [a] = {w € {a,b}" | #,(w) ungerade} = {a, b}"\L
(Aquivalenzklasse von a)

Die Worter € und aa sind dquivalent, denn:
@ Wird an beide ein Wort mit gerade vielen a's angehangt, so bleiben
sie beide in der Sprache.
@ Wird an beide ein Wort mit ungerade vielen a's angehangt, so fallen
sie beide aus der Sprache heraus.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

DFA fiir {w € {a, b}* | #a(w) gerade}:

a
/\
o=
5
b b
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel 2 fiir Myhill-Nerode-Aquivalenz: Gegeben sei die Sprache
L={w e {a b,c}"| das Teilwort abc kommt in w nicht vor}.

Es gibt folgende Aquivalenzklassen fiir R;:
o [e] = {w € {a, b,c}* | w endet nicht auf a oder ab und enthélt abc
nicht }
o [a] = {w € {a,b,c}* | w endet auf a und enthilt abc nicht }
o [ab] ={w € {a, b,c}* | w endet auf ab und enthélt abc nicht }
e [abc] ={w € {a,b,c}* | w enthilt abc} (Fangzustand)

Die Worter a und ab sind nicht dquivalent, denn wird an beide ein ¢
angehangt, so ist ac noch in L, abc ist es aber nicht.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

DFA fiir {w € {a, b, c}* | das Teilwort abc kommt in w nicht vor}:

/a\_@ b e
-

b, c a, b, c
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

I_=Tinschub zu Aquivalenzrelationen: Sei RC A X A eine
Aquivalenzrelation auf der Menge A.

Fiir x € Aist [x] = {y € A| x Ry} die Aquivalenzklasse von x.

Manchmal schreibt man auch [x]g um klar zu machen, dass es sich um
eine Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation R handelt.

Wenn aber klar ist, um welche Aquivalenzrelation R es geht, schreiben wir
nur [x].

Der Index index(R) von R ist die Anzahl der Aquivalenzklassen von R
(kann unendlich sein): index(R) = |{[x] | x € A}| € NU {oc}.

Beispiel: Auf den ganzen Zahlen Z definiert man fiir eine natiirliche Zahl
k > 2 die Aquivalenrelation = durch a = b (a kongruent b modulo k)
genau dann, wenn ein g € Z mit a — b = q - k existiert (siehe Vorlesung
DMI). Dann gilt index(=¢) = k.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beobachtung: Seien R und S Aquivalenzrelationen auf der gleichen
Menge A. Wenn R C S (d.h. aus aR b folgt a S b) dann gilt
index(S) < index(R) (es gelte dabei x < oo fiir x € NU {o0}).

Begriindung: Sei [A]r ([A]s) die Menge der Aquivalenzklassen von R (S).

Wir definieren eine Abbildung f : [A]g — [A]s durch die Vorschrift
f([alr) = [a]s.
Vorsicht: Ist hierdurch f([a]g) eindeutig definiert?

Der Wert f([a]g) darf nicht davon abhdngen, welchen Représentanten wir
fur die Aquivalenzklasse [a]g wahlen.

Genauer: Wir miissen [a]g = [b]Jg = [a]s = [b]s zeigen:

[a]R:[b]R < aRb = aSbh — [a]sz[b]s
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Natiirlich ist f auch surjektiv: Jede Aquivalenzklasse [a]s wird getroffen:
f(la]r) = lals-

Nun gilt fiir beliebige Mengen X und Y: | X| > |Y| genau dann, wenn es
eine surjektive Abbildung f : X — Y gibt (dies ist in der Tat die Definition
von |X| > |Y]).

Also gilt in unsere Situation: index(R) = |[A]r| > |[A]s| = index(S).

Einer der beriihmtesten Satze aus der Automatentheorie ist die folgende
Charakaterisierung der reguldren Sprachen:

Satz von Myhill-Nerode

Sei L eine Sprache. L ist reguldr <= index(R;) < oo
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beweis:
= Sei L regular.
Sei M = (Z,%,0,zg, E) ein DFA mit T(M) = L.

Definiere eine Aquivalenzrelation Ry auf ¥* wie folgt:

~ -~

xRyy <<= 0(z0,x)=0(z,y).

Beachte:
@ Ry ist in der Tat eine Aquivalenzrelation.
e index(Ry) < |Z|
Genauer: index(Rp) = Anzahl der Zusténde, die vom Anfangszustand
erreicht werden kénnen, d.h. index(Ry) = [{0(z0,x) | x € *}|.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Behauptung: Vx,y € Y*(xRyy = xRy y), d.h. Ry C R;.

Beweis der Behauptung:

~ o~

XRuy <= 6(20,x)=0(z0,)
=  VYwe X" (20, xw) = 0(z0, yw)
= YweX:xweTM)=LeyweTM)=1L
<~ xRLy

Die Bemerkung auf Folie 143 zeigt index(R;) < index(Ry) < |Z| < 0.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

<=: Sei index(R;) < 0.
Sei [x1], ..., [xn] eine Auflistung aller Aquivalenzklassen von R;.

Beachte:
o Y =[x]U--U[x]
e Wenn [x] = [y], dann [xa] = [ya] fiir alle a € X:

[x] = [v] xRry

VweX(xwelesywel)
YweXrt(xwels ywel)

Vae ZVw e X¥(xaw € L & yaw € L)
Va e X (xaRy ya)

Va € X [xa] = [ya]

[
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Wir definieren nun den DFA (den sogenannten
Aquivalenzklassenautomaten fiir L)

Mp = ({bal,- ., al}, 25 0 [e] {Iw] | w e L),

wobei §;([xi], a) = [x;a] firalle 1 <i<nund ac€X.
Beachte:
@ Die Menge der Endzusténde {[w] | w € L} ist eine Menge von

Aquivalenzklassen und daher eine Teilmenge der Zustandsmenge
{[x1]; .-, [xn]} (der Menge aller Aquivalenzklassen).

o Die Uberfiihrungsfunktion &, ist wohl-definiert auf Grund der
Bemerkung auf der vorherigen Folie.

e Fiir alle x € T* gilt: gL([s],x) = [x].
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Behauptung: T(M,) = L (dies zeigt dann, dass L regular ist).

Beweis der Behauptung:

X € T(ML)

rreny

or(el, %) € {[w] | w € L}
[x] € {[w] | w € L}

dw e L: [x] = [w]
dweLl: xR w

xelL

SS 2020
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Mit dem Satz von Myhill-Nerode kann man auch zeigen, dass eine Sprache
L nicht regulér ist.

Dazu muss man nur unendlich viele Wérter aus 2" finden, die in
verschiedenen R;-Aquivalenzklassen liegen.

Beispiel 3 fiir Myhill-Nerode-Aquivalenz:

Sei L = {akb* | k >0}

Betrachte die Worter a, aa, aaa, ..., a, ...

Es gilt: —(a' R, &) fiir i # j, denn a’b’ € L und &b’ & L.

Also hat R; unendlich viele Aquivalenzklassen und L ist nicht regular.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Sei M ein DFA mit n Zustdnden. Wir sagen, dass M ein minimaler DFA
fiir die reguldre Sprache L ist, falls

e T(M)=Lund
@ kein DFA M’ mit T(M’) = L und weniger als n Zustinden existiert.

Betrachten wir nochmals den auf Folie 148 konstruierten DFA M;.

Satz

Sei L reguldr und sei M ein beliebiger DFA mit T(M) = L.
@ M, ist ein minimaler DFA fiir L.

@ Sei M ein DFA mit T(M) = L und in dem alle Zusténde vom
Anfangszustand aus erreicht werden kdnnen. Dann gilt:

M ist minimaler DFA fiir L <= R, = Ry.

© Falls M ein minimaler DFA fiir L ist, so kann man M aus M, durch
Umbenennung der Zustidnde bilden.

v
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beweis:
Sei M = (Z,%,dm, 20, E) ein beliebiger DFA mit T(M) = L.

Sei M = ({[xal,- .., [xal}, X, 00, [e], {[w] | w € L}) der
Aquivalenzklassenautomat.

Fiir (1) miissen wir zeigen, dass M, hochstens so viele Zusténde wie M
hat.

Auf Folie 146 haben wir gesehen: index(R;) < |Z]|.
Ausserdem: Anzahl der Zusténde von M; = index(Ry).

Dies zeigt (1).
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Angenommen in M sind alle Zustdnde vom Anfangszustand z, aus
erreichbar, aber M ist dennoch nicht minimal fiir L.

Dann gilt index(R.) < |Z| = index(Rum)
(siehe letzte Bemerkung auf Folie 145).

Also gilt Ry # Rp.
Ist andererseits M minimal fiir L so gilt
|Z| = Anzahl der Zustidnde von M, = index(Ry).

Wegen |Z| = index(R;) < index(Rum) < |Z| (siehe Folie 146 unten) gilt
index(Ry) = index(Rpy) < oo.

Mit Ry C Ry (siehe Folie 146 oben) folgt Ry = R;.
Dies zeigt (2).
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Fiir (3) nehmen wir wieder an, dass M minimal fiir L ist.

Also gilt Ry = R = Ry, und [x1], ..., [xp] sind genau die
Aquivalenzklassen von Ry = R;.

Definiere f : Z — {[x1], ..., [xa]} durch f(z) = {w € £*| SM(ZQ, w) =z}.
Dann ist f eine Bijektion.
AuBerdem gilt:
e f(z9) = [¢] ist der Anfangszustand von M.
o Sei z € Z und sei w € £* so, dass d(z0, w) = z und daher
f(z) = [w]. Dann gilt:
F(Om(z. ) = F(Gu(z0, wa) = we] = 3u([w].2) = 6(F(2). )
ze€ E<= we T(M) < f(z) = [w] ist Endzustand von M,
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Dies bedeutet, dass wir M; aus M bilden konnen, indem jeder Zustand
z € Zin f(z) umbenannt wird.

Oder umgekehrt: M entsteht aus dem Aquivalenzklassenautomat M;
indem jeder Zustand [x;] in f~1([x;]) umbenannt wird. O
Bemerkung: Es gibt also fiir eine reguldre Sprache bis auf Umbenennung
von Zustanden genau einen minimalen DFA.

Der minimale DFA M| fiir eine reguldre Sprache ist sozusagen ein
eindeutiger Reprasentant fiir L.

Nachstes Ziel: Konstruiere den minimalen Automaten M; aus einem
nicht unbedingt minimalen DFA M = (Z, %, 0, zp, E) mit T(M) = L.

Zunichst kdnnen wir voraussetzen, dass jeder Zustand z € Z vom
Anfangszustand zj erreicht werden kann, d.h. Ix € X* : §(zp, x) = z.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Ist ein Zustand z vom Anfangszustand nicht erreichbar, so kdnnen wir z
aus dem DFA entfernen ohne die akzeptierte Sprache zu verdndern.
Beachte: Gibt es eine Kante von z’ nach z, so ist auch z’ nicht von zy aus

erreichbar.
Es gilt:
M nicht minimal fiir L
Folie 151
<~ Rm - Ry (d.h. Rm € R und Ry 75 RL)
= Wyer:i(xy)eR A (x,y) ¢ Ru
Folie 136 Ix,y e X*: g(zo,x),g(z(),y) sind erkennungsaquivalent
A 6(20,)() 7é 6(20,}/)
< dz;,z € Z: z1, 25 sind erkennungsadquivalent und z; # z

Fir die letzte Aquivalenz verwenden wir, dass fiir jeden Zustand z € Z ein

x € X* mit §(z0, x) = z existiert.
SS 2020 156 / 560
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Lésung: wir verschmelzen in M alle erkennungsaquivalenten Zustande.

Um herauszufinden, welche Zustande erkennungsaquivalent sind, markieren
wir alle Zustandspaare {z, z’}, die nicht erkennungsiquivalent sind.

Wir schreiben hier Paare als 2-elementige Teilmengen {z,z'}, da die
Reihenfolge egal ist: {z,2'} = {Z/, z}.

Zunichst sind sicherlich alle Paare {z,z'} mit z € E und z’ ¢ E nicht
erkennungsaquivalent, diese Paare markieren wir zu Beginn.

Angenommen fiir ein Paar {z,z'} existiert ein a € ¥, so dass
{6(z,a),0(2’, a)} nicht erkennungsiquivalent sind.
Dann sind auch {z, z’} nicht erkennungsiquivalent.

Diese Beobachtung erlaubt uns, weitere Paare als nicht

erkennungsaquivalent zu markieren.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Algorithmus Minimalautomat

Eingabe: DFA M (Zustande, die vom Startzustand aus nicht erreichbar
sind, sind bereits entfernt.)
Ausgabe: Mengen von erkennungsaquivalenten Zustanden
@ Stelle eine Tabelle aller Zustandspaare {z,z'} mit z # z' auf.
@ Markiere alle Paare {z,2'} mit z € E und 2’ ¢ E.
© Fiir jedes noch unmarkierte Paar {z,z'} und jedes a € ¥ teste, ob
{6(z,a),d(Z',a)} bereits markiert ist. Wenn ja: markiere auch {z,z'}.
© Wiederhole den vorherigen Schritt, bis sich keine Anderung in der
Tabelle mehr ergibt.

@ Fiir alle jetzt noch unmarkierten Paare {z,z'} gilt:
z und Z’ sind erkennungsiquivalent.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

Erstelle eine Tabelle aller Zustandspaare.

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

S OB~ W

1

2 3 4 5
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

S OB~ W

(1) Markiere Paare von Endzustdnden und Nicht-Endzustinden.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

S OB~ W
N

(2) Markiere {2,4} wegen 6(2,a) =1, 6(4,a) = 6 und {1,6} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

2

3

41 |2

5 3

6|1 |1|1]1]1
1 2 3 4 5

(3) Markiere {3,5} wegen 6(3,a) =1, 6(5,a) = 6 und {1,6} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

S OB~ W

N =N
W w
NI
ol =

(4) Markiere {2,5} wegen 0(2,a) =1, 6(5,a) = 6 und {1,6} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

S OB~ W

N BN
W | W o1

ENJIE
ol =

(5) Markiere {3,4} wegen 6(3,a) =1, 6(4,a) = 6 und {1,6} markiert.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 159 / 560



Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

2

3

4 2|5

5161413

6|1 |1|1]1]1
1 2 3 4 5

(6) Markiere {1,5} wegen 6(1,a) = 3, 6(5,a) = 6 und {3,6} markiert.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 159 / 560



Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

S OB~ W

|| o]~
SN N
W[~ w|o;

ENJIE
ol =

(7) Markiere {1,4} wegen 6(1,a) = 3, 6(4,a) = 6 und {3,6} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

S OB~ W

| =] o] | o
N = o
w| | w| o

ENJIE
ol =

(8) Markiere {1,3} wegen 6(1, b) =2, §(3,b) =5 und {2,5} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

219

3|8

4 | 712|5

5161413

6|1 |1|1]1]1
1 2 3 4 5

(9) Markiere {1,2} wegen 6(1, b) =2, §(2,b) = 4 und {2,4} markiert.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

2 [0
b b ] 38
S s T2
b b () Jas 5643
Y - 6|11 |1][1]1
a (5 )3 12 3 4 5

Die verbleibenden Zustandspaare {2,3} und {4,5} kénnen nicht mehr
markiert werden. ~~ Sie sind erkennungsaquivalent.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Satz (Korrektheit des Minimierungsalgorithmus)

Fiir einen gegebenen DFA M = (Z, %, 4, zg, E) markiert der
Minimierungsalgorithmus ein Paar {z,7'} (z,Z2' € Z, z # Z') genau dann,
wenn z und Z' nicht erkennungsiquivalent sind.

Beweis:

(A) Falls {z,z'} markiert wird, so sind z und z’ nicht
erkennungsaquivalent.

Beweis durch Induktion iiber den Zeitpunkt, zu dem {z, 2’} markiert wird.
Induktionsanfang: {z, 2’} wird zu Beginn markiert, weil z € E und 2/ ¢ E.
Dann sind z und z’ nicht erkennungsiquivalent.

Induktionsschluss: {z, z'} wird irgendwann markiert, weil ein a € ©
existiert, so dass {d(z, a),d(z’, a)} zu einem fritheren Zeitpunkt markiert

wurde.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Nach Induktionshypothese sind 6(z, a) und 6(z’, a) nicht
erkennungsaquivalent.

Dann sind auch z und Z’ nicht erkennungsiquivalent.

(B) Wenn z und Z’ nicht erkennungsiquivalent sind, dann wir {z, 2’}
irgendwann markiert.

Seien z und Z’ nicht erkennungsiquivalent.

~

Sei A(z,Z') die Lange eines kiirzesten Wortes w mit §(z, w) € E und

o~

d(z',w) & E (oder umgekehrt).

Wir zeigen durch Induktion iiber \(z, z'), dass {z, z'} markiert wird.
Induktionsanfang: A(z,z’) =0

Danngilt z€ Eund 2/ ¢ E

Also wird {z, z'} wird zu Beginn markiert.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020

161 / 560



Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Induktionsschluss: Sei A(z,z’) > 0.
Dann gibt es ein Wort au (a € £ und u € £*) mit |au| = A\(z, Z'), so dass

8(z,au) = 6(6(z,a),u) € E, (<, au) =6(5(,a),u) ¢ E

(oder umgekehrt).

Dann sind auch 6(z, a) und 6(Z’, a) nicht erkennungsiquivalent und
\(3(2,3),6(2',3)) < [u] < A(z,2).

Nach Induktionshypothese wird {d(z, a),d(z’, a)} irgendwann markiert.

Also wird auch {z,z'} irgendwann markiert. O
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Hinweise fiir die Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

@ Die Tabelle moglichst so aufstellen, dass jedes Paar nur genau einmal
vorkommt! Also bei Zustandsmenge {1,...,n}:
2,...,nvertikal und 1,..., n— 1 horizontal notieren.

@ Bitte angeben, welche Zustinde in welcher Reihenfolge und warum
markiert wurden!
Im Buch von Schoning werden immer nur Sternchen (x) verwendet,
aber daraus werden bei der Korrektur die Reihenfolge und die Griinde
fiir die Markierung nicht ersichtlich.
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomat

Fiir nicht-deterministische Automaten kann man folgende Aussagen
treffen:
@ Es gibt nicht den minimalen NFA, sondern es kann mehrere geben.

Folgende zwei minimale NFAs erkennen L = ((0]1)*1) und haben zwei
Zustande (mit nur einem Zustand kann L mcht erkannt werden).

Bre -G8

o Gegeben ein DFA M. Dann hat ein minimaler NFA, der T(M)
erkennt, immer hochstens so viel Zustinde wie M, denn M selbst ist
schon ein NFA.

AuBerdem: der minimale NFA kann exponentiell kleiner sein als der

minimale DFA.
Siehe Ly = {x € {0,1}* | |x| > k,das k-letzte Zeichen von x ist 0}.
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Entscheidbarkeit

Wir diskutieren nun, ob es Verfahren gibt, um die folgenden
Fragestellungen bzw. Probleme fiir reguldre Sprachen zu entscheiden.
Dabei nehmen wir an, dass reguldre Sprachen als DFAs, NFAs,
Grammatiken oder regulare Ausdriicke gegeben sind.

Probleme

o Wortproblem: Gilt w € L fiir eine gegebene reguldre Sprache L und
w e ¥X*?

Leerheitsproblem: Gilt L = () fiir eine gegebene regulire Sprache L?
Endlichkeitsproblem: Ist eine gegebene regulire Sprache L endlich?
Schnittproblem: Gilt Ly N Ly = () fiir gegebene regulare Ly, Lp?
Inklusionsproblem: Gilt L; C Ly fiir gegebene regulare Ly, Ly?

Aquivalenzproblem: Gilt L; = L, fiir gegebene regulare Ly, Ly?

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 165 / 560



Entscheidbarkeit

Wortproblem:

Sei L C ¥* eine reguldre Sprache, gegeben durch einen DFA
M= (Z,%,0,2y,E) mit T(M) =1L, und sei w € L*.

Frage: w € L?

Lésung:
Sei w = aja---a, mit a; € .

Verfolge die Zustandsiiberginge von M, die durch die Symbole a1, ..., a,
vorgegeben sind:

z:= 2
for i:=1to ndo
z:=0(z,a))
endfor
if z € E then return(JA) else return(NEIN)
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Entscheidbarkeit

Leerheitsproblem:

Sei M = (Z,%,4,S, E) ein NFA.
Frage: T(M) # (7
L6sung:
Sei G = (Z,—) der gerichtete Graph mit
z—Z <<= ZJaeX:Zed(za).

Dann gilt: T(M) # 0, genau dann, wenn es in dem Graphen G einen (evtl.
leeren) Pfad von einem Knoten aus S zu einem Knoten aus E gibt.

Dies kann z. B. mit Tiefen- oder Breitensuche (siehe Vorlesung
Algorithmen und Datenstrukturen) entschieden werden.
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Entscheidbarkeit

Beispiel 1: Betrachte folgenden Automaten M.

)

o

Der Automat erkennt eine nicht-leere Sprache, wie der folgende Pfad in
dem Graphen G zeigt:
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Entscheidbarkeit

Beispiel 2: Der folgende Automat akzeptiert hingegen die leere Sprache,
das es keinen Pfad in dem Graphen G von 0 nach 3 gibt:
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Entscheidbarkeit

Endlichkeitsproblem:
Sei M =(Z,%,6,S,E) ein NFA.

Frage: Ist T(M) endlich?

L6sung:
Sei G wie auf der vorherigen Folie definiert.
Dann gilt: T(M) ist unendlich, genau dann, wenn es Zustinde zp € S,
z€ Z und z; € E gibt mit:
@ 7y —* z (z ist vom Anfangszustand z, aus erreichbar),

@ z =T z (von z gibt es einen Pfad zuriick nach z mit mindestens einer
Kante, d.h. z liegt auf einem Kreis),

@ z —* z; (von z erreicht man den Endzustand z;).
Dies kann wieder durch Tiefen- oder Breitensuche entschieden werden.
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Entscheidbarkeit

Beispiel: Betrachte wieder den folgenden Automaten M.

a b

Der Automat erkennt eine unendliche Sprache: Der rote Kreis ist von 0 aus
erreichbar und von dem roten Kreis kommt man zum Knoten 4 (dem
Endzustand des NFA).
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Entscheidbarkeit

Schnittproblem:
Seien M; und M> NFAs.

Frage: Gilt T(My) N T(M) = 0?

Lésung:

Konstruiere aus My und M, den Produktautomaten M
(~ T(M)= T(Mi)N T(M,)), siche Folie 120.

Teste, ob T(M) = 0 gilt.
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Entscheidbarkeit

Inklusionsproblem:
Seien My und M, NFAs.

Frage: Gilt T(M;) C T(M,)?

L6sung: Aus M; und M, kénnen wir einen NFA M mit
T(M) = T(My) N T(M;) konstruieren.

Es gilt: T(M;) C T(M,) genau dann, wenn T(M) = .
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Entscheidbarkeit

Aquivalenzproblem:

Seien M; und M, NFAs.
Frage: Gilt T(M;) = T(M,)?

Losung 1:

Es gilt: T(M;) = T(M.) genau dann, wenn T(M;) C T(M,) und
T(My) C T(My).

Losung 2:

Bestimme zu M; (i € {1,2}) einen dquivalenten minimalen DFA N;.

Dann gilt: T(My) = T(Ms) < T(Ni) = T(N2) < Npund Ns sind
isomorph (d.h. kénnen durch Umbenennung der Zusténde ineinander
iberfiihrt werden).
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Entscheidbarkeit

Effizienzbetrachtungen:

Je nachdem, in welcher Darstellung eine reguldre Sprache L gegeben ist,
kann die Laufzeit der oben beschriebenen Verfahren sehr unterschiedlich
ausfallen.

Beispiel: Aquivalenzproblem L; = Ly:
o Ly, L, gegeben als DFAs
~~ Laufzeit O(n?)
o Li, L gegeben als Grammatiken, reguldre Ausdriicke oder NFAs
~ Komplexitat NP-hart

Das bedeutet unter anderem: Es ist nicht bekannt, ob dieses Problem
in polynomieller Zeit Iosbar ist.

Mehr zur Komplexitatsklasse NP und verwandten Fragestellungen ~~
Master Vorlesung Komplexitatstheorie
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Kontextfreie Sprachen

Wir behandeln nun die kontextfreien oder Typ-2-Sprachen.

Wiederholung: Produktionen kontextfreier Grammatiken

Bei kontextfreien Grammatiken haben alle Produktionen die Form A — w,
wobei A € V (d.h., A ist eine Variable) und w € (VU X)™.

Ausnahme (e-Sonderregelung): S — ¢, dann darf das Startsymbol S nicht
auf der rechten Seite einer Produktion vorkommen.

Betrachtete Beispielgrammatiken:
o Grammatik, die korrekt geklammerte arithmetische Ausdriicke erzeugt

@ Grammatik, die Satze der natiirlichen Sprache erzeugt

Ein weiteres Beispiel: die Sprache L = {akb* | k > 0} ist kontextfrei.
Produktionen: S - ¢ | T, T — ab| aTb
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Kontextfreie Sprachen

Anwendungen kontextfreier Sprachen

Hauptanwendung: Beschreibung der Syntax von Programmiersprachen

Viele der hier besprochenen Techniken sind daher interessant fiir den
Einsatz im Compilerbau.

Bemerkung: eine Grammatik, die eine natiirliche Sprache beschreibt, kann
trotz mancher kontextfreier Bestandteile nicht kontextfrei sein, da bei
Sprache viele subtile Kontextabhingigkeiten beriicksichtigt werden miissen.

Bisher ist es auch noch niemandem gelungen eine vollstandige Grammatik
aller korrekten natiirlichsprachigen Satze zu bilden.
Frage: Was ist iiberhaupt ein korrekter Satz?
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Kontextfreie Sprachen

Inhalt des Abschnitts “Kontextfreie Sprachen”

@ Normalformen — wichtig fiir die Anwendung bestimmter
Verfahren/Techniken ist es, eine Grammatik in eine bestimmte
Normalform zu bringen.

@ Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

@ Abschlusseigenschaften — die kontextfreien Sprachen verhalten sich
hier nicht ganz so gutartig wie die reguldren Sprachen.

o Wortproblem — und der Algorithmus, um das Wortproblem zu I6sen
(CYK-Algorithmus)

o Kellerautomaten — das Automatenmodell zu kontextfreien Sprachen
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Normalformen

Wir beschéaftigen uns zundchst noch einmal mit der “e-Sonderregelung”:

Die Definition fiir kontextfreie Grammatiken (mit e-Sonderregelung)
fordert, dass S auf keiner rechten Seite auftauchen darf, wenn S — ¢ als
Produktion vorkommt. AuBerdem diirfen keine weiteren Produktionen der
Form A — ¢ auftauchen.

Was passiert, wenn man diese Bedingungen aufhebt und beliebige Regeln
der Form A — ¢ erlaubt? Kann es dann passieren, dass man eine
nicht-kontextfreie Sprache erzeugt?

Antwort: nein
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Normalformen

Satz (e-freie Grammatiken)

Gegeben sei eine Grammatik G = (V, X, P, S), deren Produktionen alle
von der Form A — w fir Ae V, w € (VU X)* sind.

Dann gibt es eine Grammatik G’ = (V, X, P’,S), deren Produktionen alle
von der Form A — w fir A€ V, w € (VUZX)™" sind, so dass

L(G") = L(G) \ {e}.

Man darf also e-Produktionen beliebig verwenden. Sie verdndern nichts an
der Ausdrucksmachtigkeit kontextfreier Grammatiken.

Beweis:

Sei V. = {Ae€ V| A= ¢} die Menge aller Variablen, aus denen das
leere Wort abgeleitet werden kann.

Die Menge V. konnen wir leicht berechnen!
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Normalformen

Fiir ein nicht-leeres Wort w € (V U X)" definieren wir die Menge von
Wértern F(w) C (VUX)*" wie folgt:

Sei w = wpA1w1 Ay - w,y_1Anw, wobei n >0, Ay,..., A, € Vo und in
dem Wort wows - - - w,, keine Variable aus V. vorkommt. Dann sei

F(w) = {woAT'w1 A3 - - wp_1A"w), | e1,...e, € {0,1}}\ {e}.

wobei A? = ¢ und A} = A

Intuitiv: Alle Worter, die man aus w bilden kann, indem manche (aber
nicht unbedingt alle) Vorkommen von Variablen aus V. geléscht werden,
wobei das leere Wort nicht genommen wird.

Wir kénnen nun die Produktionsmenge P’ der e-freien Grammatik G’ wie
folgt definieren:

P={A=w |3w:(A— w)ePund w € F(w)}.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 181 / 560



Normalformen

Behauptung: L(G') = L(G) \ {¢}

Beweis der Behauptung:

e L(G’) C L(G)\ {e}: Nach Konstruktion von G’ gilt ¢ & L(G’).

Ausserdem gilt fiir jede Produktion (A — w) € P/ von G
A=¢ w.
Dies impliziert L(G’) C L(G) \ {}.

e L(G)\ {e} C L(G’): Durch Induktion iiber die Lange von Ableitungen
zeigen wir fiir alle Nichtterminale A € V und Worter w € ¥ :

A=¢w impliziert A=7 w.

Gelte also A =7 w.
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Normalformen

Wenn (A — w) € P, dann (A — w) € P’ und somit A =%, w.
Angenommen die Ableitung A =7 w hat Lange mindestens 2.

Es muss eine Produktion (A — woAiwiAaws - - Apw,) € P und kiirzere
Ableitungen A; =% u; (1 < i< n) mit w = wourwiuows - - - u,w, geben.

Sei J={i|1<i<n,uj=¢c}.

Sei w' das Wort, dass aus wgAiwiAows - - - A,w, entsteht, indem alle A;
mit i € J durch ¢ ersetzt werden.

Da w # ¢ muss auch w’ # ¢ gelten.
Nach Definition von P’ gilt (A — w') € P'.
Ausserdem gilt nach Induktion: A; =7, u; firalle i € {1,...,n} \ J.

Insgesamt ergibt sich A =7, w. O
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Normalformen

Beispiel: Betrachte die Grammatik G mit den folgenden Produktionen:

S—aABC, A—c|AA, B—e|BbA, C—c¢e|CAc

Es gilt V. ={A,B, C}.
Fiir die (nicht-leeren) rechten Seiten der Grammatik ergibt sich:
F(aABC) = {aABC, aBC, aAC,aAB, aA, aB, aC, a}
F(AA) = {AA A}
e F(BbA) = {BbA, bA, Bb, b}

F(CAc) = {CAc, Ac, Cc,c}
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Normalformen

Beachte: € ¢ L(G). Daher erfiillt die Grammatik G’ mit den folgenden
Produktionen L(G) = L(G'):

S — aABC |aBC |aAC |aAB |aA|aB|aC|a
A — AAJA

B — BbA|bA|Bb|b

C — CAcl|Ac|Cc|c

Bemerkung: Die auf Folie 181 definierte Menge kann bis zu 2”7 Worter
enthalten. Dies kann dazu fiihren, dass die konstruierte Grammatik G’
recht groB wird.
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Normalformen

Wir betrachten nun eine weitere wichtige Normalform:

Definition (Chomsky-Normalform)

Eine kontextfreie Grammatik G mit € ¢ L(G) heiBt in
Chomsky-Normalform (kurz CNF), falls alle Produktionen eine der
folgenden zwei Formen haben:

A — BC A— a

Dabei sind A, B, C € V Variablen und a € ¥ ein Terminalsymbol.

Satz (Umwandlung in Chomsky-Normalform)

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit ¢ & L(G) gibt es eine Grammatik
G’ in Chomsky-Normalform mit L(G) = L(G’).
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Normalformen

Beweis:

Schritt 1:

Auf Grund des Satzes “e-freie Grammatiken” konnen wir davon ausgehen,
dass G keine Produktionen der Form A — ¢ hat.

Schritt 2:

Wir fiihren fiir jedes Terminalsymbol a € ¥ eine neue Variable A, ¢ V
zusammen mit der Produktion A; — a ein.

Dann koénnen wir jedes Vorkommen von a in einer rechten Seite # a durch
A, ersetzen.

Danach haben alle Produktionen die Form A — a oder A — A;--- A, mit
a€ X, n>1und Variablen Ay,..., A,
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Normalformen

Schritt 3: Elimination von Kettenregeln.

Wir eliminieren nun alle Produktionen der Form A — B fiir Variablen A, B
(Kettenregeln) wie folgt:

Fiir jede Variable A fiigen wir die Produktion A — « hinzu, falls « keine
Variable ist und eine Variable B mit A =* B — « existiert.

Dannach koénnen wir alle Kettenregeln weglassen.

Alle Produktionen haben nun die Form A — a oder A — Ay --- A, mit
a€ X, n>2und Variablen Ay,..., Ap.
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Normalformen

Schritt 4: Elimination von Produktionen der Form A — A;--- A, mit
n> 3.

Sei A — A;p--- A, eine Produktion mit n > 3.
Wir fiihren neue Variablen By, ..., B,_1 ein und ersetzen die Produktion

A — A;--- A, durch die folgenden Produktionen:

A= AiBy, Bi—AB1(2<i<n-2), Bs1— A_1A,
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Normalformen

Beispiel: Sei
G=({S,A},{a,b,c},P,S)

mit folgender Produktionenmenge P:

S — aAb

A — SlaaSc|e
Wir wandeln G in CNF um.
Schritt 1: Wir machen G e-frei.
Dies ergibt die Produktionen

S — aAb|ab
A — S| aaSc
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Normalformen

Schritt 2: Dies ergibt die Produktionen

S = AJAAL | AJAp
A — S|AASA.
A, — a
A, — b
Ac — ¢
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Normalformen

Schritt 3: Elimination von Kettenregeln.

Die einzige Kettenregel unserer Grammatik ist A — S. Deren Elimination
liefert die folgenden Produktionen:

S = AJAAL | AJAp

A — AJAAL | AJAp | AJALSAC
A, — a
A, — b
Ac — ¢
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Normalformen

Schritt 4: Elimination von Regeln der Gestalt A — A1 --- A, mit n > 3.

S — AiB|AA
A — A,B|AAy| AC
B — AAp
C — A;SA.
A, — a
A, — b
Ac — ¢
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Normalformen

Schritt 4: Elimination von Regeln der Gestalt A — A;--- A, mit n > 3.

S — AiB|AA

A — A,B|AA| AC
B — AA,

Cc — A,D

D — SA:

A, — a

Ap —

Ac — ¢
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Normalformen

Definition (Greibach-Normalform)

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) mit € ¢ L(G) ist in
Greibach-Normalform, falls alle Produktionen aus P folgende Form haben:

A— aBiB, ... By mit kK >0

Dabei sind A, By, -, Bx € V Variablen und a € ¥ ein Alphabetsymbol.

Die Greibach-Normalform garantiert, dass bei jedem Ableitungsschritt
genau ein Alphabetsymbol entsteht.

Sie ist niitzlich, um zu zeigen, dass Kellerautomaten (d.h., Automaten fiir
kontextfreie Sprachen) keine e-Uberginge brauchen.

Satz (Umwandlung in Greibach-Normalform)

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit ¢ € L(G) gibt es eine Grammatik
G’ in Greibach-Normalform mit L(G) = L(G).
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Normalformen

Beweis: Sei G = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit ¢ ¢ L(G).

Voriiberlegung:

Angenommen in P gibt es fiir eine Variable A die folgenden Produktionen:
A= Aay |- [Aak | B | Be

Hierbei sind a1,...,ax, f1,...,8¢ € (VUX)* und S, ..., B¢ beginnen
nicht mit A.

Dann kann man mit diesen Produktionen genau die gleichen Satzformen
erzeugen wie mit

A= B[ Bel BB |- | BB
B—>a1|~-|ak|a18]~~]ak8.

Mit beiden Regelsitzen lassen sich alle Satzformen aus

(Bul -1 Be)(ea |-+ [ o)

erzeugen.
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Normalformen

Sei nun Ay, ..., An eine beliebige Aufzdhlung aller Variablen von G.

Schritt 1: Mit dem Algorithmus auf der nachsten Folie formen wir G in
eine dquivalente kontextfreie Grammatik um, in der fiir alle Produktionen
der Form A; — «a gilt:

a=afmtack,feV odera=A;Bmit)>i3ec V"

0O.B.d.A. kdnnen wir davon ausgehen, dass G in Chomsky-Normalform ist.
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Normalformen

for i :=1to mdo
forj:=1to/—1do
for all (A; — Aja) € P do

Seien Aj — (1 | - -+ | By alle Regeln mit linker Seite = A;.
P:=(PU{A; = Bia|--- | Bna}) \ {Ai = Aja}
endfor
endfor

if es gibt Produktionen der Form A; — A;a then
Wende die Transformation aus der Voriiberlegung auf A; an
(dabei wird eine neue Variable B; eingefiihrt).
endif
endfor
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Normalformen

Nach Schritt 1 sind insbesondere alle Produktionen mit linker Seite = A,
von der Form A, > aa mita€ L, a € V*.

Schritt 2: Der folgende Algorithmus erzwingt, dass alle Produktionen mit
linker Seite A; rechts mit einem Terminalsymbol beginnen.

for i := m—1 downto 1 do
forall (A; — Aja) € P mit j > i do

Seien Aj — B1 | --- | By alle Regeln mit linker Seite = A;.
P := (PU{A,‘—)ﬂla | |,6’,,oz})\{A,-—>Ajoz}
endfor
endfor

Nach Schritt 2 sind alle Produktionen mit linker Seite = A; (1 </ < m) in
Greibach-Normalform.

Aber: Die in Schritt 1 eingefiihrten Produktionen fiir die neuen Variablen
B; kénnten nicht in Greibach-Normalform sein.
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Normalformen

Sei B; — Aja eine solche Regel, die die Greibach-Normalform verletzt.
Seien Aj — f1 | - -+ | Bk alle Produktionen mit linker Seite = A;.
Dann beginnen f31,..., Bk mit Terminalsymbolen.

Ersetze B; — Aja durch B; = fra | -+ - | Bra.

Nun ist die Grammatik in Greibach-Normalform. O
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Normalformen

Beispiel: Sei G die Grammatik in CNF mit folgenden Produktionen:
Al — A2A3
A2 — A3A1 ’ b
A3 — A1A2 ’ a.
In Schritt 1 wird nur die Produktion A3 — A1 A im Durchlauf i = 3 wie
folgt ersetzt:
@ Bei j =1: A3 — A2A3A2
@ Bei j =2: A3 — A3A1A3A2 | bA3A2
Nun wird eine neue Variable Bs eingefiihrt, und die Produktionen

Az — A3A1A3A2 | bA3A, | a
werden ersetzt durch
As — bA3AB3 | aBs | bAsA; | a
Bs — A1A3AxB3 | A1AsA,.
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Normalformen

Wir haben also nach Schritt 1 folgende Grammatik vorliegen:
Al — AA;s
A — AsA1|b
As — bA3AB3 | aBs | bAsAy | a
By — A1A3AxB3 | A1AsA;.

Beachte: Alle Produktionen fiir A3 beginnen in der Tat mit einem
Terminalsymbol auf der rechten Seite.

Nach Schritt 2, Durchlauf i = 2:

A1
Az
A3
B3

L1

1

AxAs3

bA3A2B3AL | aBsAr | bAsAsAL | aA; | b
bA3A2B; | aBs | bAsA, | a

ArAsAsBs | ALAsA;
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Normalformen

Nach Schritt 2, Durchlauf i = 1:

A1
Az
A3
B3

L1l

bAsAsBsALAs | aBsALAs | bA3AsALAs | aAAs | bAs
bAsAsBsAr | aB3A1 | bA3AA; | aA; | b

bAsAsBs | aBs | bAsAs | a

A1A3AxBs | A1A3A;

Nun muss noch in den rechten Seiten der Bs-Produktionen A; durch die
rechten Seiten von A; ersetzt werden:
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Normalformen

A1
Az
A3

Ll bl

bA3AsB3A1As | aB3A1As | bAsA AL As | aA1As | bAs
bA3A;B3A; | aB3Ay | bAsAxA; | aA; | b

bA3A;Bs | aBs | bAsAz | a

bA3ABsAL AsAsAxBs | aB3A1AsAsArBs | bAsAzALAsAsALBs |
aA1AsAsA2Bs | bA3A3AxBs | bA3A; B3A1AsAsA, |
aB3A1AsAsAz | bAsAL AL A3AsA; | aA1AsAsAy | bAsAsAs
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Normalformen

Bemerkung zum leeren Wort ¢: Mit Grammatiken in
Chomsky-Normalform bzw. Greibach-Normalform lassen sich nur
kontextfreie Sprachen L mit € ¢ L erzeugen.

Hat man nun eine kontextfreie Grammatik G mit € € L(G) vorliegen, so
kann man wie folgt vorgehen:
@ Konstruiere aus G eine kontextfreie Grammatik G’ mit
L(G") = L(G) \ {e} (siehe Satz auf Folie 180).
@ Wandle G’ in eine Grammatik G” in Chomsky-Normalform bzw.
Greibach-Normalform um.
Sei S das Startsymbol von G” und seien S — a1 | -+ | i, alle
Produktionen in G” mit linker Seite = S.
@ Nimm ein neues Startsymbol S’ und fiige zu G” die Produktionen
S"—=elay || aphinzu.
Fiir die resultierende Grammatik H gilt L(G) = L(H), und bis auf die
Produktion S’ — ¢ sind alle Produktionen in H in

Chomsky-Normalform bzw. Greibach-Normalform.
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Pumping-Lemma

Weitgehend analog zu reguldren Sprachen kann man nun ein
Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen zeigen.

Die fiir reguldre Sprachen und endliche Automaten geltende Aussage

Jedes ausreichend lange Wort durchlauft einen Zustand des Automaten
zweimal.

wird dabei ersetzt durch

Auf einem Pfad des Syntaxbaums, der die Ableitung eines ausreichend
langen Wortes durch eine kontextfreie Grammatik darstellt, kommt eine
Variable mindestens zweimal vor.
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Pumping-Lemma

Was bedeutet hier “ausreichend langes Wort"?

Die Beantwortung dieser Frage hangt davon ab, in welcher Form sich die
Grammatik befindet.

Wir nehmen an, sie befinde sich in Chomsky-Normalform.

Dann gilt: Syntaxbdume sind (bis auf die unterste Schicht der Blatter)
immer Binarbaume (aufgrund der Produktionen der Form A — BC).

Fiir Bindrbaume gilt nun:

Lemma (Lange von Pfaden in Bindrbdumen)

Sei B ein Bindarbaum (d.h., jeder Knoten in B hat entweder null oder zwei
Kinder) mit mindestens 2% Blittern.

Dann hat B einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt, der aus
mindestens k Kanten und k + 1 Knoten besteht.
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Pumping-Lemma

Beweis: Induktion iliber k.
Induktionsanfang: k = 0.
Sei B ein Binirbaum mit mindestens 2° = 1 Blittern.

Dann hat B einen Pfad, der aus mindestens einem Knoten (namlich der
Waurzel) besteht.

Induktionsschluss: k > 0.
Sei B ein Binirbaum mit mindestens 2kt1 = 2k 4 2k Blsttern.

Seien v; und v» die beiden Kinder der Wurzel, und seien B; und B, die
Binarbaume mit Wurzel v; bzw. vy

/N

Vi V2

B B
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Pumping-Lemma

Dann muss B; oder B, mindestens 2% Blitter haben: Hitte sowohl B als
auch B, echt weniger als 2% Blitter, dann hitte der Baum B echt weniger
als 2k 4 2k = 2k+1 BJjtter.

0.B.d.A. habe B; mindestens 2 viele Blitter.

Nach Induktionshypothese gibt es in B; einen Pfad von der Wurzel vy zu
einem Blatt mit mindestens k Kanten und k + 1 Knoten.

Indem wir zu diesem Pfad die Kante von der Wuzel nach vy hinzufiigen,
erhalten wir in B einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt mit
mindestens k + 1 Kanten und k 4+ 2 Knoten. O
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Pumping-Lemma

Sei nun G = (V,X, P,S) eine Grammatik in Chomsky-Normalform mit
k = |V/| vielen Variablen.

Sei weiter z € L(G).
o Wenn |z| > 2K, dann hat jeder Syntaxbaum fiir z offensichtlich
mindestens 2k Blitter.

@ Betrachte einen Syntaxbaum fiir w und entferne die mit den
Terminalsymbolen beschrifteten Bltter.
Dies ergibt einen Bindrbaum T.

@ Betrachte einen langsten Pfad in T von der Wurzel zu einem Blatt.

@ Das Lemma von Folie 207 impliziert, dass dieser Pfad mindestens
k41 > |V| viele Knoten hat.

@ Also kommt auf dem Pfad eine Variable A mindestens zweimal vor
(wir sprechen von einem Doppelvorkommen im folgenden).
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Pumping-Lemma

Syntaxbaum fiir ein Wort z mit |z| > n = 2k
n ist hier die “Konstante des Pumping-Lemmas".

Binarbaum

| Ebene der Blatter
(letzter Ableitungsschritt)

Wort z
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Pumping-Lemma

Ein langster Pfad hat mindestens k + 1 innere Knoten.

Wort z
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Pumping-Lemma

Auf diesem Pfad gibt es eine Variable, die zweimal auftaucht, etwa A.

\/)>

Wort z

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 211 / 560



Pumping-Lemma

Das Wort z wird nun in fiinf Teilworter u, v, w, x, y aufgespalten:
@ w wird aus dem unteren A abgeleitet: A =* w

@ vwx wird aus dem oberen A abgeleitet: A =* vAx =* vwx

S
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Pumping-Lemma

Damit erhdlt man drei ineinander enthaltene Teil-Syntaxbdume, die man
neu zusammenstecken kann.
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Pumping-Lemma

Durch Weglassen des mittleren Teilbaums erhdlt man einen Syntaxbaum fiir
uwy. Damit gilt: uwy € L(G).
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Pumping-Lemma

Durch Verdoppeln des mittleren Teilbaums erhdlt man einen Syntaxbaum
fiir uv?wx?y. Damit gilt: uv?wx?y € L(G).

S
\\A\\ |
u v ky
[ .
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Pumping-Lemma

AuBerdem kann man fiir v, w, x folgende Eigenschaften verlangen:
lvwx| < n= k-

Wir kénnen annehmen, dass wir das am weitesten unten liegende
Doppelvorkommen einer Variable gewahlt haben, d.h., das
Doppelvorkommen mit der groBten Tiefe.

Das kann dadurch erreicht werden, dass ein Pfad maximaler Lange von
unten nach oben verfolgt wird, bis ein Doppelvorkommen entdeckt wird.
Demnach ist der Abstand des oberen A zur Blattebene hochstens k und

der darunter hingende Binirbaum hat hochstens 2% Blitter.
s
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Pumping-Lemma

lvx| > 1:

Seien B, C die beiden Kinder des oberen A. Dann geht das untere A
entweder aus B oder C hervor. Die jeweils andere Variable muss — da die
Grammatik in Chomsy-Normalform ist — ein nicht-leeres Wort ableiten.
Und dieses Wort ist ein Teilwort von v oder von x.

S
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Das Pumping-Lemma

Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen:

Satz (Pumping-Lemma, uvwxy-Theorem)

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine Zahl n, so dass sich alle
Worter z € L mit |z| > n zerlegen lassen als z = uvwxy, so dass folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

Q |w| >1,
Q |vwx| < n,
O fiir alle i > 0 gilt: uv/'wx'y € L.

Dabei geht n = 2 aus der Anzahl k der Variablen einer kontextfreien
Grammatik in CNF fiir L hervor.
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Pumping-Lemma

Anwendung des Pumping-Lemmas:
Wir zeigen, dass die Sprache L = {a™b™c™ | m > 1} nicht kontextfrei ist.

@ Wir nehmen eine beliebige Zahl n an.

@ Wir wahlen ein Wort z € L mit |z| > n. In diesem Fall eignet sich
z=2a"p"c".

© Wir betrachten nun alle moglichen Zerlegungen z = uvwxy mit den
Einschrankungen |vx| > 1 und |vwx| < n.

Wegen |vwx| < n gilt, dass vx nicht aus a's, b'c und c¢'s bestehen

kann, denn es kann sich nicht iiber den gesamten b-Block erstrecken.
@ Wir wahlen fiir alle diese moglichen Zerlegungen i = 2 und betrachten

uv?wx?y. Wegen der obigen Uberlegungen sind nun ein oder zwei

Alphabetsymbole gepumpt worden, mindestens eines jedoch nicht.

Damit ist klar, dass uv?wx?y nicht in L liegen kann, denn jedes Wort

in L hat gleich viele a's, b's und c's.
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Pumping-Lemma

Man kann auch fiir folgende Sprachen zeigen, dass sie nicht kontextfrei
sind:

L; = {0P| pist Primzahl}

L, = {0"| nist Quadratzahl}

L3 = {0 |n>0}
Die Sprachen L1, Ly, L3 sind alle unér, d.h., sie sind Sprachen iiber einem
einelementigen Alphabet: L1, L, L3 CX* mit [£| =1

Fiir undre Sprachen gilt sogar folgender Satz (ohne Beweis).

Satz (unédre kontextfreie Sprachen)

Jede kontextfreie Sprache iliber einem einelementigen Alphabet ist bereits
regular.
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Abschlusseigenschaften

Abgeschlossenheit

Die kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen unter:

o Vereinigung (L1, Lo kontextfrei = L; U Ly kontextfrei)
@ Produkt/Konkatenation (L1, L kontextfrei = LjL, kontextfrei)
@ Stern-Operation (L kontextfrei = L* kontextfrei)
Die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen unter:
@ Schnitt

e Komplement
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Abschlusseigenschaften

Abschluss unter Vereinigung

Wenn L; und L, kontextfreie Sprachen sind, dann ist auch L; U L
kontextfrei.

Begriindung: Seien
G1=(V1,%,P1,51), G=(Va, %, P2, %)

kontextfreie Grammatiken, 0.B.d.A. gelte Vi N Vo = 0.

Dann ist
G = (V1U VQU{S},Z,P]_UPQU{S — 5,5 — 52},5)

eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L(G1) U L(Gp).
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Abschlusseigenschaften

Abschluss unter Produkt/Konkatenation

Wenn L; und L, kontextfreie Sprachen sind, dann ist auch LiL,
kontextfrei.

Begriindung: Seien
G1=(V1,L,P1,51), G=(V2, L, P2, %)

kontextfreie Grammatiken, 0.B.d.A. gelte V; NV, = ().

Dann ist
G = (Vl UuW, U {5},2, PLUPU {5 — 5152},5)

eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L(G1)L(G).
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Abschlusseigenschaften

Abschluss unter der Stern-Operation

—

Wenn L eine kontextfreie Sprache ist, dann ist auch L* kontextfrei.

Begriindung: Sei
G1 = (V1, %, P1, 51)

eine kontextfreie Grammatik.

Dann ist
G=(ViU{S}HL L, PLU{S =¢S5 — 55}5)

eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L(Gy1)*.
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Abschlusseigenschaften

Kein Abschluss unter Schnitt

Es gibt kontextfreie Sprachen L; und Ly, so dass L N Ly nicht kontextfrei
ist.

Gegenbeispiel: Die Sprachen
Ly = {db<ck|j>0,k>0}
L, = {abd|j>0,k>0}
sind beide kontextfrei (L wird z.B. durch eine Grammatik mit den
Produktionen S — aS | A, A — ¢ | bAc erzeugt).
Fiir ihren Schnitt gilt jedoch

L1 N Ly ={a"bkck | k >0},

und diese Sprache ist — wie mit dem Pumping-Lemma gezeigt wurde —

nicht kontextfrei.
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Abschlusseigenschaften

Kein Abschluss unter Komplement

Es gibt eine kontextfreie Sprache L, so dass L = ¥*\L nicht kontextfrei ist.

Begriindung:

Nehmen wir an, die kontextfreien Sprachen wiren unter Komplement
abgeschlossen und seien L; und L kontextfrei. Wegen

leLQZEUTQ

(Regel von de Morgan) wire dann auch Ly N Ly kontextfrei.

Dies ist ein Widerspruch zum Gegenbeispiel auf der vorherigen Folie.
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Der CYK-Algorithmus

Wir kennen bereits ein Verfahren, mit dem man das Wortproblem fiir G
[6sen kann, wobei G eine Typ-1-, Typ-2- oder Typ-3-Grammatik sein kann
(Folie 36).

Im wesentlichen: Aufzdhlen aller Worter bis zu einer bestimmten Lange.

Da dieses Verfahren jedoch exponentielle Laufzeit (in der Lénge des
Wortes) haben kann, betrachten wir hier ein effizienteres Verfahren fiir
kontextfreie Grammatiken: den CYK-Algorithmus

(entwickelt von Cocke, Younger, Kasami).

Voraussetzung: die Grammatik ist in Chomsky-Normalform, alle
Produktionen haben also die Form A — a oder A — BC.
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Der CYK-Algorithmus

Idee: Gegeben sei ein Wort x € *. Wir wollen feststellen, aus welchen
Variablen es abgeleitet werden kann.

o Méglichkeit 1: x = a € ¥, d.h., x besteht aus einem einzigen
Alphabetsymbol.

Dann kann x nur aus Variablen A abgeleitet werden, fiir die es eine
Produktion A — a gibt.

o Moglichkeit 2: x = a1 ---a, mit n > 2.

In diesem Fall gilt: Zunachst muss eine Produktion A — BC
angewandt werden, dann muss ein Teil a; - - - ay des Wortes aus B
und der andere Teil ax;1---a, aus C abgeleitet werden (1 < k < n).
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Der CYK-Algorithmus

Moglichkeit 2 138t sich schematisch folgendermaBen darstellen:

A

RN

B C

dy...dg dk4+1-..dp
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Der CYK-Algorithmus

Es ist jedoch nicht klar, wo das Wort x geteilt werden muss, d.h., wie groB3
die Position k ist!

Daher: Probiere alle moglichen k's durch. Das heiBt:
Gegeben ein Wort x = a; -+ - a,.
Fiir alle k mit 1 < k < n mache Folgendes:

@ Bestimme alle Variablen V4, aus denen sich a7 - - - a, ableiten l3sst.
@ Bestimme alle Variablen V5, aus denen sich a1 - - - a, ableiten lasst.

o Stelle fest, ob es Variablen A, B, C gibt mit (A— BC) e P, Be V\;
und C € Ws.
In diesem Fall lasst sich x aus A ableiten .
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Der CYK-Algorithmus

Um Mehraufwand zu vermeiden, verwenden wir die Methode der
dynamischen Programmierung, das heiBt:
@ berechne zuerst alle Variablen, aus denen sich Teilworter der Lange 1
ableiten lassen,
@ berechne dann alle Variablen, aus denen sich Teilworter der Lange 2
ableiten lassen,

°

@ zuletzt berechne alle Variablen, aus denen sich x ableiten 13B8t. Falls
sich die Startvariable S unter diesen Variablen befindet, so liegt x in
der von der Grammatik erzeugten Sprache.
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Der CYK-Algorithmus

Notation: Wir bezeichnen mit x;; das Teilwort von x, das an der Stelle
beginnt und die Lange j hat.

X=ai1---ap == Xjj=aj - dj+j-1

Damit sieht das obige Bild folgendermaBen aus:

N

X1,k Xk+1,n—k
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Der CYK-Algorithmus

Wir bezeichnen mit T;; die Menge aller Variablen, aus denen sich x; ;
ableiten |3sst:

T’-’j:{A€V|A:>*GX,"j}

Fiir j > 2 |asst sich T;; aus den Mengen T, mit k < j folgendermaBen
bestimmen:

T.i={A|3(A—>BC)eP31<k<j:BeTi,und CE Tiprjr}
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Der CYK-Algorithmus

Praktische Ausfithrung des CYK-Algorithmus:

Wir tragen die Variablenmengen T;; in folgende Tabelle ein:

al az e dp—1 ap
j - 1 T171 T271 e e Tn_171 Tn>1
j - 2 T1_2 Tg_]g e e Tn_172

j=n—1 |T1,1Ton1

j =n TL"
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Der CYK-Algorithmus

FolgendermaBen lasst sich veranschaulichen, welche Variablenmenge
welches Teilwort ableitet:

1 1 | ' | L
Woar i a |\ a3 1 as 1 a 1 a
T " I 1 1 I I
1 1 1 ! ! X 1 "
j=1 |0 Tz Tax 0 Tan ) Tax ! Tsaoo) Tepo
g -z ’ J .
i B
I " [ //
J=2 | Tip Tog.o7 Tsp.n" Tyao < Tsp -7
I I s //
J=3 | Tis i Tz T33.-" Ta3.-
T
1 ! e L7
J=4 | Twa ' Toa-" T34 .-
: | ///
I P’
=5 | Tis Tas .~
| L7
! .
Jj=6 | T .-~
|

SS 2020 231 / 560

Markus Lohrey (Un



Der CYK-Algorithmus

ay a a3 a a &
j=1 To1
j=2

=8

j=4

j=5 | T

Jj=6 | T

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

X = aj1dagasasas ’ de

(A— BC) e P,
B e T1’5, Cc T6,1 = A€ 7—1,6
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Der CYK-Algorithmus

a a a a3 as  a
j=1

j=2 Ts2
j=3

J=4 | Tia

j=5

j=6 | T
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(A— BC) € P,
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Der CYK-Algorithmus

a a a3 a a5 ag
j=1

j=2

j=3 | T Ts3

j=4

=5

Jj=06 | T
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(A= BC) € P,
B ¢ T1,3, Ce T4,3 = Ac 7—1,6

SS 2020 232 / 560



Der CYK-Algorithmus

a a a3 a a5 ag
j=1

J=2 | T

j=3

j=4 T34

=5

Jj=06 | T
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X = aijar ’ d3d4asde

(A— BC) € P,
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Der CYK-Algorithmus

ay a a3 a a &
j=1 [T

j=2

=8

j=4

=8 Tos

Jj=6 | T
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Der CYK-Algorithmus

Beispiel 1: Betrachte eine Grammatik fiir die Sprache
L = {akb*c/ | k,j > 0} mit folgenden Produktionen:

S = AB
A — ab|aAb
B — c|cB

Wir zeigen mittels des CYK-Algorithmus, dass aaabbbcc € L gilt.
Zunichst miissen wir die Grammatik in Comsky-Normalform iiberfiihren.

Dies ergibt die Grammatik auf der nachsten Folie.
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a b b b c c
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C—)AAb Ac — C
B—c|AB
a a a b b b c c
j= As | A | As | Ap | Ap | Ap | B, Ac B,Ac\
J::
j=
j=4
j:
j=6
J::
j=
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = As | As | A | A | Ap | Ap | B,Ac | B, Ac ‘
i=2[0
j:
j=4
j:
Jj=206
j:
j:
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Ay | As | A | A | Ap | Ap | B, Ac BvAc‘
Jj= 0|0
j:
j=4
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Ay | As | A | A | Ap | Ap | B, Ac BvAc‘
j=2[0 [0 A
j:
j=4
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Aa | Aa | Aa | A | Ap | Ap | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= 010 ALD
j:
j=4
j:
j=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
Jj= oro]AlO |0
j:
j=4
j:
j=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp Ac— ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc‘
Jj= 01 0olALO 0D
j:
j=4
j:
j=6
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc‘
Jj= 01 o0LALOD|[ 0|0 B
j:
j=4
j:
j=6
j:
j:
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc‘
Jj= 01 oLALTOD| 0|0 B
= 0
j=4
j:
j=6
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = As | As | A | Ap | Ap | Ap | B, Ac BvAc‘
Jj= O 0OLALTOD| 0|0 B
i= 0
j=4
j:
j=6
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Aa | Aa | Aa | Ab | Ap | A | B/ AC BvAc‘
= 0O 0]AlO]O]0 B
Jj= 0|0
j=4
j:
j=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Aa | As | Aa | Ab | Ap | A | B/ AC BvAc‘
= Ol Oo]AlO]O]0 B
Jj= 0|0
j=4
j:
j=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC A, — b
C — AAp Ac— ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j= As | A | As | A | Ap | Ap | B, Ac B,AC\
j= 010 lALO 0|0 B
j= 010 |cC
j=4
j:
j=6
J::
J=o |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Aa | Aa | As | Ab | Ap | A | B/ AC BvAc‘
J= OToTATO]O]0 B
Jj= 010l cC
j=4
j:
Jj=206
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Ay | As | As | A | Ap | Ap | B, Ac BvAc‘
J= 01T o0[ATO[0]0 B
Jj= 0ol Cl0
j=4
j:
Jj=206
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Ay | As | As | Ap | Ap | Ap | B, Ac BvAc‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0ol Cl0
j=4
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Ay | As | A | A | Ap | Ap | B, Ac | B, Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= Ol o]l Ccl o0
j=4
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Ay | As | A | A | Ay | Ap | B,Ac | B, Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= Ol o]l Ccl o0
j=4
j:
J=6
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Ay | As | A | A | Ap | Ap | B,Ac | B, Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Ccliol00
j=4
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
J = Ay | As | As | A | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Ccliol00
j=4
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j — Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= OO Ccliol0|0
j=4[7
j:
Jj=206
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j — Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
Jj= O oLALTD| 0|0 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4[0
j:
Jj=206
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j — Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= oL Ccliol0|0
j=4[0
j:
Jj=206
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
= Ol Oo]AlO]O]0 B
Jj= oo CclLolo0]0
j=41 0 [
j:
Jj=206
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | As | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
= O O]ATO]O]0 B
Jj= oroCclLolo0|0
j=41 0 [
j:
Jj=206
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | A.C Ap— b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j — Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= OO0 Ccliol00
j=41 0 A
j:
Jj=206
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
= Ol Oo]AlO]O]0 B
Jj= oroCclLolo0]0
Jj=41 0| A0
j:
Jj=206
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | As | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
= Ol o]AlO]O]0 B
Jj= oroCclLolo0|0
Jj=41 0| A0
j:
Jj=206
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S — AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= As | As | As | Ap | Ap | Ay | B,Ac | B, Ac ‘
= Ol Oo]AlO]O]0 B
Jj= oroCclLolo]0
Jj=41 0| A0
j:
Jj=206
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Ccliol0|0
j=410 | A0 |0
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
J= Ol olATO]TO]D B
Jj= 0oL Cliol00
j=410 | A0 |0
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= OO0 Ccli o000
j=410 | A0 |0
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac B7 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= OO0 Ccli o000
j=4| 0 Al O]O]O
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Ccliol00
j=4| 0 Al O]O]O
j:
J=6
j:
J=8 |
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O] O]O
i= 0
J=6
j:
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
J= Ol olATO]TO]0 B
Jj= OO Ccliol0|0
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J=6
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
Jj= 01 oLALTOD| 0|0 B
Jj= OO0 Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
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J=6
j:
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp Ac— ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
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Der CYK-Algorithmus
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Der CYK-Algorithmus
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Der CYK-Algorithmus
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Der CYK-Algorithmus
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Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Olo]AlO |00 B
Jj= OO0 Ccli o000
j=4| 0 Al O]O]O
j= 01 Ccl0
j=6
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O] O]O
j= 01 Ccl0
j=6
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac B7 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O] O]O
Jj= [} cC| 0 0
J=6
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Ccliol0|0
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
J=6
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= Aa | As | Aa | Ap | Ap | Ay | B,AC | B, Ac ‘
J= OToTATO]O]0 B
Jj= oroCclLolo0]0
j=4| 0| A[O] O] 0
Jj= [} cC| 0 0
Jj=6
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
J=6
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= 01 cloilo
j=6|10
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O] O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6|10
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= Lo Ccliol00
j=41 0 A 0 0 [}
Jj= [} cC| 0 0
j=6|10
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
] = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
Jj= 01 oLALTOD| 0|0 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O0O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6|10
j:
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | A.C Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=41 0 A 0 0 [}
Jj= 0l Cclolo
j=6] A
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab 87 Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=41 0 A 0 0 [}
Jj= 0l Cclolo
j=6] A [
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=41 0 A 0 0 [}
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A [
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Ccliol00
j=41 0 A 0 0 [}
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A [
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= O 0OLALTOD| 0|0 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O] O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A [
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=41 0 A 0 0 [}
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A [
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac B7 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=41 0 | A0 [} 0
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 0
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=41 0 | A0 [} 0
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 0
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Ccliol00
j=41 0 | A0 [} 0
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 0
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Olo]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=41 0 | A0 [} 0
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 0
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
.j = Aa Aa Aa Ab Ab Ab Ba Ac 87 Ac ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=41 0 | A0 [} 0
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 0
j:
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
j=715
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= 01 cloilo
j=6] A 0 ]
j=715
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= OO0 Ccli o000
j=4| 0 Al O] O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
j=715
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= OO Ccliol0|0
j=4| 0 Al O] O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
j=715
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 oLALTOD| 0|0 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 0
j=715
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
j=715
J=8 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC B7AC ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
i= S0
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= 0l Cclolo
j=6] A 0 ]
i= S0
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Ccliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
i= S0
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= oL Ccliol0|0
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
i= S0
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
Jj= Aa | Aa | Aa | A | Ap | Ap | B,Ac | B, Ac ‘
Jj= 01 0]ALTO]0O]0 B
Jj= Ol CclI0]0]0
j=41 0 A0 0[O0
Jj= [} cC| 0 0
j=6| A | 0 0
=7 S |0
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp Ac — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
i= S0
j:

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC B7AC ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
i=71 S0
i= 0

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
i=71 S0
Jj=815|

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Ccliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= 01 cloilo
j=6] A 0 ]
i=71 S0
Jj=815|

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
i=71 S0
Jj=815|

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= OO Ccliol0|0
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
i=71 S0
Jj=815|

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap— b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
Jj= 01 oLALTOD| 0|0 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 0
i=71 S0
j=815 |

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

S —+ AB A, — a
A— AAp | AC Ap — b
C — AAp A — ¢
B—c|AB
a a a b b b c c
j: Aa Aa Aa Ab Ab Ab BaAC BvAc ‘
i= Ol o0]AlO |00 B
Jj= 0oL Cliol00
j=4| 0 Al O]O]O
Jj= [} cC| 0 0
j=6] A 0 ]
i= S0
Jj=815|

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 234 / 560



Der CYK-Algorithmus

Beispiel 2: Betrachte eine Grammatik mit folgenden Produktionen:

5 AD | FG
SE | BC
BC

AF | a
BG|CG|b
a

b

C

O ™ > "M m©o
A A

+

Frage: Sei x = aabcbc. Gilt x € L?

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 235 / 560



Der CYK-Algorithmus

Hier ist die Tabelle, die sich mit dem CYK-Algorithmus ergibt
(Sie sollten dies iiberpriifen):

a a b c b c
j=1]AFJ]AF|BG]| C |BG]| C |
j=2| F S |D,E| G | D,E
j=31] S S
j=4 S
j=5| S D
j=61| S
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Der CYK-Algorithmus

Komplexitat des CYK-Algorithmus

Sei n = |x| die Lange des Wortes, das untersucht wird. Die GroBe der
Grammatik wird als konstant angesehen. Dann gilt:

o O(n?) Tabellenfelder miissen ausgefiillt werden.

o Fiir das Ausfiillen jedes Tabellenfeldes miissen bis zu O(n) andere
Felder betrachtet werden.

(Fur Ty,, miissen beispielsweise die Felder T; ,—1, T 1 und
Tin—2, Th—12und ...und Ty 1, To ,—1 betrachtet werden. Insgesamt
n — 1 Paare von Feldern.)

Daher ergibt sich insgesamt als Zeitkomplexitit: O(n3).

Die Zeitkomplexitat ist noch polynomiell, aber fiir das Parsen groBer
Programme eigentlich nicht mehr geeignet.
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Kellerautomaten

Was ist ein geeignetes Automatenmodell fiir kontextfreie Sprachen?

Analog zu reguldren Sprachen suchen wir hier ein Automatenmodell fiir
kontextfreie Sprachen.

Antwort: Kellerautomaten, d.h., Automaten, die mit einem zusatzlichen
Keller ausgestattet sind.

v

Nutzen eines solchen Automatenmodells

Manche Konstruktionen und Verfahren lassen sich besser mit Hilfe des
Automatenmodells durchfiihren (anstatt auf Grammatiken).

@ Wortproblem: Wir werden herausfinden, dass das Wortproblem unter
bestimmten Umstinden effizienter als in Zeit O(n3) geldst werden
kann.

@ Abschlusseigenschaften: Abschluss der kontextfreien Sprachen unter

Schnitt mit reguldren Sprachen l&dsst sich gut mit Kellerautomaten
zeigen.
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Kellerautomaten

Wir betrachten die Sprache
L={a1ay---as%a, - axa1 | a; € A}

mit ¥ = AU {$}.

Ein endlicher Automat kann diese Sprache deshalb nicht erkennen, weil er
sich keine beliebig langen Woérter der Form ajaz - - - a, “merken” kann.

Er miisste sich aber solche Wérter merken, um die Ubereinstimmung mit
dem Wortteil nach dem $ zu iiberpriifen.
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Kellerautomaten

Um ein Automatenmodell fiir kontextfreie Sprachen zu erhalten,
o fiihren wir daher einen Keller oder Pushdown-Speicher ein, auf dem
sich eine beliebig lange Sequenz von Zeichen befinden darf.

@ Beim Einlesen eines neuen Zeichens darf das oberste Zeichen des
Kellers gelesen und folgendermaBen verdandert werden:

o Entweder bleibt der Keller unverandert oder
o das oberste Zeichen des Kellers wird entfernt und durch eine (evtl.
leere) Sequenz von Zeichen ersetzt.

An anderen Stellen darf der Keller nicht gelesen oder verandert
werden.
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Kellerautomaten

Schematische Darstellung eines Kellerautomaten:

el i|n|lglal|b]|e

Kellerautomat

Keller

F O W >

I« Kellerbodenzeichen
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Kellerautomaten

Sei A ={a,b,c,d} und L ={a1az---a,%a,---axa1 | a; € A}.

Ein Kellerautomat erkennt diese Sprache folgendermaBen:

Ein Wort w wird von links nach rechts eingelesen.

Solange $ noch nicht erreicht ist, wird jedes eingelesene Symbol als
GroBbuchstabe auf den Keller gelegt (a ~~ A, b~ B, ...).

Wenn $ eingelesen wird, bleibt der Keller unverandert.

AnschlieBend wird fiir jedes neu eingelesene Zeichen Uberpriift, ob der
passende GroBbuchstabe auf dem Keller liegt. Dieser wird dann
entfernt.

Falls irgendwann keine Ubereinstimmung festgestellt wird, blockiert
der Kellerautomat.

Falls immer Ubereinstimmung herrscht, wird schlieBlich auch das
Kellerbodenzeichen # entfernt, und der Automat akzeptiert mit
leerem Keller.
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Kellerautomaten

alc|lal|d|$|d|a|c]|a

ﬁ%

Kellerautomat
Zustand 1
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Kellerautomaten

alclald|$|d

a
Kellerautomat
Zustand 1
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Kellerautomaten

alc|lal|d|$|d|a|c]|a

ﬁ%

Kellerautomat

Zustand 1 T_‘:
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Kellerautomaten

alclald]|$

d| a

Cc a
Kellerautomat
Zustand 1 “—[ A
C
A
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Kellerautomaten

alc|lal|d|$|d|a|c]|a

Kellerautomat ﬁ

Zustand 1

F | >0 > O
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Kellerautomaten

alc|lal|d|$|d|a|c]|a
Kellerautomat ﬁ
Zustand 2

F | >0 > O
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Kellerautomaten

alc|lal|d|$|d|a|c]|a

Kellerautomat
Zustand 2 “—[

#* > 0 >
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Definition (Kellerautomat)

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat M ist ein 6-Tupel
M= (Z,%,T,0,z,#), wobei
@ Z die endliche Menge der Zustande,
e Y das endliche Eingabealphabet (mit ZN X = (),
o [ das endliche Kelleralphabet,
zg € Z der Startzustand,
§: Zx (ZU{e}) x T = P(Z x I'*) die Uberfiihrungsfunktion und

# € [ das unterste Kellerzeichen oder Kellerbodenzeichen ist.

e o o

Bemerkungen:

@ Po(Z x I'*) bezeichnet die Menge aller endlichen Teilmengen von
ZxTI*.
@ Abkiirzung: KA oder PDA (pushdown automaton).
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o Wir betrachten die Uberfiihrungsfunktion
0: Zx (ZU{e}) xT = P(Z xTF)

Falls (z/, By - - - Bk) € §(z, a, A), so bedeutet das:
e wenn im Zustand z das Eingabesymbol a gelesen wird und das Zeichen
A als oberstes auf dem Keller liegt, dann
o wird A vom Keller entfernt und durch By - - - By ersetzt (B liegt
zuoberst) und der Automat geht in den Zustand z’ iiber.
Es kann auch a = ¢ gelten. In diesem Fall wird kein Eingabesymbol
eingelesen. Wir sprechen dann von einer e-Transition.
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Wir betrachten verschiedene Fille von Werten der Uberfiihrungsfunktion 4

(Z',e) € §(z,a,A)

@ Zeichen a wird gelesen.

@ Zustand indert sich von z nach Z'.

@ Symbol A wird vom Keller entfernt:
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(Z,B) € §(z,a,A)

@ Zeichen a wird gelesen.

@ Zustand indert sich von z nach Z'.

A
o Symbol A auf dem Keller wird [ [
durch B ersetzt:
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(Z/,A) € 6(z,a,A)

@ Zeichen a wird gelesen.

@ Zustand indert sich von z nach Z'.

@ Symbol A bleibt auf dem Keller:
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(', BA) € §(z,a,A)

@ Zeichen a wird gelesen.

@ Zustand indert sich von z nach Z'.

Symbol B wird neu auf den Kel- {
ler gelegt:
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(z/,B1---Bg) € 6(z,a,A)

@ Zeichen a wird gelesen.

@ Zustand indert sich von z nach Z'.

Symbol A wird durch mehrere [
neue Symbole ersetzt:
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@ Zu Beginn einer jeden Berechnung enthilt der Keller genau das
Kellerbodenzeichen #.

@ Der Keller ist nicht beschrankt und kann beliebig wachsen. Es gibt
unendlich viele mogliche Kellerinhalte, das unterscheidet
Kellerautomaten von endlichen Automaten.

@ Die von uns betrachteten Kellerautomaten akzeptieren immer mit
leerem Keller (in diesem Fall gibt es auch keine
Ubergangsmaglichkeiten mehr). Es gibt aber auch andere Varianten
von Kellerautomaten, die mit Endzustand akzeptieren.
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Beispiel:
PDA fir L = {ajay---ap%a,---aza; | n>0,a1,...,a, € {a,b}}:
M = ({217 22}7 {37 b, $}7 {#7 A, B}7 57 21, #)7

wobei d folgendermaBen definiert ist (wir schreiben (z, a, A) — (2, x), falls
(Z/,x) € §(z, a, A)).

71,AA) (z1,a,B) — (z1,AB)

(z1,a,#) — (21, A#) (21,8, A) — (

(Zl,b,#) — (Zl,B#) (Zl,b7 A) — (Zl,BA) (Zl,b, B) — (Zl,BB)
(21,8, #) = (22, #) (z1,%,A) = (z2,A) (21,%,B) — (2, B)
(z2,8,A) = (z2,¢) (z2, b, B) — (z2,¢) (z2,8,#) — (22,¢)
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Definition (Konfiguration eines PDA)

Eine Konfiguration eines PDA ist ein Tripel k € Z x ¥* x I'*.

Bedeutung der Komponenten von k = (z,w,y) € Z x £* x '™
@ z € Z ist der aktuelle Zustand des PDA.
@ w € X* ist der noch zu lesende Teil der Eingabe.

@ v € [* ist der aktuelle Kellerinhalt. Dabei steht das oberste
Kellerzeichen ganz links.
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Uberginge zwischen Konfigurationen ergeben sich aus der
Uberfiihrungsfunktion 4:

Definition (Konfigurationsiiberginge eines PDA)
Es gilt

(z,aw, Ay) F (2, w, By -+ Bi),
falls (z/,By--- Bk) € 6(z,a,A), und es gilt

(z,w,Ay) (', w, By Bi),
falls (z/,B1--- Bk) € 0(z,¢, A).

Hierbei ist v € [* eine beliebige Folge von Kellersymbolen, w € ¥*, a € ¥,
und z,7/ € Z.

Im ersten Fall wird ein Zeichen der Eingabe gelesen, im zweiten jedoch
nicht.
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Wir definieren F* als die reflexive and transitive Hiille von .

Damit kann jetzt die von einem PDA akzeptierte Sprache definiert werden:

Definition (Akzeptierte Sprache eines PDA)

Sei M = (Z,%,T,06,zy,#) ein PDA. Dann ist die von M akzeptierte
Sprache:

N(M) = {x € ¥* | (20, x,#) " (z,¢,¢) fiir ein z € Z}.

Das heiBt die akzeptierte Sprache enthilt alle Worter, mit Hilfe derer es
moglich ist, den Keller vollstandig zu leeren.

Da Kellerautomaten jedoch nicht-deterministisch sind, kann es auch
Berechnungen fiir dieses Wort geben, die den Keller nicht leeren.
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Folgende Folge von Konfigurationsiibergdngen zeigt, dass der
Kellerautomat von Folie 252 das Wort ab$ba akzeptiert.

(z1,ab$ba,#) b (z1, b%ab, A#) wegen (z1, a, #) — (z1, A#)
F (z1,$ba, BA#) wegen (z1, b, A) — (z1, BA)
F (22, ba, BA#) wegen (z1,9%, B) — (2, B)
F (22,8, A#) wegen (22, b, B) — (z2,¢)
F (z2,e,#) wegen (z2,a,A) — (22,¢)
F (z2,¢,¢) wegen (z2,e,#) — (z2,€)
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Ein weiteres Beispiel: ein PDA fiir die Sprache

L={aiaz---apan---a2a1 | n>0,a1,...,a, € {a, b}}.

Idee: anstatt auf das Zeichen $ zu warten, kann sich der Automat
nicht-deterministisch entscheiden, in den Zustand z, (= Keller abbauen)
tiberzugehen, sobald das aktuelle Zeichen auf dem Band mit dem Zeichen
auf dem Keller iibereinstimmt (oder wenn der Keller leer ist).
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Verinderte Uberfithrungsfunktion & (3. Zeile ist gedndert):

(z1,a,#) — (21, A#) (z1,8,A) = (z1,AA) (z1,a,B) — (z1,AB)
(21, b,#) — (21, B#) (21, b,A) — (Zl, BA) (21 b B) — (Zl, BB)
(z1,6,#) = (z0,#) (21,8, A) = (z2,¢) (21, b, B) (22,¢)
(z2,a,A) = (22,¢) (z2,b,B) — (z2,¢) (z2,8,#) — (22,¢)

Anmerkung: dieser Kellerautomat ist (im Gegensatz zum vorherigen)
nicht-deterministisch, d.h., eine Konfiguration kann mehrere mégliche
Nachfolger haben. (Und mdoglicherweise enden einige Konfigurationsfolgen
als Sackgassen und fiihren nicht dazu, dass der Keller geleert wird.)

Beispiel: Kellerautomat erhilt die Eingabe aabbaa.
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Folgende Folge von Konfigurationsiibergdngen zeigt, dass diese Eingabe
akzeptiert wird:

(z1, aabbaa, #) + (z1, abbaa, A#) wegen (z1, a, #) — (z1, A#)
F (z1, bbaa, AA#) wegen (z1,a, A) — (z1, AA)
F (z1, baa, BAA#) wegen (z1, b, A) — (z1, BA)
F (22, aa, AA#) wegen (z1, b B) — (z2,¢)
F (22,8, A#) wegen (22,3, A) — (22,¢)
F (z,e,#) wegen (22, a, A) — (z2,¢)
F (z,¢e ) wegen (22,5 ) = (z2,¢)
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Beachte: Es gibt auch viele andere mogliche Berechnungen, bei denen der
Keller am Ende nicht leer ist, wie z.B.

(z1, aabbaa, #) +

(
= (
= (
= (
= (
= (

71, abbaa, A#)
71, bbaa, AA#)
71, baa, BAA#)

71, aa, BBAA#)
71, a, ABBAA#)
71,6, AABBAA#)

wegen (z1, a, #) — (z1, A#)
wegen (z1, a, A) — (z1, AA)
wegen (z1, b, A) — (z1, BA)
wegen (z1, b, B) — (z1, BB)
wegen (z1,a, B) — (21, AB)
wegen (z1, a A) — (21, AA)

Solche Berechnungen dndern jedoch nichts mehr an der Tatsache, dass das

Wort aabbaa akzepti

ert wird.

Hierfiir geniigt die Existenz der einen Berechnung auf der vorherigen Folie
bei der nach Lesen der Eingabe der Keller leer ist.
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Wir miissen nun noch zeigen, dass man mit Kellerautomaten wirklich
genau die kontextfreien Sprachen akzeptieren kann.

Satz (kontextfreie Grammatiken — Kellerautomaten)

Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es einen PDA M mit
L(G) = N(M).
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Beweisidee:

@ Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen,
dass G in Greibach-Normalform ist.

@ Wir simulieren eine Ableitung von G, indem wir den Keller zur
Abspeicherung derjenigen Variablen, fiir die noch etwas abgeleitet
werden muss, verwenden.

© Eine Produktion A — aA; --- A, wird wie folgt simuliert:

Falls a das nachste Eingabesymbol ist und auf dem Keller oben A
liegt, kann A durch A; --- A, ersetzt werden.

©Q Wenn die komplette Eingabe gelesen wurde, und der Keller
gleichzeitig leer ist, dann wurde eine komplette Ableitung fiir das
Eingabewort simuliert.
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Formaler: Zunichst nehmen wir an, dass ¢ & L(G).

Dann kénnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass G = (V,X,P,S) in
Greibach-Normalform ist.

Wir definieren den PDA
M= ({z},£,V,d,z05)
mit folgender Uberfiihrungsfunktion: Fiir A€ V und a € X sei
8(z,a,A) ={(z,A1--Am) | (A— aA1---Ay) € P}

Beachte:
@ M hat nur einen Zustand (z).
@ M hat keine e-Transitionen.
@ Das Startsymbol S von G ist das Kellerbodenzeichen.
@ Da G in Greibach-Normalform ist, sind alle Produktionen in P von
der Form A — aA1---Anmit m>0, AJA1,...,An € Vundac X.
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Falls ¢ € L(G) gilt, kénnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass bis auf die
Produktion S — ¢ alle Produktionen von G in Greibach-Normalform sind.

Wir fiigen dann zu dem auf der vorherigen Folie definierten PDA noch die
Transition §(z,&,S) = (z,¢) (die einzige e-Transition) hinzu.

Dann gilt wie gewiinscht L(G) = N(M).
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Alternative Konstruktion:

Wir kénnen auch direkt aus einer beliebigen kontextfreien Grammatik
G=(V,X,P,S) einen PDA M mit L(G) = N(M) konstruieren.

Definiere den PDA M = ({z},X, VUX, 4, z, S) mit einem Zustand z und
Kelleralphabet V U L.

Uberfiihrungsfunktion 4:

iz,e,A) ={(z,a) | (A= a) e P} firAc V

d(z,a,a) ={(z,¢)} firaec X
Mit Produktionen vom ersten Typ werden Ableitungsschritt auf dem Keller
ohne Lesen der Eingabe simuliert.

Mit Produktionen vom zweiten Typ wird ein Symbol der Eingabe mit dem
Keller verglichen.

Beachte: M hat e-Produktionen.
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Wir betrachten folgende kontextfreie Grammatik mit dem zweielementigen
Alphabet X = {[,]}, die korrekte Klammerstrukturen erzeugt:

S [S]S |«

Aufgabe: wandle diese Grammatik in einen Kellerautomaten um und
akzeptiere damit das Wort [[]][]

Wir verwenden die Konstruktion von Folie 265:
@ Zustandsmenge = {z}
o Kelleralphabet = {[,], S}
o Kellerbodenzeichen = S
o Uberfiihrungsfunktion:

6(z,&,5) = {(z.¢),(z,[5]9)}
i(z,a,a) = {(z,¢)}
Links finden Sie eine Ableitung des Worts [[]][] mit der Grammatik,

rechts steht die entsprechende Berechnung des obigen Kellerautomatens:
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5=[5]s (z,[{1111,5) (=, [1I111, [S19)

= (2, [1111. 515)

= [[5]S]S = (2, [1111,[515]9)
= (21111, 51515)

= [[15]S = (z,]1111,1515)
= (][], 515)

= [[1]S = (z]11,19)
= (z[],9)

= [[11[S]S = (z,[],1519)
- (z,],519)

= [[111]S = (z,1,15)
F(z,¢,5)

= [[111] F(z,¢,¢€)
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Nun geht es darum zu zeigen, dass es zu jedem Kellerautomaten eine
entsprechende kontextfreie Grammatik gibt.

Das ist die schwierigere Richtung.

Satz (Kellerautomaten — kontextfreie Grammatiken)
Zu jedem Kellerautomaten M gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit
N(M) = L(G).
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Beweisidee:

@ Wir wollen beschreiben, welche Waérter man durch Abbauen eines
bestimmten Kellersymbols akzeptieren kann. Die vom Automaten
akzeptierte Sprache besteht niamlich aus allen Wértern, die man
durch Abbauen von # erzeugen kann.

“Abbauen” bedeutet: zwischendurch diirfen weitere Symbole auf den
Keller gelegt werden, aber zuletzt muss der Keller um dieses eine
Symbol kiirzer geworden sein.

@ Die zu erstellende kontextfreie Grammatik besitzt Variablen der Form
(z1, A, z2) mit der Bedeutung:

Aus (z1, A, z2) kann man genau die Worter ableiten, die der
Kellerautomat einliest, wenn er im Zustand z; startet, A vom Keller
abbaut und im Zustand z, aufhort.
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Hohe
des Kellers
A liegt —T Erstes Unterschreiten
auf dem Keller |- der urspriinglichen
(KA im Zustand z;) Kellerhshe
e (KA im Zustand z)
I
Eingelesenes Teilwort Eingelesene
(kann aus (z1, A, 22) Eingabesymbole

abgeleitet werden)

Zwischendurch kann A durch ein anderes Symbol ersetzt werden. Die
urspriingliche Kellerhdhe wird jedoch nicht unterschritten.
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Formale Bedeutung der Symbole (z1, A, z):

(z1,A,22) =" x <= (z21,x,A) " (z2,¢,¢)

Gegeben sei ein Kellerautomat M = (Z,%,T, 0, z9, #).

Wir definieren eine Grammatik G = (V, X, P, S) wie folgt
(siehe nichste Folie):
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e Variablen: V ={S}UZxTlxZ
(Eigene Startvariable und Variablen der Form (z;, A, 2))

@ Produktionen haben folgende Form:

S —

(z,AZ) —

(z,AZ) —

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

(20, #, 2) firalleze Z

(Entfernen des Kellerbodenzeichens)

a falls (z/,¢) € 6(z, a, A)
(Symbol A kann — bei Einlesen

von a — sofort entfernt werden)

a (217 Bl, 22)(22, Bz, 23) s (Zk, Bk, Z/)

fir alle (z1,B1--- Bx) € 0(z,a,A), z2,...,zk € Z
(Symbol A wird durch By ... By ersetzt, diese
miissen liber Zwischenzustinde zi, ..., zx

entfernt werden.)
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Beispiel: Wir betrachten den Kellerautomaten

M = ({z1, 2}, {a, b}, {A, #},6, 21, %)

mit folgender Uberfiihrungsfunktion 4:

(z1,6,#) — (2,¢)
(z1,8,#) — (21,AA)
(21, a, A) — (21, AAA)
(z1,b,A) — (22,¢)
(z2,b,A) — (22,¢)

Es gilt: N(M) = {a"b*" | n > 0}.

Aufgabe: Umwandlung von M in eine kontextfreie Grammatik.
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S = (z,#,21)
S = (z,#,22)
(z1,#,22) — ¢
(z1,A,z2) — b
(z22,A,z2) — b
(z1,#,2z1) — a(zlaA>zj)(Zij’Zi)
(z1,A,z)) — a(z1, A z)(z, A zi)(2k, A, zi)

Die letzten beiden Produktionen sind dabei fiir alle i, j, k € {1,2}
vorhanden.

Insgesamt hat die Grammatik also 17 Produktionen.
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Bemerkung zu den Umwandlungen
“Kontextfreie Grammatik <> Kellerautomat”:

Zu jedem Kellerautomaten M gibt es immer einen dquivalenten
Kellerautomaten M" mit nur einem Zustand und ohne e-Transitionen (falls

e & N(M)).
© Wandele M zunichst in eine kontextfreie Grammatik G um.

@ Wandle dann G in eine kontextfreie Grammatik G’ in
Greibach-Normalform um.

© Wandle schlieBlich G’ in einen Kellerautomaten M’ um.

Es wird ausgenutzt, dass bei der Umwandlung einer Grammatik (in
Greibach-Normalform) in einen Kellerautomaten immer nur Automaten
mit einem Zustand und ohne e-Transitionen konstruiert werden.
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Wir betrachten nun eine Unterklasse von Kellerautomaten, die dazu

verwendet werden konnen, Sprachen deterministisch und damit effizient zu

erkennen.

Definition (deterministischer Kellerautomat)

Ein deterministischer Kellerautomat M ist ein 7-Tupel
M= (Z,%,T,0,zy,#, E), wobei

e (Z,X,I,6,z2,#) ein Kellerautomat ist,
@ E C Z eine Menge von Endzustanden ist, und

o die Uberfiihrungsfunktion 6: Z x (Z U {e}) x I — Pe(Z x T*) in

folgendem Sinne deterministisch ist:

Firalleze Z, ac X und A e gilt:

6z, 3, A)| + 16(z, £, A)| < 1.

v
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Unterschiede zwischen Kellerautomaten und deterministischen
Kellerautomaten:

@ Deterministische Kellerautomaten haben eine Menge von
Endzustanden und akzeptieren mit Endzustand — und nicht mit
leerem Keller.

Bei deterministischen Kellerautomaten ist dies ein Unterschied, fiir
nicht-deterministische Kellerautomaten sind beide
Akzeptanzmoglichkeiten gleichwertig.

o Fiir jeden Zustand z und jedes Kellersymbol A gilt:

e entweder gibt es hochstens einen e-Ubergang )
o oder es gibt fiir jedes Alphabetsymbol héchstens einen Ubergang.
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Konfigurationen und Uberginge zwischen Konfiguration bleiben jedoch
gleich definiert.

Konfigurationsfolgen werden jedoch zu linearen Ketten, d.h., es gibt immer
hochstens eine Folgekonfiguration.

Diese Tatsache wird dann fiir die effiziente Losung des Wortproblems
ausgenutzt.
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Definition (akzeptierte Sprache bei det. Kellerautomaten)

Sei M = (Z,%,T,9, zy, #, E) ein deterministischer PDA. Dann ist die von
M akzeptierte Sprache:

D(M) ={x € X* | (20, x,#) F* (z,e,7) firein z € E, y € [*}.

Vergleiche mit der Definition fiir nicht-deterministische Kellerautomaten!
Bei deterministischen Kellerautomaten ist folgendes anders:

@ Der erreichte Zustand z muss ein Endzustand sein.

o Es darf ein Kellerinhalt « iibrigbleiben.
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Definition (deterministisch kontextfreie Sprachen)
Eine Sprache heiBt deterministisch kontextfrei genau dann, wenn sie von
einem deterministischen PDA akzeptiert wird.

Beispiele:
e Die Sprache L = {a1ay...a,%a,...a2a1 | a; € A} ist deterministisch
kontextfrei (siehe den entsprechenden PDA).
o Die Sprache L = {ajay...apa,...a2a1 | a; € A} ist jedoch nicht
deterministisch kontextfrei (ohne Beweis).
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Beachte: A priori folgt aus der Definition von deterministisch kontextfreien
Sprachen nicht sofort, dass deterministisch kontextfreie Sprachen auch
kontextfrei sind (Akzeptanz mit Endzusténden versus leeren Keller).

Dies ist aber der Fall: Aus einem deterministischen PDA
M= (Z,%,T,0,z,#, E) konstruieren wir einen (nicht-deterministischen)
PDA M' = (ZU{z},zr}, X, T U{#'}, 0", 2, #'), wobei gilt:
5/(2(,)1 &, #,) = {(ZO’ ##,)}
5(z,a,A) = d(z,a,A) falls (z€ Z\ EoderacX), AcT
d(z,a, A)U{(zf,e)} fallsze E,a=¢e,AeT
§(z,e,#') = {(zr,¢)} falls z€ E
5(z. e, A) = {(zf,€)} falls A e T U {#'}

Dann gilt: N(M') = D(M).
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Die Konstruktion auf der vorherigen Folie zeigt auch, wie man einen
(nicht-deterministischen) PDA, der mit Endzustinden akzeptiert, in einen
(nicht-deterministischen) PDA, der mit leeren Keller akzeptiert,
umwandelt.

Umgekehrt kann man einen (nicht-deterministischen) PDA

M= (Z,%,T,0,2zp,#), der mit leeren Keller akzeptiert, in einen
(nicht-deterministischen) PDA, der mit Endzustinden akzeptiert, wie folgt
umwandeln:

Sei M = (ZU{zy, z¢}, Z, TU{#'}, &, 20, #',{z}), wobei gilt:

5/(267 &, #/) = {(207 ##I)}
§(z,a,A) =6(z,a,A) falls ze Z, ac T U{e}, AeT
5z, e, #") = {(zr,¢)} firalle z€ Z

Dann gilt: N(M") = N(M).
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Weitere Bemerkungen:

o Effizienz: Mit Hilfe von deterministischen Kellerautomaten hat man
jetzt ein Verfahren zur Losung des Wortproblems, das die
Komplexitat O(n) hat. Hierbei ist n die Linge des Eingabewortes.

Dazu lasst man einfach den Automaten auf dem Wort arbeiten und
iiberpriift ob man in einen Endzustand gelangt.

@ Deterministisch kontextfreie Grammatiken: Da die Syntax von
Sprachen einfacher mit Hilfe von Grammatiken als mit Hilfe von
Kellerautomaten definiert werden kann, ist es notwendig, die zu
deterministischen Kellerautomaten passende Klasse von
deterministisch kontextfreien Grammatiken zu definieren.

Da dies nicht ganz einfach ist, gibt es hierzu mehrere Ansitze. Der
bekannteste davon sind die sogenannten LR (k)-Grammatiken (siehe
Compilerbau und Syntaxanalyse).

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 283 / 560



Deterministisch kontextfreie Sprachen

Die Abschlusseigenschaften bei deterministisch kontextfreien Sprachen
sehen etwas anders aus als bei kontextfreien Sprachen.

Satz (Abschluss unter Komplement)

Wenn L eine deterministisch kontextfreie Sprache ist, dann ist auch
L = ¥*\L deterministisch kontextfrei.

Wir verzichten hier auf den recht technischen Beweis.
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Kein Abschluss unter Schnitt

Es gibt deterministisch kontextfreie Sprachen L; und L,, so dass L1 N L,
nicht deterministisch kontextfrei ist.

Begriindung:

Die Beispiel-Sprachen aus dem Argument, dass die kontextfreien Sprachen
unter Schnitt nicht abgeschlossen sind, sind sogar deterministisch
kontextfrei, ihr Schnitt jedoch noch nicht einmal kontextfrei:

L, = {dbkck|j>0k>0}
L, = {ab*cd|j>0,k>0}
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Kein Abschluss unter Vereinigung
Es gibt deterministisch kontextfreie Sprachen Ly und L, so dass L3 U L,
nicht deterministisch kontextfrei ist.

Begriindung:
Aus dem Abschluss unter Vereinigung und Komplement wiirde auch der
Abschluss unter Schnitt folgen (wegen Ly N Ly = L1 U Ly).
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Man hat jedoch sehr wohl Abschluss unter Schnitt mit reguldren Sprachen:

Satz (Abschluss unter Schnitt mit reguldren Sprachen)

Sei L eine deterministisch kontextfreie Sprache und R eine regulare
Sprache. Dann ist L N R eine deterministisch kontextfreie Sprache.

Beweisidee: (analog der Kreuzprodukt-Konstruktion fiir NFAs)
Sei M = (Zy,%,T, 61,25, #, E1) ein deterministischer PDA fiir L.
Sei A= (2, %,6,23, Ep) ein DFA fiir R.

Konstruktion eines deterministischen PDA M’ fiir LN R:
M/ = (Zl X Z2a Za r7 5,7 (Z(:)lazg)a #a El X E2)

Hierbei ist die Uberfiihrungsfunktion & wie folgt definiert ist:
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

5((21, 22)7 a, A) = {((Z{, Zé)v By Bk) | (Zillv By--- Bk) € 51(21’ 37A)7
02(z2,a) = Zp,a€ X}

5((z1,22),6,A) = {((z,22),B1--Bk) | (21, By Bk) € 61(z1,¢,A)}

Beachte: Die so definierte Uberfiihrungsfunktion erfiillt die in der
Definition von deterministischen PDAs gestellten Voraussetzungen. O
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Nochmal Abschlusseigenschaften

Mit der gleichen Technik und unter Ausnutzung der Tatsache, dass fiir
allgemeine (nicht-deterministische) Kellerautomaten die Akzeptanz mit
leerem Keller gleichméchtig zur Akzeptanz mit Endzustand ist, lasst sich

auch folgendes zeigen:

Satz (Abschluss unter Schnitt mit reguldren Sprachen II)

Sei L eine kontextfreie Sprache und R eine reguldre Sprache. Dann ist
LN R eine kontextfreie Sprache.
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Entscheidbarkeit

Wir betrachten nun noch Probleme fiir kontextfreie Sprachen und stellen
fest, ob sie entscheidbar sind, d.h., ob es entsprechende Algorithmen zu
ihrer Losung gibt.

Wortproblem fiir eine kontextfreie Sprache L

Gegeben w € ¥*.
Gilt w € L7

Ist die kontextfreie Sprache L durch eine kontextfreie Grammatik in
Chomsky-Normalform gegeben, so kann das Wortproblem mit dem
CYK-Algorithmus in O(|w|3) Zeit geldst werden.

Ist L deterministisch kontextfrei und durch einen deterministischen PDA
gegeben, so kann das Wortproblem fiir L sogar in Zeit O(n) gel6st werden.
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Entscheidbarkeit

Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen

Gegeben eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S).
Gilt L(G) = 07

Bestimme die Menge
W={AcV|IweX A= w}

aller produktiven Variablen (Variablen mit denen ein Terminalwort
abgeleitet werden kann):
W:={AeV|aweX:(A—w)e P}
W =0
while W' # W do
W .=w
W=Wu{AeV|awe(ZUW)":(A— w) e P}
endwhile
Dann gilt: L(G) #0 < Se W.
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Entscheidbarkeit

Endlichkeitsproblem fiir kontextfreie Sprachen

Gegeben eine kontextfreie Grammatik G = (V, %, P, S).
Ist L(G) endlich?

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir davon ausgehen, dass G
in Chomsky-Normalform ist.

Wir definieren einen Graphen (W, E) auf der Menge W der produktiven
Variablen (siehe vorherige Folie) mit folgender Kantenrelation:

E={(AB)eWx W |3CeW:(A— BC) e P oder (A— CB) € P}

Behauptung: [L(G)|=cc <= JA€ W :(S5,A) € E* und (A A) € ET.
Beachte: (B, C) € E* (bzw. (B, C) € E™) bedeutet, dass es einen Pfad
(bzw. einen nicht leeren Pfad, d.h. einen Pfad mit mindestens einer Kante)
von B nach C in der bindren Relation E gibt. (B, B) € E* gilt immer!
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Entscheidbarkeit

“<":Sei A€ W so, dass (S,A) € E* und (A, A) € ET.

Dann existieren in G Ableitungen der Form:
S =% uAy, A =& vAx, A=cw
mit u,v,w,x,y € 2*.

Also gilt S =% uviwxiy € ¥* fur alle i > 0.
g G

Da in der Ableitung A =>§ vAx mindestens ein Ableitungsschritt gemacht
wird, und G in Chomsky-Normalform ist, muss vx # ¢ gelten.

Also ist {uviwx'y | i > 0} ist unendlich, weshalb L(G) unendlich ist.
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Entscheidbarkeit

“=": Sei L(G) unendlich.
Sei n die Konstante aus dem Pumping-Lemma (= 2/V!) und sei z € L(G)
mit |z| > n (so ein Wort z gibt es, wenn L(G) unendlich ist!)

Im Beweis des Pumping-Lemmas haben wir gesehen, dass eine Variable A
existiert mit Ableitungen S =7 uAy, A =% vAx, und A =7 w, wobei
Z = uvwxy.

Also ist A produktiv: Ae W.

Die Ableitungen S =* uAy und A =* vAx (genauer, der Pfad im
Syntaxbaum von der Wurzel S bis zum zweiten Vorkommen von A) zeigen,
dass (S,A) € E* und (A, A) € ET gilt. O
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Entscheidbarkeit

Beispiel:

Sei G die Grammatik in Chomsky-Normalform mit den Produktionen

S —» AC
A — BC
B — CA|b
C — a

In diesem Fall ist W = {S, A, B, C}, d.h. alle Variablen sind produktiv:
Nach Durchlauf i durch die while-Schleife (Folie 291) erhalten wir

Q firi=0W={B,C}

Q firi=1 W ={A B,C}
O firi=2 W =1{S,A B,C}
Wegen S € W gilt L(G) # 0.
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Entscheidbarkeit

Beispiel (Fortsetzung):
Der Graph (W, E) ist dann

Der rote Pfad zeigt, dass L(G) unendlich ist.
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Entscheidbarkeit

Unentscheidbarkeit bei kontextfreien Sprachen

Folgende Probleme sind fiir kontextfreie Sprachen nicht entscheidbar, d.h.
man kann zeigen, dass es keinen entsprechenden Algorithmus gibt:

o Aquivalenzproblem: Gegeben zwei kontextfreie Sprachen Ly, Ly. Gilt
Ly = Ly?

@ Schnittproblem: Gegeben zwei kontextfreie Sprachen L3, Ly. Gilt
LiNnl, = 0?

Bemerkung: Im weiteren Verlauf der Vorlesung wird es darum gehen, wie
man solche Unentscheidbarkeitsresultate zeigen kann.
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Entscheidbarkeit

Das Schnittproblem ist jedoch entscheidbar, wenn von einer der beiden
Sprachen L;, L, bekannt ist, dass sie regular ist, und sie als endlicher
Automat gegeben ist.

Algorithmus:
© In diesem Fall kann ein Kellerautomat M konstruiert werden
(Konstruktion siehe weiter oben), der L1 N L, akzeptiert.
@ Der Kellerautomat M kann dann in eine kontextfreie Grammatik G
umgewandelt werden.

© Durch Bestimmung der produktiven Variablen von G kann dann
ermittelt werden, ob S nicht-produktiv ist und damit, ob L1 N Ly leer
ist.
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Entscheidbarkeit

Entscheidbarkeit bei deterministisch kontextfreien Sprachen

Folgende Probleme sind fiir deterministisch kontextfreie Sprachen
(reprasentiert durch einen deterministischen Kellerautomaten)
entscheidbar:

@ Wortproblem fiir eine deterministisch kontextfreie Sprache L: Gegeben
w e ¥X* Gilt w e L7

Mit einem deterministischen Kellerautomaten in O(|w|) Zeit.

@ Leerheitsproblem: Gegeben eine deterministisch kontextfreie Sprache

L. Gilt L=0?
Siehe das entsprechende Entscheidungsverfahren fiir kontextfreie
Sprachen.
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Entscheidbarkeit

Entscheidbarkeit bei deterministisch kontextfreien Sprachen

@ Endlichkeitsproblem: Gegeben eine kontextfreie Sprache L. Ist L
endlich?
Siehe das entsprechende Entscheidungsverfahren fiir kontextfreie
Sprachen.

e Aquivalenzproblem: Gegeben zwei deterministisch kontextfreie
Sprachen L1, L. Gilt L1 = Ly7?
War lange offen und die Entscheidbarkeit wurde 1997 von Géraud
Sénizergues gezeigt.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 300 / 560



Entscheidbarkeit

Unentscheidbarkeit bei deterministisch kontextfreien Sprachen
Folgende Probleme sind fiir deterministisch kontextfreie Sprachen nicht
entscheidbar, d.h. man kann zeigen, dass es kein entsprechendes Verfahren
gibt:
@ Schnittproblem: Gegeben zwei deterministisch kontextfreie Sprachen
Ly, Ly. Gilt L1 N Ly =07

Wie bei kontextfreien Sprachen ist dieses Problem jedoch
entscheidbar, wenn eine der beiden Sprachen regular ist.

@ Inklusionsproblem: Gegeben zwei deterministisch kontextfreie
Sprachen Ly, Ly. Gilt L; C Ly?
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Bisheriger Inhalt

Bisheriger Inhalt in der Vorlesung GTI:
die untersten beiden Stufen der Chomsky-Hierarchie

Reguldre Sprachen (Chomsky Typ 3)

reguldre Grammatiken, (deterministische und nichtdeterministische)
endliche Automaten, regulare Ausdriicke, Pumping-Lemma,
Minimalautomat, Abschlusseigenschaften, Entscheidbarkeitsresultate

Kontextfreie Sprachen (Chomsky Typ 2)

kontextfreie Grammatiken, Normalformen, Pumping-Lemma,
Abschlusseigenschaften, CYK-Algorithmus, Kellerautomaten,
deterministisch kontextfreie Sprachen, Entscheidbarkeitsresultate
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Zukiinftiger Inhalt

Und was kommt jetzt?

@ Wir beschaftigen uns mit den verbleibenden beiden Stufen der
Chomsky-Hierarchie: Chomsky Typ 1 und Chomsky Typ 0.

@ Die Theorie der Typ-0-Sprachen ist im wesentlichen
Berechenbarkeitstheorie: Welche Sprachen sind iiberhaupt mit
(informatischen) Maschinen akzeptierbar? Welche Funktionen sind
tiberhaupt berechenbar?

Bei Berechenbarkeitstheorie: Fokus liegt etwas mehr auf
berechenbaren Funktionen

e Und als letztes Kapitel: Komplexitatstheorie (falls Zeit reicht)

Welche Sprachen kann man akzeptieren, wenn die Resourcen (Zeit,
Platz) beschrankt sind? Beispielsweise: was kann man alles in
polynomieller Zeit erreichen?
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Chomsky-Hierarchie

Grammatik (Wiederholung)
Eine Grammatik G ist ein 4-Tupel G = (V, %, P, S), das folgende
Bedingungen erfiillt:
@ V ist eine endliche Menge von Nicht-Terminalen bzw. Variablen
@ Y ist das (endliche) Alphabet bzw. die Menge der Terminal(symbol)e.
@ P ist eine endliche Menge von Regeln bzw. Produktionen mit
PC(VUD)T x (VUI)*.
@ S € V ist die Startvariable bzw. das Axiom. )
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Chomsky-Hierarchie

Die von einer Grammatik erzeugte Sprache (Wiederholung)

Die von einer Grammatik G = (V, X, S, P) erzeugte Sprache ist

L(G)={weX"|S=% w)

(Menge aller Worter aus Alphabetsymbolen, die aus der Startvariable S
ableitbar sind.)
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Chomsky-Hierarchie

Beispiel: Die Grammatik G = ({S, A, B},{a, b}, S, P) mit der
Produktionenmenge

P={S—ABS|s, AB—BA, BA— AB, A—a B— b}
erzeugt die Sprache
L={we{a b} [#a(w) = #b(w)}.

Hier ist #,(w) die Anzahl der a's im Wort w.
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Chomsky-Hierarchie

Menge aller Sprachen

S Typ-0-Sprachen
® Typ-O0-Grammatiken: keine semi-entscheidbare Sprachen

Einschrankung

@ Typ-1-Grammatiken:
|linke Seite| < |rechte Seite|

(Wortproblem ist hier noch Typ-2-Sprachen
entscheidbar, siehe Folie 36) kontextfreie Sprachen

Typ-3-Sprachen
reguldre Sprachen
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Berechnungsmodelle

Fragen, die uns im Weiteren beschéftigen werden:

@ Was bedeutet es liberhaupt im allgemeinen, dass eine Funktion
berechenbar oder eine Sprache akzeptierbar ist?

@ Wie kann man ein generelles Berechnungsmodell definieren?

@ Was ist das Maschinenmodell fiir Chomsky-0-Sprachen?
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Berechnungsmodelle

Im Laufe der Zeit sind mehrere Berechnungsmodelle entwickelt worden, die
jedoch alle zueinander dquivalent sind:

@ Turing-Maschinen (benannt nach Alan Turing)
o WHILE-Programme, GOTO-Programme

o y-rekursive Funktionen

Turing-Maschinen mit entsprechender Beschrankung dienen auch als
Maschinenmodell fiir Chomsky-1-Sprachen
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Unentscheidbarkeit

Gibt es Sprachen, fiir die das Wortproblem (Gilt w € L fiir ein gegebenes
Eingabewort w?) nicht entscheidbar ist, d.h. nicht mit algorithmischen
Methoden beantwortet werden kann?

Antwort: ja

Kann man Funktionen definieren, die nicht berechenbar sind? Das heiBt, es
gibt keine Turing-Maschine/kein WHILE-Programm /keine p-rekursive
Funktion, die diese Funktion berechnet?

Antwort: ja

AuBerdem: Wie zeigt man diese negativen Resultate?
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Unentscheidbarkeit

Die “Mutter” aller unentscheidbaren Probleme: das Halteproblem

Gegeben sei eine Turing-Maschine (oder einfach ein Computerprogramm)
M und eine Eingabe w fiir M.

Frage: Terminiert M bei Eingabe w?

Das Halteproblem ist unentscheidbar, das heiBt, es gibt kein Verfahren, das
— gegeben M und w — immer korrekt entscheidet, ob M mit Eingabe w
terminiert oder nicht.

Wir werden die Unentscheidbarkeit des Halteproblems im Rahmen der
Vorlesung zeigen. (Der Beweis ist iiberraschend kurz und elegant.)
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Unentscheidbarkeit

Intuition: Warum ist das Halteproblem unentscheidbar?

Man kénnte doch einfach das Programm M mit Eingabe w laufenlassen
und nachsehen was passiert ....

@ Wenn M nach einer endlichen Anzahl von Rechenschritten terminiert
(also stoppt), dann hat man Gewissheit.

@ Aber: wenn M nach 1.000.000 Schritten noch nicht terminiert hat,
was dann? Nochmal 1.000.000 Schritte weiterlaufen lassen?
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Unentscheidbarkeit

Neben dem Halteproblem gibt es noch viele andere wichtige
unentscheidbare Probleme in der Informatik und Mathematik.

Beispiel:

Schnittproblem fiir kontextfreie Sprachen

Gegeben zwei kontextfreie Grammatiken fiir Sprachen Ly, L.
Gilt Ly N Ly = (?

Beweistechnik: Man zeigt die Unentscheidbarkeit solcher Probleme
meistens durch einen Widerspruchsbeweis. “Wenn dieses Problem
entscheidbar ware, dann ware auch das Halteproblem entscheidbar.”

Dazu kodiert man das Halteproblem so um, dass daraus eine Instanz eines
solchen Problems wird.
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Turingmaschinen

Schematische Darstellung einer Turing-Maschine:

Kopf kann sich nach links und rechts
bewegen und Zeichen iiberschreiben

el i | n|lgllal|]b|e

Automat mit Signal fiir
endlich vielen Endzustand
Zustanden
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Turingmaschinen

Eigenschaften von Turing-Maschinen:

Wie endliche Automaten haben Turing-Maschinen endlich viele
Zustande und lesen eine Eingabe von einem Band, welches in Zellen
(Felder) unterteilt ist.

In jedem Feld des Bands steht ein Zeichen aus einem endlichen
Bandalphabet. Ein Lesekopf fahrt iiber das Band.

Unterschied zu endlichen Automaten: der Lesekopf kann sich nach
links und rechts bewegen und auch Zeichen iiberschreiben.

Falls nur Zeichen des Eingabeworts iiberschrieben werden:
Turing-Maschine heiBt linear beschrankt (Maschinenmodell fiir
Chomsky-1-Sprachen).

Falls der Lesekopf auch iiber den linken und rechten Rand des
Eingabeworts hinauslaufen und dort schreiben kann: allgemeine
Turingmaschine mit unbeschranktem Band (Maschinenmodell fiir
Chomsky-0-Sprachen).
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Turingmaschinen

Turing-Maschinen und Computer:

@ Das Konzept der Turing-Maschine wurde von Alan Turing 1936
erfunden, noch bevor die ersten echten Computer gebaut wurden.

@ Es ist nicht nur aus historischen Griinden interessant, sondern auch,
weil es ein sehr einfaches Berechnungsmodell darstellt.

Wenn man zeigen will, dass etwas nicht berechenbar ist, dann ist es
viel besser, dies mit einem moglichst einfachen Berechnungsmodell zu
tun. (Natiirlich sollte man vorher sicherstellen, dass dieses
Berechnungsmodell dquivalent zu komplexeren Modellen ist.)
@ Analogie zu einem heutigen Computer:
o Kontrolle mit endlich vielen Zustinden ~~ Programm
o (Eingabe-)Band ~~ Speicher
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Turingmaschinen

Beispiel 1: Turing-Maschine, die eine Bindrzahl auf dem Band um eins
inkrementiert.
Idee:

@ Kopf der Turing-Maschine steht zunachst auf dem am weitesten links
befindlichen (hdchstwertigen) Bit der Binarzahl.

@ Kopf nach rechts laufen lassen, bis ein Leerzeichen gefunden wird.

@ Dann wieder nach links laufen und jede 1 durch 0 ersetzen, solange bis
eine 0 oder ein Leerzeichen [J (ein spezielles Bandsymbol) auftaucht.

@ Dieses Zeichen dann durch 1 ersetzen, bis zum Zahlanfang laufen und
in einen Endzustand iibergehen.
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)

gj1io;1,1|1|0

Zustand:
Zahlende finden 4@

20

0 = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)

g(1j0]1,1|1 |0

Zustand:
Zahlende finden 4@

20

0 = Leerzeichen

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 318 / 560



Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)

g(1j0)1)1 |10

Zustand:
Zahlende finden 4@

20

0 = Leerzeichen

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 318 / 560



Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)

(10111 |0

Zustand:
Zahlende finden 4@

20

0 = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)

(101110

Zustand:
Zahlende finden 4@

20

0 = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)

g(1j0;1,1|1|0

Zustand:
Zahlende finden 4@

20

0 = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)

(101110

Zustand: 1
durch 0 ersetzen‘@

21

0 = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)

O/1(0|1}1(0 0O

Zustand: 1
durch 0 ersetzen‘@

21

0 = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)

Oy1(0(1(0|0|0O

Zustand: 1
durch 0 ersetzen‘@

21

0 = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)

Oy1j0(0|0|0|0O

Zustand: 1
durch 0 ersetzen‘@

21

0 = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)
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Zustand: zuriick
zum Zahlanfang 4@
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)
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Turingmaschinen

Simulation (Inkrementiere Binadrzahl 10111)

O|f1y1{0|0|0|0O

Zustand:
Ende 4@

0 = Leerzeichen
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Turingmaschinen

Turingmaschine (Definition)
Eine deterministische Turingmaschine M ist ein 7-Tupel
M= (Z,%,T,0,2,0, E), wobei
@ Z die endliche Menge der Zustande,
@ 2 das endliche Eingabealphabet,
I mit [ D ¥ das endliche Arbeitsalphabet oder Bandalphabet,
zg € Z der Startzustand,
E C Z die Menge der Endzustande,
§: (Z\E)xT = Z xT x {L, R, N} die Uberfiihrungsfunktion, und
e [0 e N\X das Leerzeichen oder Blank ist.

Abkiirzung: TM

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 319 / 560



Turingmaschinen

Bedeutung der Uberfiihrungsfunktion:
sei 0(z,a) = (Z/,b,x) mit z,2 € Z, a,be T, x € {L,R, N}.
Falls die Turingmaschine sich im Zustand z befindet und in der Zelle, wo
der (Schreib-Lese-)Kopf aktuell steht, das Bandsymbol a steht, so
@ wechselt sie in den Zustand Z’,
@ liberschreibt das a in der aktuell gelesenen Zelle durch b und

o fiihrt folgende Kopfbewegung aus.

o Kopf einen Schritt nach links, falls x = L.
o Kopf bleibt stehen, falls x = N.
o Kopf einen Schritt nach rechts, falls x = R.

Beachte: da §: (Z\ E) xI = Z xT x {L,R, N} (d.h. ¢ ist auf Paaren
(z,a) mit z € E nicht definiert), terminiert die Turingmaschine genau
dann, wenn der aktuelle Zustand ein Endzustand aus E ist.
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Turingmaschinen

Neben deterministischen Turingmaschinen gibt es auch
nichtdeterministische Turingmaschinen.

Uberfiihrungsfunktion fiir nichtdeterministische Turingmaschinen:

§: (Z\ E) x I — 2ZxP{LRN},

Jedem Zustand und Bandsymbol wird eine (eventuell leere) Menge von
moglichen Aktionen zugeordnet.

Zunichst wollen wir uns aber auf deterministische Turingmaschinen
konzentrieren.
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Turingmaschinen

Beispiel: Turingmaschine zur Inkrementierung einer Binarzahl

M = ({207 Z1, 22, 26}7 {0) 1}7 {07 17 D}u 57 20, D7 {Ze}) mlt

Uberfiihrungsfunktion: rechtes Zahlende finden

5(20,0) = (Z(),O, R)
5(20,1) = (Zo,].,R)
5(ZO,|:|) = (Zl,[], L)

3(z1,0) = (z,1,L)
(z1,1) = (z1,0,L)
0(z,0) = (ze,1,N)
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Turingmaschinen

Uberfiihrungsfunktion: zuriick zum linken Zahlanfang (ist nicht so wichtig)

(5(22,0) = (22,0, L)
(5(22,1) = (Zz,].,L)
0(z,0) = (z.,0,R)
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Turingmaschinen

Beispiel 2: Turing-Maschinen zur Spracherkennung
Wir suchen eine Turing-Maschine, die die Sprache L = {0%" | n > 0} (nicht
kontextfrei!) erkennt.

Idee:

o Kopf steht zundchst am linken Ende der Folge von Nullen.

@ Anfang und Ende der Folge von Nullen markieren. Links neben der
Folge von Nullen die Bindrzahl 0 aufs Band schreiben.

@ Nullen nacheinander durch ein anderes Zeichen (#) ersetzen. Nach
jeder Ersetzung nach links zum Zahler laufen und diesen um eins
inkrementieren.

@ Sobald alle Nullen verschwunden sind (Endmarker ist erreicht),
tberpriifen, ob der Zahler die Form 10---0 hat.

Beachte: Eine Zahl n ist eine Zweierpotenz genau dann, wenn ihre
Binardarstellung die Form 10---0 hat.
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Turingmaschinen

Wie bei anderen Maschinenmodellen (z.B. Kellerautomaten) gibt es auch
bei Turingmaschinen den Begriff einer Konfiguration, d.h., einer
Momentaufnahme einer Turingmaschinen-Berechnung.

Konfiguration (Definition)

Eine Konfiguration einer Turingmaschine ist ein Wort

ker*zrt,

Bedeutung: k =azB mitze Z, acl* Belt
(5 ist also ein nicht-leeres Wort)
@ links vom Kopf steht auf dem Band das Wort - - - O«

@ ab der Zelle, wo der Kopf gerade steht, und rechts davon steht auf
dem Band das Wort - - - Der Kopf steht auf dem ersten Zeichen
von f3 (hier ist 8 # € wichtig).

@ z € Z ist der aktuelle Zustand.
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Turingmaschinen

-+ -0 steht hier fiir eine unendliche nach links laufende Folge von ['en.
[J--- steht fiir eine unendliche nach rechts laufende Folge von ['en.

Das Band ist also nach links und rechts unbeschrankt, aber nur ein
endlicher Abschnitt des Band enthilt Bandsymbole aus ' \ {{J}.

Beachte: die Worter azf3 und OazB0] beschreiben die gleiche
Konfiguration (die Blanks am Anfang und Ende von Oazf0 sind
sozusagen (berfliissig).

Beispiel: Grafische Darstellung der Konfiguration ajasasas z asagay

z
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation -y, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Keine Bewegung

Es gilt: a1---amzb1by-- byt a1---amz’chy - - - by,
falls §(z, b1) = (Z/,¢,N) (m>0, n>1).
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation -y, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Keine Bewegung

Es gilt: a1---amzb1by-- byt a1---amz’chy - - - by,
falls §(z, b1) = (Z/,¢,N) (m>0, n>1).

dal |...|dm bl b2 b,,

Zustand: z C
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation -y, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Keine Bewegung

Es gilt: a1---amzb1by-- byt a1---amz’chy - - - by,
falls §(z, b1) = (Z/,¢,N) (m>0, n>1).

ai ...l aml| c ||by|...| by

Zustand: 7/ C
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation Iy, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach links
Es gilt: a1---am_1amzbibo -+ - by bpp a1+ -am_1Z'amchy - - - by,
falls §(z, b1) = (/,¢c,L) (m>1,n>1).
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation Iy, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach links
Es gilt: a1---am_1amzbibo -+ - by bpp a1+ -am_1Z'amchy - - - by,
falls §(z, b1) = (/,¢c,L) (m>1,n>1).

al |...|dm—11|3am b1 bg bn

Zustand: z :
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation Iy, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach links
Es gilt: a1---am_1amzbibo -+ - by bpp a1+ -am_1Z'amchy - - - by,
falls §(z, b1) = (/,¢c,L) (m>1,n>1).

a ...l am-1llamllc | bo|...| b,

Zustand: 7/ :
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation Iy, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach rechts
Es gi|t: ai---amzbiby---bytp a1 amcz’b2 - by,
falls §(z, b1) = (Z/,¢,R) (m>0, n>2).
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation Iy, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach rechts
Es gi|t: ai---amzbiby---bytp a1 amcz’b2 - by,
falls §(z, b1) = (Z/,¢,R) (m>0, n>2).

al |...|am b1 b2 bn

Zustand: z C
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Turingmaschinen

Definition einer Ubergangsrelation Iy, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach rechts
Es gi|t: ai---amzbiby---bytp a1 amcz’b2 - by,
falls §(z, b1) = (Z/,¢,R) (m>0, n>2).

dl |...|am| C b2 bn

Zustand: 7/ C
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Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~ zusatzliches Leerzeichen muss
hinzugefiigt werden

Linkes Bandende

Es gilt: zbiby--- by Z'/Ccby - - - by,
falls 6(z, b1) = (Z, ¢, L).
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Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~» zusatzliches Leerzeichen muss

hinzugefiigt werden

Linkes Bandende

Es gilt: zbiby--- by Z'/Ccby - - - by,

falls §(z, b1) = (2, ¢, L).

by

3

Zustand: z

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

SS 2020

330 / 560



Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~ zusatzliches Leerzeichen muss
hinzugefiigt werden

Linkes Bandende

Es gilt: zbiby--- by Z'/Ccby - - - by,
falls 6(z, b1) = (Z, ¢, L).

Oic|[by|...| by

Zustand: 7/ :
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Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~ zusatzliches Leerzeichen muss
hinzugefiigt werden

Rechtes Bandende

Es gilt: a1 ---amzby by a1 - - amc2’J,
falls o(z, bl) (Z,c, R).
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Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~ zusatzliches Leerzeichen muss
hinzugefiigt werden

Rechtes Bandende

Es gilt: a1 ---amzby by a1 - - amc2’J,
falls o(z, bl) (Z,c, R).

al |...|am b1

Zustand: z C
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Turingmaschinen

Sonderfalle: Bandende erreicht ~ zusatzliches Leerzeichen muss
hinzugefiigt werden

Rechtes Bandende

Es gilt: a1 ---amzby by a1 - - amc2’J,
falls o(z, bl) (Z,c, R).

a|...lap| c|l O

Zustand: 7/ C
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Turingmaschinen

Akzeptierte Sprache (Definition)
Sei M =(Z,%,T,9, 2,0, E) eine Turingmaschine. Dann ist die von M
akzeptierte Sprache:
T(M) = {x e Xt |3k e TET": zx Fiy k} U
{e| 3k e T*ETT : 20O 3y k}.

Akzeptierte Sprache: Alle Eingabe-Woérter, mit denen die Turing-Maschine
in einen Endzustand gelangen kann. Dabei startet die Turing-Maschine im
Anfangszustand zp, der Kopf befindet sich auf dem ersten Zeichen des
Eingabe-Wortes. Falls dieses nicht existiert (Eingabe x ist das leere Wort)
liest der Kopf ein Blank [.

Beispiel: Die Berechnung auf der nachsten Folie entspricht der Simulation
auf Folie 318 fiir die Turingmaschine von Folie 322-323.
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Turingmaschinen

2010111 Fpy 1200111
-y 1020111
1012911
1011201
-y 10111200
Fy 10112100
-y 10121000
- 10,1000
- 121000001
- 221100000
-y 200110000
-y 02110000
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wegen 0(zp,1) = (20,1, R)
wegen 0(zp,0) = (20,0, R)
wegen 6(zp,1) = (20,1, R)
wegen 6(zp,1) = (20,1, R)
wegen 6(zp,1) = (20,1, R)
wegen §(zp,0) = (21,0, L)
wegen 6(z1,1) = (21,0, L)
wegen 6(z1,1) = (21,0, L)
wegen 0(z1,1) = (21,0, L)
wegen 6(z1,0) = (22,1, L)
wegen 0(z2,1) = (2,1, L)
wegen 0(z2,0) = (z., 0, R)
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Turingmaschinen

Fiir nicht-deterministische Turingmaschinen miissen die Definitionen
folgendermaBen angepaBt werden:

o Falls sich die Turingmaschine im Zustand z befindet und das Zeichen
b auf dem Band steht, sind alle Konfigurationsiibergdnge moglich, die
durch die Menge §(z, b) beschrieben werden.

@ Ein Wort ist akzeptiert, wenn es eine mogliche Folge von
Konfigurationen gibt, die zu einem Endzustand fiihrt, auch wenn
andere Folgen in Sackgassen geraten oder unendlich lang sind, ohne
dabei je einen Endzustand zu erreichen.
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Linear beschrankte Automaten

Wir definieren nun ein Maschinenmodell fiir Chomsky-1-Sprachen (erzeugt
durch monotone Grammatiken): linear beschrankte Automaten, die
niemals auBerhalb der Eingabe arbeiten diirfen.

Linear beschrankte Automaten

Ein (nicht)deterministischer linear beschrankter Automat (LBA) ist ein
Tupel A= (Z,%,T,9, 29,0, E), welches den gleichen Eigenschaften wie
eine (nicht)deterministische Turingmaschine geniigt, nur dass (i) A nicht
das Blanksymbol [0 durch ein Nicht-Blanksymbol iiberschreiben darf und
(ii) A nicht ein Nicht-Blanksymbol durch OJ iiberschreiben darf.

Die Relation 4 ist wie fiir eine TM definiert, nur dass wir die Sonderfille
fir das linke und rechte Bandende (Folie 330 und 331) weglassen.

Die von dem LBA A akzeptierte Sprache ist

T(A) ={weX"|3kel™ET": wlHj k}

v
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Chomsky-1-Sprachen

Bemerkung: Das abschlieBende Blanksymbol [ erlaubt A, das rechte
Bandende zu erkennen. Es dient sozusagen als rechtes Begrenzungssymbol.

Satz 2 (Kuroda)

Eine Sprache L wird von einem nichtdeterministischen LBA erkannt, genau
dann, wenn es eine Typ-1-Grammatik G mit L = L(G) gibt.

Beweis:

Sei zunichst G = (V, X, P, S) eine Typ-1-Grammatik, d.h. es gilt [¢| < |r|
fur alle (¢,r) € P (einzige Ausnahme: S — ¢, siehe e-Sonderregelung,
Folie 34).

Sei w € £* eine Eingabe.

Wir simulieren nun eine Ableitung S =7 w riickwarts mittels eines
nichtdeterministischen LBA A.
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Chomsky-1-Sprachen

BJi] ist im folgenden das i-te Zeichen auf dem Band des LBA A.

[J ist ein neues Bandsymbol, welches als Kopie des Blank-Symbols [J
fungiert.

Der LBA A arbeitet wie folgt:

@ A bewegt den Kopf zum linkesten Symbol auf dem Band, “rat”
nichtdeterministisch eine Regel (¢, r) € P und merkt sich diese im
Zustand.

@ Nun lauft der Kopf von A nach rechts zu einer nichtdeterministisch
geratenen Position /.

@ Falls B[i]--- B[i + |r| — 1] = r gilt, schreibt A auf den Bandabschnitt
Bli]--- B[i + |¢| — 1] das Wort ¢. Ansonsten gehe wieder zu (1).
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Chomsky-1-Sprachen

Q Falls |[¢| < |r| gilt, muss M nun jedes Zeichen auf dem Band ab
Position i 4 |r| um genau |r| — |¢| viele Positionen nach links
verschieben.

Falls dabei auf dem Band eine Satzform der Lange < |w| entsteht,
fiillt der LBA am rechten Ende die Satzform mit Symbolen [J auf
(beachte: A darf nicht Nicht-Blanks mit dem eigentlichen
Blank-Symbol OJ iiberschreiben).

O A akzeptiert, falls das aktuelle Band mit SO oder SUJ beginnt,

ansonsten gehe wieder zu (1).

Falls S — ¢ eine Produktion in P ist (d.h. £ € L(G)), kann A bei Lesen
von [ direkt aus dem Anfangszustand in einen Endzustand iibergehen.
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Chomsky-1-Sprachen

Fiir diesen LBA A gilt L(G) = T(A).

Wir zeigen nun die andere Richtung.

Das folgende Lemma wird hilfreich sein.

Sei G = (V,XU{r},P,S) eine Typ-1-Grammatik mit r ¢ ¥ und

L(G) C £* r. Dann existiert eine Typ-1-Grammatik G’ mit
L(G)={w e X*|wreL(G)}.

Beweis:

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass gilt:
e Fiir jede Produktion (u,v) € Pgilt 0 < |v|—|u| <1
@ S kommt nicht in einer rechten Seite vor.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 339 / 560



Chomsky-1-Sprachen

Wir definieren eine neue Variablenmenge V' durch

Vi=VU{rtU{Asp|a,be VUZU{r}}.

Intuition: A,p ist ein Nichtterminal, welches die letzten beiden Symbole ab
in einer Satzform zu einem Symbol zusammenfasst.

Die neue Produktionsmenge P’ der Grammatik G’ besteht aus den
Produktionen auf der niachsten Folie.

In allen Fillen ist dabei a,b,c,d € VUX U{r} und x,y € (VUZU{r})*.
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Chomsky-1-Sprachen

e S—e falls rel(G),

e S— A, falls S=%ab

xAap — YA falls  (xab — ycd) € P

xAap — YA falls  (xa— yc) e P
Asp — Ase falls (b—c)eP
Asp — axAsg  falls (b — xcd) € P

alle Produktionen aus P

Ay —afallsaec X

Dannist G’ = (V/, %, P, S) die gesuchte Grammatik. O
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Chomsky-1-Sprachen

Vollig analog zeigt man:

Sei G = (V,XU{/},P,S) eine Typ-1-Grammatik mit £ ¢ ¥ und
L(G) C ¢x*. Dann existiert eine Typ-1-Grammatik G’ mit

L(G)={weX*|lwe L(G)}.

und durch Anwendung beider Lemmata:

Sei G = (V,ZU{{r}, P,S) eine Typ-1-Grammatik mit ¢, r ¢ ¥ und
L(G) C £x* r. Dann existiert eine Typ-1-Grammatik G’ mit

L(G') ={w e T* | twr € L(G)}.
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Chomsky-1-Sprachen

Nun zuriick zum Beweis von Satz 2. Sei A= (Z,%,T,0, 2,0, E) ein LBA.

Aufgrund von Lemma 5 geniigt es, eine Typ-1-Grammatik fiir die Sprache
{$wO | w € T(A)} anzugeben ($ ist ein neues Terminalsymbol).

Hierzu simulieren wir A riickwérts mittels der Typ-1-Grammatik
G =(V,2uU{$,0}, P,S) mit der Variablenmenge

V={SB,Clu(lf\(zu{d}))u(ZzxTn)
und der folgenden Produktionsmenge P (Folie 343-345):

S — $B
B — aB|(z,a)C|(z,0) firalleacl\{O},z€E
C — aC|O firalleael\ {O}
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Chomsky-1-Sprachen

Mit den Regeln fiir S, B und C kann man beliebige Worter der Form
$arar---an(z,a)b1by - bp0  oder $ajar---an(z,a)

mit a1,...,ap,a,b1,..., by € T\ {00} und z € E.

Dies sind genau die Konfigurationen, in denen A akzeptiert, bis auf das
Detail, dass wir den Zustand z und das aktuell gelesene Bandsymbol a zu
einem Nichtterminal (z,a) € Z x I zusammenfassen (macht den Rest der

Grammatik etwas einfacher).

Mit den folgenden Produktionen wird der LBA A riickwarts simuliert:

Z,d) — (z,a) fiiralle (Z,4,N)€d(z,a)
d(Z,b) — (z,a)b fiiralle (Z,d,R) € d(z,a),bel
Z/,b)a — b(z,a) firalle (Z,d,L)€d(z,a),beTl

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 344 / 560



Chomsky-1-Sprachen

Wird mittels der Produktionen auf der vorherigen Folie aus der zu Beginn
erzeugten akzeptierenden Konfiguration schlieBlich eine initiale
Konfiguration der Form

$(z0,c1)c2- -, oder  $(z0,0)

abgeleitet (beachte: zy ist der Anfangszustand des LBA A), so wird mittels
der folgenden Produktionen das Wort $ci¢ - - - ¢,[0 beziehungsweise $C]
abgeleitet:

$(z0,a) — %a firalleacX
$(Zo,|j) — 0

Dann gilt L(G) = {$wO | w € T(A)}. O
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Chomsky-0-Sprachen

Satz 6 (Turingmaschinen und Chomsky-0-Sprachen)

Eine Sprache L wird von einer nichtdeterministischen Turingmaschine
erkannt, genau dann, wenn es eine Typ-0-Grammatik G mit L = L(G) gibt.

Beweisidee: durch Modifikation des Beweises von Satz 2:

Grammatiken — Turingmaschinen: hier muss bei der Simulation der
Grammatik auf dem Turingmaschinen-Band bei verkiirzenden
Regeln (linke Seite ist langer als rechte Seite) der Bandinhalt
auseinandergeschoben werden.

Turingmaschinen — Grammatiken: hier muss dafiir gesorgt werden, dass
die Grammatik bei Simulation der Turingmaschine links und
rechts Leerzeichen erzeugen kann und diese nach
erfolgreicher Berechnung auch wieder 16scht.
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Chomsky-0-Sprachen

Formal: Wir simulieren eine TM M =
Typ-0 Grammatik G = ({S,B, C,$1,$:} U (Il

(Z,%X,T,9, 2,0, E) mittels der
\X)u(ZxTI), X, P9S)

mit der folgenden Produktionsmenge P:

a$,
$1(Zo, D)$2

Markus Lohrey (Univ. Siegen)
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A

$:1B

aB|(z,a)C firalleacl,z€ E
aC|$%$, firalleael

(z,a) fiiralle (Z/,d, N) € 6(z,a)

(z,a)b fiiralle (Z/,d',R) € §(z,a),beTl
b(z,a) fiiralle (Z/,a',L) € (z,a),beT
$1

a firalleacX

%2

a fiuralleaec X

€
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Chomsky-0-Sprachen

Wieder wird die Turingmaschine M riickwarts simuliert.

Die verkiirzenden Regeln $:00 — $; und 0%, — $, erlauben es
Blanksymbole am Anfang und Ende der Konfiguration zu Idschen.

Das ist wichtig um am Ende aus einer durch Riickwéartssimulation der TM

abgeleiteten initialen Konfiguration

$:0---O(z0,c1)e2- - cpd---0%2  bzw.  $;:0---0(z,0)d---0%,
zunichst
$1(z0,c1)c2---cpd2  bzw.  $1(z0,0)%2

abzuleiten.

Hieraus wird dann mittels der Produktionen $1(zp, ¢c1) — ¢1 und ¢,$2 — ¢,
bzw. $1(z0,0)%$2 — € das Eingabewort cic; - - - ¢, bzw. € abgeleitet.

Es gilt dann L(G) = T(M). O
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Ergebnisse fiir Chomsky-1- und Chomsky-0-Sprachen

Satz 7 (Abschluss unter Komplement von Typ-1-Sprachen, Immerman,
Szelepcsényi)

Wenn L eine Typ-1-Sprache ist, dann ist auch L = ¥*\L eine
Typ-1-Sprache.

Ein Beweis wird in der Vorlesung Strukturelle Komplexitatstheorie
vorgestellt.

Satz 8 (Nicht-Abschluss unter Komplement von Typ-0-Sprachen)

Es gibt eine Typ-0-Sprache L C ¥*, so dass L = ¥*\L keine Typ-0-Sprache
ist.

Begriindung und Beispiele spater im Kapitel Berechenbarkeitstheorie

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 349 / 560



Ergebnisse fiir Chomsky-1- und Chomsky-0-Sprachen

Satz 9 (Determinismus und Nichtdeterminismus bei Turingmaschinen)

Zu jeder nichtdeterministischen Turingmaschine gibt es eine
deterministische Turingmaschine, die dieselbe Sprache akzeptiert.

Beweis:

Sei M = (Z,%,T,0, 2,0, E) eine nichtdeterministische TM, d. h.
§: (Z\ E) x T — 22xD{LRN}

Idee: Wir konstruieren eine deterministische Turingmaschine, die bei

Eingabe x € X* systematisch nach einer erfolgreichen Berechnung von M
sucht.

Sei # ¢ ZUT ein neues Symbol.
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Ergebnisse fiir Chomsky-1- und Chomsky-0-Sprachen

Eine erfolgreiche Berechnung von M auf Eingabe x ist ein Wort der Form

ko#ki# - - - km—1#km

mit folgenden Eigenschaften:

(1) ko, ki,... km€T*ZIT

(2) ko = zox[3.

(3) Yk e {0,1,...m—1}: ki b ki1
(4) kp e T*ETT

Offensichtlich gilt x € L(M) genau dann, wenn eine erfolgreiche
Berechnung von M auf Eingabe x existiert.

Eine deterministische Turingmaschine M’ kann bei Eingabe von x und
w € (ZUT U{#})* feststellen, ob w eine erfolgreiche Berechnung von
M auf Eingabe x ist (geht sogar mit einem deterministischen LBA).

Hierzu muss M’ lediglich die vier Eigenschaften (1)—(4) iiberpriifen.
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Ergebnisse fiir Chomsky-1- und Chomsky-0-Sprachen

Nun muss man nur noch eine deterministische Turingmaschine M”
konstruieren, die systematisch der Reihe nach alle Worter

w € (ZUT U{#})* durchgeht, und jedesmal (mittels M) tiberpriift, ob w
eine erfolgreiche Berechnung von M auf Eingabe x ist.

“Systematisch der Reihe nach” kann hier z. B. mittels einer
langenlexikographischen Ordnung formalisiert werden.

Sei zunichst C eine beliebige lineare Ordnung auf dem Alphabet
Q=ZUlU{#}.

Die zu C gehdrende langenlexikographische Ordnung Cjex auf Q* ist wie
folgt definiert:

Fir u,v € Q* gilt u Ciex v genau dann, wenn
o |u| < |v| (u ist kiirzer als v) oder
@ |u| =|v| und es gibt x,y,z € Q* a,b € Q mit u = xay, v = xbz, und
a C b (an der ersten Position, wo sich v und v unterscheiden, steht in
u das kleinere Symbol).
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Ergebnisse fiir Chomsky-1- und Chomsky-0-Sprachen

Grobstruktur der deterministischen Turingmaschine M":

@ Initialisiere hinter der Eingabe x auf dem Band ein Wort
we (ZUTU{#})* mite
@ Uberpriife mittels M’ ob w eine erfolgreiche Berechnung von M auf

Eingabe x ist.
Falls ja, gehe in einen Endzustand iiber, sonst gehe zu (3)

© Inkrementiere w, d. h. liberschreibe w mit dem langenlexikographisch
nichsten Wort w’ (formal: w’ ist das beziiglich Cjex kleinste Wort mit
W Clex W/)-

© Gehe zu (2). O

Es ist nicht bekannt, ob fiir jeden LBA A ein deterministischer LBA A’ mit
T(A) = T(A') existiert.
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Berechenbarkeit: Motivation

Nach der Beantwortung der Frage, welche Sprachen maschinell
akzeptierbar sind, beschaftigen wir uns mit der Frage, welche Funktionen
berechenbar sind.

Wir betrachten folgende Typen von Funktionen:
o (mehrstellige) Funktionen auf natiirlichen Zahlen (die Null ist
eingeschlossen):
f:NF 5 N
o Funktionen auf Wortern:
f.x—=x"

Erlaubt sind auch partielle Funktionen, die nicht notwendigerweise (iberall
definiert sind.

Formal kann man eine partielle Funktion f : A — B als eine Funktion
f:A— BU{L} definieren, wobei L ¢ B ein spezielles Element ist, und
f(a) = L bedeutet, dass f an der Stelle a undefiniert ist.
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Berechenbarkeit: Motivation

Intuitiver Berechenbarkeitsbegriff

Eine partielle Funktion f: N¥ — N soll als berechenbar angesehen werden,
wenn es ein Rechenverfahren/einen Algorithmus/ein Programm gibt, das f
berechnet, d.h.

o das Verfahren erhdlt (ny, ..., ng) als Eingabe,

@ terminiert nach endlich vielen Schritten, falls die Funktion auf dieser
Eingabe definiert ist

e und gibt f(ny,...,nk) aus.

Falls die Funktion auf (n1,. .., ng) nicht definiert ist, so soll das Verfahren
nicht stoppen (z.B., durch eine unendliche Schleife).
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Berechenbarkeit: Motivation

Die Aquivalenz vieler Berechnungsmodelle (das wird noch gezeigt) und das
intuitive Verstandnis des Begriffs der Berechenbarkeit fiihren zu folgender
(nicht beweisbaren) These.

Churchsche These

Die durch die formale Definition der Turingmaschinen-Berechenbarkeit
(adquivalent: WHILE-Berechenbarkeit, GOTO-Berechenbarkeit,
p-Rekursivitat) erfasste Klasse von Funktionen stimmt genau mit der
Klasse der im intuitiven Sinne berechenbaren Funktionen iiberein.

Bemerkungen: Ein Berechnungsmodell, das dquivalent zu
Turingmaschinen ist, nennt man auch Turing-machtig. Der entsprechende
Berechenbarkeitsbegriff heiBt Turing-Berechenbarkeit.

Fast alle Programmiersprachen sind Turing-méchtig.
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Berechenbarkeit: Motivation

Nicht-berechenbare Funktionen

Es gibt Funktionen der Form f: N — N, die nicht berechenbar sind.

Beweisidee: wir wahlen ein beliebiges Berechnungsmodell und stellen nur
eine Anforderung:

Programme bzw. Maschinen in diesem Berechnungsmodell,
konnen als Worter iiber einem endlichen Alphabet kodiert
werden.

Dann gilt: es gibt hochstens abzahlbar viele Maschinen/Programme.
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Berechenbarkeit: Motivation

Aber: es gibt iiberabzihlbar viele (totale) Funktionen.

Wir zeigen dies durch einen Widerspruchsbeweis: angenommen die Menge
aller Funktionen F auf natiirlichen Zahlen ist abzdhlbar. Das heiBt, es gibt
eine surjektive Abbildung F: N — F.

Wir konstruieren die Funktion g: N — N mit
g(n) = fh(n) + 1, wobei f, = F(n).

Da F surjektiv ist, muss es eine natiirliche Zahl i/ geben mit F(i) = g. Fiir
dieses i gilt dann: g(i) = f;(i). Aber das ist ein Widerspruch zur Definition
von g mit g(i) = f;(i) + 1.
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Berechenbarkeit: Motivation

Veranschaulichung: wir stellen F dadurch dar, indem wir zu jedem n die
Funktion f, als Folge £,(0), f,(1), fo(2), ... notieren.

Zum Beispiel:

n | f(0) fi(1) £(2) fa(3) fa(4)
7 020 33 0 12
12 33 94 2 17
9 101 16 11 22
2 0 14 9 4
17 5 77 7 11

B W N = O
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Berechenbarkeit: Motivation

Veranschaulichung: wir stellen F dadurch dar, indem wir zu jedem n die
Funktion f, als Folge £,(0), f,(1), fo(2), ... notieren.

Alle Zahlen auf der Diagonale verwenden . ..

n | f(0) fi(1) £(2) fa(3) fa(4)
702 33 0 12
12 33 94 2 17
9 101 16 11 22
2 0 14 9 4
17 5 77 7 11

B W N = O
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Berechenbarkeit: Motivation

Veranschaulichung: wir stellen F dadurch dar, indem wir zu jedem n die
Funktion f, als Folge £,(0), f,(1), fo(2), ... notieren.

...und um eins erhohen. Dadurch erhdlt man g.

n | f(0) fi(1) £(2) fa(3) fa(4)
8 20 33 0 12
12 34 9 2 17
9 101 17 11 22
2 0 14 100 42
17 5 77 71 12

B W N = O
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Berechenbarkeit: Motivation

Veranschaulichung: wir stellen F dadurch dar, indem wir zu jedem n die
Funktion f, als Folge £,(0), f,(1), fo(2), ... notieren.

Die Funktion g kann aber aufgrund dieser Konstruktion mit keiner der an-
deren Funktionen iibereinstimmen.

n | f(0) fi(1) £(2) fa(3) fa(4)
8 20 33 0 12
12 34 9 2 17
99 101 17 11 22
2 0 14 100 42
17 5 M 7 12

B W N = O
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Berechenbarkeit: Motivation

Veranschaulichung: wir stellen F dadurch dar, indem wir zu jedem n die
Funktion f, als Folge £,(0), f,(1), fo(2), ... notieren.

Die Funktion g kann aber aufgrund dieser Konstruktion mit keiner der an-

deren Funktionen libereinstimmen.

n | 6(0) (1) f(2) f(3) f(4)

8 20 33 0 12
12 34 94 2 17
99 101 17 11 22

2 0 14 100 42
17 B 7 7 12

B W N = O

Markus Lohrey (Univ. Siegen)

Diese Art von
“selbstbeziiglichen”
Beweisen nennt man
aufgrund ihrer
Veranschaulichung durch
solche Diagramme oft
Diagonalisierungsbeweise.
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Turing-Berechenbarkeit

Nach dem intuitiven Berechenbarkeitsbegriff beschaftigen wir uns nun mit
dem formalen Berechenbarkeitsbegriff, zundchst basierend auf
Turingmaschinen.

Wir wissen bereits, was es bedeutet, dass eine Turingmaschine eine
Sprache akzeptiert. Nun definieren wir, was es bedeutet, dass eine
Turingmaschine eine Funktion berechnet.

Fiir eine Zahl n € N sei bin(n) die Binardarstellung von n:
e bin(n) € 1{0,1}* U {0}
o Falls bin(n) = byby_1 --- by, 5o gilt n= S o b;2".

Beispiel: bin(5) = 101, bin(6) = 110, bin(7) = 110, bin(8) = 111.
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Turing-Berechenbarkeit

Turing-berechenbare Funktionen auf natiirlichen Zahlen

Eine partielle Funktion f: Nk — N ist Turing-berechenbar, falls es eine
deterministische Turingmaschine M = (Z,{0,1,#},T, 6, z0,d, E) gibt, so
dass fiir alle nq, ..., n, € N gilt:

e Falls f(n1,..., nk) undefiniert ist, so terminiert M auf der
Startkonfiguration zobin(n1)#bin(n2)# . .. bin(ny)# nicht, d. h. es
gibt keine Konfiguration ¢ € M ET ™ mit

zobin(ny)#bin(np)# . .. bin(nk)# iy c.

e Falls f(ny,..., nk) definiert ist, und f(ny,...,ny) = m, dann existiert
ein Endzustand z. € E mit

zobin(ny)#bin(n2)# . .. bin(ng)# iy O---Ozebin(m)d- - - O.
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Turing-Berechenbarkeit

Intuition:

@ Wenn man die Zahlen ny, ..., ng in Bindrdarstellung — voneinander
getrennt durch # — aufs Band schreibt, so terminiert M genau dann,

wenn f(ny,...,ng) definiert ist.
e Falls f(n1,...,nk) = m, so berechnet M aus ny, ..., ny die Zahl
f(m,...,nk) (moglicherweise umgeben von Leerzeichen) und geht in

einen Endzustand tber.
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Turing-Berechenbarkeit

Turing-berechenbare Funktionen auf Wértern

Eine partielle Funktion f: ¥* — ¥* ist Turing-berechenbar, falls es eine
deterministische Turingmaschine M = (Z,%,T, 6, z9, [, E) gibt, so dass
fir alle x € X* gilt:
e Falls f(x) undefiniert ist, so terminiert M auf der Startkonfiguration
Zox nicht, d. h. es gibt kein ¢ € *ET ™ mit zgx Fv c.
e Falls f(x) definiert ist, und f(x) = y, dann existiert ein Endzustand
ze € E mit zox +, O---OzyOl---0.

Intuition:

@ Wenn man das Wort x aufs Band schreibt, so terminiert M genau
dann, wenn f(x) definiert ist.

e Wenn f(x) =y, so berechnet M aus x das Wort y (moglicherweise
umgeben von Leerzeichen) und geht in einen Endzustand iiber.
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Turing-Berechenbarkeit

Beispiele fiir Turing-berechenbare Funktionen:

Beispiel 1: die Nachfolgerfunktion n+— n+ 1 ist Turing-berechenbar
(siehe Folie 322 und 323).

Beispiel 2: Sei Q die iiberall undefinierte Funktion. Diese ist auch
Turing-berechenbar, etwa durch eine Turingmaschine, die keinen
Endzustand hat. Beispielsweise durch eine Turingmaschine mit der
Ubergangsregel

d(z0, a) = (20, a, N) fir alleaer.

Beispiel 3: gegeben sei eine Typ-0-Sprache L C ¥*. Wir betrachten die
sogenannte “halbe” charakteristische Funktion von L:

XLt — {1}

{ 1 falls w e L

xi(w) undefiniert sonst
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Turing-Berechenbarkeit

Idee fiir eine Turingmaschine M, die x; berechnet:

@ Wir verwenden die Transformation “Grammatik — Turingmaschine”
(Folie 346), und erhalten eine Turingmaschine M’ mit T(M’) = L.

o Die Maschine M’ ist nicht-deterministisch. Wegen der Aquivalenz von
deterministischen und nicht-deterministischen Turingmaschinen
(Folie 350) kann man M’ in eine deterministische Turingmaschine M”
mit T(M") = T(M’) = L umwandeln.

@ Aus M” erhalten wir leicht eine deterministische Turingmaschine M,
die sich wie M" verhilt, auBer: Wenn M” in einen Endzustand
iibergehen sollte (und damit akzeptiert), dann tiberschreibt M den
kompletten Bandinhalt mit 1 und geht in einen Endzustand iiber.

o Beachte: Wenn die Eingabe x nicht zu L gehort, wird M nicht
terminieren.
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Mehrband-Turingmaschine

Wir fiihren jetzt mehrere neue Berechnungsmodelle ein und zeigen, dass
sie alle dquivalent zu Turingmaschinen sind. Das erste davon ist die
sogenannte Mehrband-Turingmaschine.

Mehrband-Turingmaschine

e Eine Mehrband-Turingmaschine besitzt k (k > 1) Bander mit k
unabhangigen Kopfen, aber nur einen Zustand.

o Die Ubergangsfunktion hat die Form
61 (Z\E)x Tk 5 ZxTkx{L R, N}

(ein Zustand, k Bandsymbole, k Bewegungen).

@ Die Ein- und Ausgabe stehen jeweils auf dem ersten Band. Zu Beginn
sind die restlichen Bander leer.

v
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Mehrband-Turingmaschine

Satz 10 (Mehrband-Turingmaschinen — Turingmaschinen)

Zu jeder Mehrband-Turingmaschine M gibt es eine
(Einband-)Turingmaschine M’, die dieselbe Sprache akzeptiert bzw.
dieselbe Funktion berechnet.

Beweisidee: wir beginnen mit der Darstellung einer typischen
Konfiguration einer Mehrband-Turingmaschine

ap | @ || a3 ||a | a | 3 |ar dg | d9 | a10

by | by | b3 | by | bs | bs | br|| bg || by | b1o

Cl | Q| G| G|l G ||CG | C | G| C |Co
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Mehrband-Turingmaschine

Simulation mittels Einband-Turingmaschine durch Erweiterung des
Alphabets: Wir fassen die iibereinanderliegenden Bandeintrdage zu einem
Feld zusammen. Mit den Symbolen * und ¢ wird kodiert, wo die Kdpfe
der Mehrband-Turingmaschine stehen.

ay|| @ ||a | a | a | a |a7r | a | a | a0

M bi|| by || b3 | ba | bs | bs | by | bg | by | bio
OPOYOG O[O0 O] x| 010
all o llea|a|le|e|alal|aol|cda
OPONOG O] O[O0 1010

L
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Mehrband-Turingmaschine

Sei k die Anzahl der Bander von M, I ihr Bandalphabet und ¥ das
Eingabealphabet.

Bandalphabet von M’: T" = £ U (I x {*,0})*

o Bedeutung eines Bandsymbols aus (I x {,{})* am Beispiel von
(a,0,b,%,¢,0), d.h. k=3:

Von jedem der 3 Biander von M tastest M’ (die Einband-TM) gerade
eine Zelle ab. In der von Band 1 (bzw., 2, 3) abgetasteten M-Zelle
steht gerade a (bzw. b, c).

Der M-Kopf von Band 2 befindet sich gerade auf der von M’
abgetasteten Zelle von Band 2 (wegen dem x).

Die M-Ké&pfe von Band 1 und 3 befinden sich hingegen auf Zellen, die
von M’ gerade nicht abgetastet werden (wegen den beiden Q).
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Mehrband-Turingmaschine

e Da M’ und M das gleiche Eingabealphabet haben, muss ¥ zu [
gehdren. Bekommt M’ die Eingabe w € X*, so lauft M’ in einer
ersten Phase einmal komplett iiber w driiber, und wandelt dabei
w in die obige “Mehrband-Kodierung” um.

Problem: Eine Einband-Turingmaschine hat nur einen Kopf und der kann
nur an einer Stelle stehen ~~ Simulation eines Ubergangs der
Mehrband-Turingmaschine in mehreren Schritten.

Simulation eines Ubergangs der Mehrband-Turingmaschine:

@ Zu Beginn der Simulation eines Schritts steht der Kopf der
Einband-Turingmaschine M’ links von allen x-Markierungen.

@ Dann l3uft der Kopf nach rechts, iiberschreitet alle k vielen
x-Markierungen und merkt sich die jeweils anzuwendenden
Falle der d-Funktion. (Dazu benétigt man viele Zusténde.)

@ Dann lauft der Kopf wieder zuriick nach links und fiihrt alle
notwendigen Anderungen aus. O
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Loor-, WHILE-, GOTO-Berechenbarkeit

Wir betrachten nun ein weiteres Berechnungsmodell, das im wesentlichen
eine einfache Programmiersprache mit verschiedenen Konstrukten darstellt.

@ Diese Programme haben Variablen, die mit natiirlichen Zahlen belegt
sind. Diesen Variablen diirfen arithmetische Ausdriicke (mit
Konstanten, Variablen und Operatoren +, —) zugewiesen werden.

@ AuBerdem enthalten die Programme verschiedene Schleifenkonstrukte.
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Loor-, WHILE-, GOTO-Berechenbarkeit

Insbesondere betrachten wir folgende Typen von Programmen:

Loor-Programme

Enthalten nur Loop- bzw. For-Schleifen, bei denen bereits bei Eintritt
feststeht, wie oft sie durchlaufen werden.

v
WHILE-Programme

Enthalten nur While-Schleifen mit einer immer wieder zu evaluierenden
Abbruchbedingung.

A

GoTO-Programme
Enthalten Gotos (unbedingte Spriinge) und If-Then-Else-Anweisungen.

Wir interessieren uns vor allem fiir die Funktionen, die von solchen
Programmen berechnet werden.
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LoopP-Programme

Syntaktische Komponenten fiir LOoOP-Programme

@ Variablen: x1,x2,x3, ...
Konstanten: 0,1,2...
Trennsymbole: ; und :=

Operatorsymbole: + und —

Schlisselworter: Loopr, Do, END

v

Induktive Syntax-Definition von LoOP-Programmen
Ein LooP-Programm ist entweder von der Form
@ xj:=Xxj+coder x;:=x;—cmitceNund/j>1
(Wertzuweisung) oder

@ Pi; P, wobei P; und P> bereits LoOP-Programme sind
(sequentielle Komposition) oder

e Loopr x; Do P END, wobei P ein LooP-Programm ist und i > 1.

v
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LooP-Programme

Informelle Beschreibung der Semantik

e Ein Loopr-Programm, das eine k-stellige Funktion f : Nk — N

berechnen soll, startet mit dem Eingabewerten ny, ..., ng in den
Variablen xi, ..., xx. Alle anderen Variablen haben den Startwert 0.
Das Ergebnis f(ny, ..., nk) liegt bei Termination in xj.

@ Interpretation der Wertzuweisungen:
e Xj := X;j + ¢ — wie iiblich
e Xx; := x; — ¢ — modifizierte Subtraktion, falls ¢ > x;, so ist das Resultat
gleich 0
@ Sequentielle Komposition Py; Py: erst Py, dann P, ausfiihren.

e Loopr x; Do P END: das Programm P wird so oft ausgefiihrt, wie
die Variable x; zu Beginn angibt.
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LoopP-Programme

Beachte: Wird in einem Program LooP x; Do P END der Wert von x;
innerhalb von P verandert, so hat dies keinen Einfluss auf die Anzahl der
Ausfiihrungen des Schleifenkdrpers P.

Hat x; den Wert n bevor P das erste mal ausgefiihrt wird, so wird P genau
n mal ausgefiihrt.

Beispiel: x; := x; + 3; LooP x; DO x; := x; + 1 END
Angenommen x; hat zu Beginn den Wert 0.
Dann wird der Schleifenkdrper 3 mal ausgefiihrt.

An Ende hat also x; den Wert 6.
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LooP-Programme

Formale Beschreibung der Semantik

Fiir jedes LooP-Programm P, in dem keine Variable x; mit i > k
vorkommt (d.h. nur die Variablen xi, ..., xx diirfen in P vorkommen),
definieren wir zunachst eine Funktion

[P]) : NK — N

wie folgt durch Induktion iiber den Aufbau von P:

o [xi:=xj + clu(n,...,nk) = (m,..., my) genau dann, wenn
(i) mg = ng fiir £ # i und (ii) m; = n; + c.
o [xi:=xj — clk(m,...,nk) = (m,..., mg) genau dann, wenn

(i) mg = ng fiir £ # i und (ii) m; = max{0, n; — c}.
o [Pl; Pg]k(nl, coog nk) = [Pg]k([Pl]k(nl, Ceey nk))

() [LOOP x; Do P END]k(nl, .. .,nk) = [P]Zi(nl,. 5 .,nk)
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LoopP-Programme

Intuition: [P]k(n1, ..., nk) berechnet sich wie folgt:

@ Setze zu Beginn jede Variable x; mit 1 </ < k auf den Wert n;.

Die initialen Werte von Variablen x; mit i > k spielen keine Rolle, da
solche Variablen in P nicht vorkommen.

@ Fiihre nun das Programm P aus.

@ Angenommen nach Ausfiihrung von P hat die Variable x; (1 < i < k)
den Wert m;.

Dann gilt [Plk(n1,...,nk) = (m1, ..., mg).
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Sei im folgenden mi(n,. .., nk) = n; (Projektion auf i-te Komponente).

Loop-Berechenbarkeit (Definition)

Eine Funktion f: N — N heiBt Loop-berechenbar, falls es ein £ > k und
ein LooP-Programm P, in dem nur die Variablen xg, ..., x; vorkommen,
gibt mit:

Vni,...,nk € N:f(ny,...,ne) = m([Ple(n1,...,nk,0,...,0)).

( ) = mi([Ple( )
0 — k viele

Zur Berechnung von f(ny, ..., ng) werden also zu Beginn die Variablen
X1,...,Xx auf die Eingabezahlen ny, ..., n, gesetzt.
Die Hilfsvariablen xy11,...,x, werden mit 0 initialisiert.

Dann wird P gestartet.

Nach Ausfiihrung von P ist der Wert der Variablen x; der Funktionswert

f(nl, N nk).
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LoopP-Programme

Bemerkungen:

o Alle LOOP-Programme stoppen nach endlicher Zeit
(Loop-Schleifen terminieren immer).

@ Dabher sind alle LOOP-berechenbaren Funktionen total (d.h. iiberall
definiert).

@ Es gibt also Turing-berechenbare Funktionen, die nicht
LoopP-berechenbar sind (z.B. die iiberall undefinierte Funktion Q von
Folie 364).

@ Wir werden spater sehen, dass es sogar totale Turing-berechenbare
Funktionen gibt, die nicht LoOP-berechenbar sind.
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LoopP-Programme

Loor-Programme kénnen gewisse Programmkonstrukte simulieren, die in
der Syntax nicht enthalten sind.

If-Then-Else
Simulation von IF x; = 0 THEN A END

xp :=1; LooP x; DO x» := 0 END; LooP x, Do A END

Simulation von x; := xj + xi (sei i # k)

xj := Xj; LOOP x, DO x; := x; +1 END

Multiplikation

Simulation von x; := x;j - xk (sei k # i # )
xj :=0; LOOP xx DO x; := x; + x; END
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LoopP-Programme

Wir werden im folgenden solche Konstrukte auch in While-Programmen
verwenden. Wir nehmen dann an, dass sie — wie oben — geeignet simuliert
werden.

Analog: Ganzzahlige Division (x D1v y) und Divisionsrest (x MoOD y).
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WHILE-Programme

Wir erweitern nun die Syntax von LooP-Programmen zu
WHILE-Programmen, indem wir neben LoOP-Schleifen noch ein weiteres
Schleifenkonstrukt erlauben.

Syntax von WHILE-Programmen
Wenn P ein WHILE-Programm ist und i > 1 gilt, so ist auch
WHILE x; # 0 Do P END

ein WHILE-Programm.

Alle in Loop-Programmen erlaubten Konstrukte (siehe Folie 373) sind
auch in WHILE-Programmen erlaubt.

Intuition: Programm P wird so lange ausgefiihrt bis der Wert von x;
gleich 0O ist.
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WHILE-Programme

Semantik von WHILE-Programmen

Wie bei LooP-Programmen definieren wir zunachst fiir jedes
WHILE-Programm P, in dem keine Variable x; mit i > k vorkommt, eine
(diesmal partielle) Abbildung [P]x : N¥ — N¥ induktiv.

Fiir die in LooP-Programmen verfiigbaren Konstrukte iibernehmen wir die
Definitionen von Folie 376.

Sei nun P = WHILE x; # 0 Do A END (i < k) und (ng, ..., n) € NX.

Falls eine Zahl 7 mit m;([A]}(n1, ..., nk)) = 0 existiert, so sei t die kleinste
Zahl mit dieser Eigenschaft. Ansonsten sei t undefiniert.

Dann sei

undefiniert sonst.

[PLu(n ne) {[A]i(nl,...,nk) falls t definiert ist
k(ny, ... nk) =

v
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WHILE-Programme

Zur Erklarung: [A]] steht fiir die 7-fache Komposition von [A]:

[A]Z(nlv EER) nk) = [A]k([A]k([:é]k(' e [A]k(nl, ey ”k) N )))

T viele

Somit ist t die kleinste Zahl 7, so dass nach 7 vielen Ausfiihrungen von A
(gestartet mit den initialen Werten ny, ..., ny fiir die Variablen xq,..., xx)
die Variable x; den Wert 0 hat.

Falls x; niemals den Wert 0 annimmt, terminiert die WHILE-Schleife nicht,
und [P]x(n1, ..., nk) ist undefiniert.
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WHILE-Programme

Beachte: Eine LooP-Schleife
Loor x Do P END

kann simuliert werden durch
Y =X
WHILE y 20 Do y :=y — 1, P END

Wichtig: y ist eine neue Variable, die insbesondere in P nicht vorkommt.

WHILE-Berechenbarkeit (Definition)

Eine partielle Funktion f: Nk — N heiBt WHILE-berechenbar, falls es ein
£ > k und ein WHILE-Programm P, in dem nur die Variablen x1, ..., xp
vorkommen, gibt, so dass fiir alle ny,...,n, € N gilt:
e f(ny,...,ny) definiert < [P]e(n1,...,nk,0,...,0) definiert
o Falls f(ni,...,ny) definiert ist, gilt
f(nl, cocy nk) = 7T1([P]g(n1, ey Ny 0, ce ,0))

v
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WHILE-Programme

Satz 11 (WHILE-Programme — Turingmaschinen)

Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

Anders ausgedriickt: Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme
simulieren.

Beweisidee:

o Wir verwenden eine Mehrband-Turingmaschine, bei der auf jedem
Band eine andere Variable des WHILE-Programms in Binardarstellung

gespeichert wird.
k Variablen ~~ k Bander

@ X; := Xxj + ¢ kann von der Turingmaschine durchgefiihrt werden,
indem die Inkrementierungsfunktion (+1) c-mal ausgefiihrt wird.

@ x; := xj — c funktioniert dhnlich.
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WHILE-Programme

@ Sequentielle Komposition Py; Ps:
Wir bestimmen induktiv Turingmaschinen My, M fiir Py, P>.
Diese machen wir wie folgt zu einer Turingmaschine fiir Py; P»:
e Vereinigung der Zustandsmengen, Bandalphabete und

Ubergangsfunktionen

o Anfangszustand ist Anfangszustand von M;. Endzustdnde sind
Endzustande von M.

e Statt in einen Endzustand von M; wird ein Ubergang in den
Anfangszustand von M, gemacht.

(Vergleiche mit der Konkatenationskonstruktion fiir endliche
Automaten; Folie 96.)
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WHILE-Programme

e WHILE-Schleife WHILE x; # 0 Do P END:
Bestimme zunichst eine Turingmaschine M fiir P.

Modifiziere M wie folgt:

Im neuen Anfangszustand wird zunachst liberpriift, ob 0 auf
dem i-ten Band steht.

e Falls ja: Ubergang in Endzustand

o Falls nein: M wird ausgefiihrt
Statt Ubergang in Endzustand: Ubergang in den neuen
Anfangszustand.
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GoTOo-Programme

Syntax von GOTO-Programmen

Mogliche Anweisungen fiir GOTO-Programme:
Wertzuweisung: x; := xj + ¢ bzw. x; := x; — ¢ (mit ¢ € N)
Unbedingter Sprung: GoTo M;

Bedingter Sprung: Ir x; = ¢ THEN GoTO M;

Stopanweisung: HALT

Ein GOTO-Programm besteht aus einer Folge von Anweisungen A;, vor
denen sich jeweils eine (Sprung-)Marke M; befindet.

M12A1;M22A2;...;Mki Ak

(Wenn Marken nicht angesprungen werden, werden wir sie manchmal
einfach weglassen.)
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GoTOo-Programme

Intuitive Semantik von GOTO-Programmen

@ Die Anweisungen eines GOTO-Programms werden der Reihe nach
ausgefiihrt.
@ Ausnahme: GOTO M springt zur Anweisung mit der Marke M.

@ IF-Anweisungen werden wie iiblich interpretiert.

e HALT-Anweisungen beenden GOTO-Programme. (Die letzte
Anweisung eines Programms sollte ein HALT oder ein unbedingter
Sprung sein.)

v

Dies ist keine wirklich formale Semantikdefinition. Schreiben Sie als Ubung
eine formale Semantikdefinition (analog zu WHILE-Programmen) auf.

Wie WHILE-Programme kdnnen auch GOTO-Programme in unendliche
Schleifen geraten.
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GOTO-berechenbare Funktionen sind analog zu WHILE-berechenbaren
Funktionen definiert.

Beispiel: ein GOTO-Programm zur Berechnung von x; := x1 + xo

M : IF xo = 0 THEN GOTO M>;
x1 = x1 + 1;
X0 = xp — 1;
GoTto My;

M> : HALT
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GoT0-Programme

Satz 12 (WHILE-Programme — GOTO-Programme)

Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-Programm simuliert
werden, d. h. jede WHILE-berechenbare Funktion ist GOTO-berechenbar.

Beweis:

Eine WHILE-Schleife
WHILE x # 0 Do P END

kann simuliert werden durch
M;: Ir x =0 THEN GOoTO M>;
P;
GoTto My;
My: ... O

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 392 / 560



GoT0-Programme

Auch die nicht ganz so offensichtliche Umkehrung gilt:

Satz 13 (GoTO-Programme — WHILE-Programme)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm simuliert
werden, d. h. jede GOTO-berechenbare Funktion ist WHILE-berechenbar.

Das ist einer der Griinde dafiir, warum in modernen Programmiersprachen
im allgemeinen keine GOTOS verwendet werden.

Weitere Griinde: Spaghetti-Code bei Verwendung von GOTOS, siehe
auch Edsger W. Dijkstra: “Go To Statement Considered Harmful” (1968),
http://www.cs.utexas.edu/users/EWD/ewd02xx/EWD215 . PDF.
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GoT0-Programme

Beweis (Goto-Programme — While-Programme):
Sei P= (M : A1; My Ag; ... My : A) ein GOTO-Programm.

Wir simulieren P durch das folgende WHILE-Programm Q mit nur einer
WHILE-Schleife:

count :=1;

WHILE count # 0 Do
IF count = 1 THEN A} END;
IF count = 2 THEN A, END;

IF count = k THEN A} END
END
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GoT0-Programme

Hierbei ist A’ das folgende WHILE-Programm.

Xj := x; £ ¢; count := count + 1 falls A; = (xj .= x¢ %+ ¢)
count :=n falls A; = (GoTo M,)
A= Ik xj = ¢ THEN count :=n falls A; = (IF x; = ¢ THEN
ELSE count := count + 1 END Goro M,)
 count := 0 falls A; = HALT

Die Simulation von GOTO-Programmen durch WHILE-Programme
verwendet nur eine WHILE-Schleife (falls man Ir THEN ELSE als
elementares Konstrukt erlaubt).

Das bedeutet: Ein WHILE-Programm kann durch Umwandlung in ein
GoTO-Programm und Zuriickumwandlung in ein WHILE-Programm in ein
dquivalentes WHILE-Programm mit einer WHILE-Schleife umgewandelt
werden (Kleenesche Normalform fiir WHILE-Programme).
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GoTOo-Programme

Welche Transformationen haben wir bisher durchgefiihrt?

GOTO +— WHILE —— TM

Loop

Um die Aquivalenz von GOTO-, WHILE- und Turing-Berechenbarkeit zu
zeigen, fehlt uns noch die Richtung

T™™M — GoTo
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Satz 14 (TM — GoTO-Programme)

Jede Turingmaschine kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.
Das heiBt, jede Turing-berechenbare Funktion ist GOTO-berechenbar.

Beweis:

Sei M = (Z,%,T,6, zp, E,0J) eine deterministische Turingmaschine, welche
eine Funktion f : N — N berechnet.

OB.dA . seil ={0,...,m—1}, 0=0und Z=1{0,...,n—1}.

Fiir ajax---ap € " sei

P

(3132 ...ap)m = Zai . mi_l

i=1

der Wert von ajas - - - ap in der Darstellung zur Basis m (niederwertigste
Ziffer ganz links).
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Eine Konfiguration ay ---ap z by - - - bg wird durch das Tripel
((ap..-a1)m,z, (b1~ bg)m) ENx{0,...,n—1} x N

reprasentiert.
Solch ein Tripel wird im folgenden mit den drei Variablen x, z, y
gespeichert:

@ z = aktueller Zustand

o x = Kodierung des Bandinhalts links vom Kopf

o y = Kodierung des Bandinhalts rechts vom Kopf inklusive der gerade
gelesenen Zelle

Beachte: (ap...a10)m = (ap...a1)m und (by--- bg0)m = (b1 -+ bg)m.
da [ = 0 und die hochstwertige Ziffer ganz rechts steht.

Das ist gut so, denn a1 ---apzby---bg und Oay ---apz by - -+ bgJ
reprasentieren die gleiche Konfiguration.
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Zur Simulation von Turingmaschinenoperationen verwenden wir die
arithmetischen Operationen D1v und MoD (ganzzahlige Division und
Divisionsrest), wobei wir immer durch unsere Basis m teilen. Diese
Operationen kann man leicht mittels GOTO-Programmen realisieren.

Beispiel: In der Basis m = 10 gilt (hier schreiben wir Zahlen wieder wie
gewohnt, d.h. die niederwertigste Ziffer steht rechts)

5634 Div 10 = 563
5634 Mop 10 = 4

Simulation von Turingmaschinenoperationen:

Kopf liest Zeichen: a:=y MOD m

Zeichen b aufs Band schreiben: y :=(y Div m)-m+ b
Kopf nach links: y :==y-m+ (x MoOD m); x :=x Div m
Kopf nach rechts: x :=x-m+ (y Mob m); y:=y Divm
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Erlauterung: Sei a; ---a, z by - - - by die aktuelle Konfiguration und damit
x=(ap...a1)m, y=(b1--bg)m (undz=2z)

Dann gilt y MOD m= by + m- (by - bg)m = bx.
Also wird die Variable a auf das aktuell gelesene Symbol gesetzt.

Weiter gilt

(yDivm)-m+b = ((b1---bg)m Divm)-m+5b
= (by-+bg)m-m—+b
= (0by---bg)m+b
= (bb2-+bg)m

Also schreibt y := (y D1v m) - m + b tatsachlich b in die aktuelle
gescannte Bandzelle.
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Es gilt
x DIv m = (apap—1...a1)m DIv m=(ap_1...31)m
sowie
y-m+(xMop m) = (b1 bg)m-m+ ((apap-1...a1)m MOD m)
= (0by---bg)m + ap
= (apb1---bg)m

Daher implementiert

y =y -m+ (x MOD m); x:=x Divm
korrekt eine Linksbewegung des Kopfes.
Analog zeigt man, dass

x:=x-m+(y MoD m); y:=y Divm

korrekt eine Rechtsbewegung des Kopfes implementiert.
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Sei nun (ny, ..., nx) € N¥ eine Eingabetupel.

Das zu erstellende GOTO-Programm besteht aus folgenden drei
Programmteilen:

Teil 1: Initialisierung der Variablen x, y, z mit der Anfangskonfiguration.

Die zum Eingabetupel (ny, ..., nk) gehdrende Anfangskonfiguration ist

zo bin(ny) # bin(ng) # - - - # bin(nk) #

Also initialisieren wir x, y, z mit

x:=0; z=z; y = (bin(n1)#bin(n2)# - - - #bin(nk)#) m.

In bin(n;) ist hier die Binarziffer 0 bzw. 1 durch ein Symbol a € '\ {0}
bzw. b € T'\ {{J} reprasentiert (z.B. 0 — 1, 1 — 2). Dies ist notwendig, da
0 bereits fiir das Blank [J vergeben wurde.
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Die Zahl (bin(ny)#bin(n)# - - - #bin(ng)#)m muss man zunéchst aus den
Eingabezahlen ny, ..., ny mittels eines GOTO-Programms berechnen.

Das ist etwas miihsam aber nicht grundsatzlich schwer.

Teil 2: Die Turingmaschinenberechnung wird durch Manipulation von x,
z, y simuliert bis schlieBlich z € E gilt.

Teil 3: Die in y gespeicherte Zahl wird in den eigentlichen Ausgabewert
uberfiihrt:

Hat y den Wert (a1a2---ap)m mit a1,...,a, € {a, b}, so muss die
eindeutige Zahl n mit bin(n) = ajaz - - - a, berechnet werden.

Diese arithmetische Transformation kann man wieder durch ein
GOTO-Programm realisieren.

Bemerkung: Nur der 2. Teil hingt von der Uberfiihrungsfunktion § ab.
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Schema fir Teil 2:

MQZ

Moo:

Ir (z € E) THEN GOTO M3;

a:=y MoDp m; (Zeichen einlesen)

Ir (z=0) AND (a = 0) THEN GOTO My ;
Ir (z =0) AND (a=1) THEN GOTO My 1;

Po.o; (Aktion §(0,0) ausfiihren)
GoTo My;

:Po; (Aktion §(0,1) ausfiihren)

GoTO M>;

Fiihre Teil 3 aus

Im Programmteil P;; wird die durch 6(/, ) beschriebene Aktion so wie auf
Folie 398 unten simuliert. O]
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

LooP-, WHILE- und GOTO-Programme sind vereinfachte imperative
Programme und stehen fiir imperative Programmiersprachen, bei denen
Programme als Folgen von Befehlen aufgefaBt werden.

Parallel dazu gibt es jedoch auch funktionale Programme, deren
Hauptbestandteil die Definition rekursiver Funktionen ist. Es gibt auch
Berechnungsbegriffe, die sich eher an funktionalen Programmen
orientieren.

Zum Beispiel:

e A-Kalkil (Alonzo Church, 1932)

@ p-rekursive und primitiv rekursive Funktionen (werden hier in der
Vorlesung betrachtet)
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Wir definieren nun Klassen von Funktionen der Form f: NK — N.

Primitiv rekursive Funktionen (Definition)

Die Klasse der primitiv rekursive Funktionen ist induktiv wie folgt definiert:

@ Alle konstanten Funktionen der Form kn: N° — N mit k() = m (fiir
ein festes m € N) sind primitiv rekursiv.

@ Alle Projektionen der Form 7rf<: Nk — N mit 7r,{‘(n1, ..., ng) = n; fir
1 < j < k sind primitiv rekursiv.

@ Die Nachfolgerfunktion s: N — N mit s(n) = n+ 1 ist primitiv
rekursiv.

o Wenn g : N¥ = Nund fi,...,f : N" = N (k > 0) primitiv rekursiv
sind, dann ist auch die Abbildung f : N” — N mit

f(n,...,n.)=g(f(n,....n), .., fk(n1,...,n))

primitiv rekursiv (Einsetzung/Komposition)

4
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Primitiv rekursive Funktionen (Definition, Fortsetzung)

@ Jede Funktion f, die durch primitive Rekursion aus primitiv rekursiven
Funktionen entsteht ist primitiv rekursiv.

Das heiBt f: N“*1 — N muss folgende Gleichungen erfiillen (fiir
primitiv rekursive Funktionen g: Nk 5 N, h: Nk+2 N):

f(0,n,....,n,) = g(n,...,nk)
f(n+1,n,....,nk) = h(f(n,n1,...,nk),n,n,...,ng)

Anschaulich: bei primitiver Rekursion wird die Definition von
f(n+1,...) zuriickgefiihrt auf f(n,...). Das bedeutet, dass primitive
Rekursion immer terminiert.

Es handelt sich also um ein Berechnungsmodell analog zu
Loor-Programmen.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Beispiele fiir primitiv rekursive Funktionen:

Additionsfunktion

Die Funktion add: N2> — N mit add(n, m) = n+ m ist primitiv rekursiv.

add(0,m) = m
add(n+1,m) = s(add(n, m))

Streng genommen miissten wir schreiben:

add(0,m) = g(m)
add(n+1,m) = h(add(n,m),n, m)

wobei g = 7} und g : N* — N folgende primitiv rekursive Funktion ist:
g(x,y.2) = s(i(x,y,2))

Im folgenden werden wir aber meistens so genau sein.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Multiplikationsfunktion

Die Funktion mult: N?> — N mit mult(n,m) = n- m ist primitiv rekursiv.

mult(0,m) = 0
mult(n+1,m) = add(mult(n, m), m)

Statt mult(0, m) = 0 miissten wir streng genommen mult(0, m) = ko()
schreiben, was erlaubt ist, da wir bei der Komposition auf Folie 406 den

Fall k = 0 erlauben.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Dekrementierung

Die Funktion dec: N — N mit dec(n) = n — 1 ist primitiv rekursiv.

dec(0) = 0
dec(n+1) = n

Die Funktion sub : N2> — N mit sub(n, m) = max{0, n — m} ist primitiv
rekursiv.

sub(n,0) = n
sub(n,m+1) = dec(sub(n,m))
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Erinnerung: Der Binomialkoeffizient (Z) ist definiert durch

n\ n! ~n-(n—=1)---(n—k+1)
<k>_k!(n—k)!_ k-(k—1)---1 '

Die einstellige Funktion n+— (3) is primitiv rekursiv. J

0
(2) -
n+1 n
(2= )+
Durch Komposition folgt, dass auch die Abbildung ¢ : N> — N mit

1
c(n,m)=n+ <n+,;+ >

primitiv rekursiv ist.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Die Abbildung c ist eine Bijektion von N2 nach N (Paarungsfunktion).

ln=0]1]2]3]4]
m=0] 0 [2]5]9]14
1 1 |48 [13]19

2 3 [7]12]18]25

3 6 [11]17]24|32

4] 10 [16]23 3140

n+m

Beachte: c(n,m) =n+> ;7"
Die Funktion ¢ kann verwendet werden, um beliebige k-Tupel (k > 2) von
natiirlichen Zahlen durch eine Zahl zu kodieren:

(n,m, ... mi) = c(m, c(n2, ..., c(nk—1,nk) - ..))

Die Abbildung (n1, na, ..., nk) — (n1,na, ..., ng) ist dann auch primitiv
rekursiv (fiir jedes feste k).
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Es seien /: N — N und r : N — N die eindeutigen Funktionen mit:
Vn,m e N: l(c(n,m)) =nund r(c(n,m)) =m

Wir werden nun zeigen, dass die Funktionen £ und r ebenfalls primitiv
rekursiv sind. Mit diesen lassen sich dann auch primitiv rekursive
Dekodierfunktionen fiir kodierte k-Tupel definieren:

di(n) = (n)
da(n) = L(r(n))

dik—1(n) = Lr(r(---r(n)---))

di(n) = r(r(---r(n)---))

Dann gilt: di({n1, na, ..., ng))
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Sei P: Nkl {0, 1} ein Pradikat (eine Funktion mit Wertebereich
{0,1}). Dann wird die Funktion g : N¥*1 — N mit

0 falls P(x, ni,...,nk) =0 fiir alle x € {0,...,n}
max{x < n| P(x,n1,...,n,) =1} sonst

q(nvnlv"-ank):{

durch Anwendung des beschrankten max-Operators auf P definiert.

Wenn P primitiv rekursiv ist, dann ist auch g primitiv rekursiv. J

q(0,n1,...,nc) = 0
n+1 falls P(n+1,n1,...,n,) =1
Gn+ Lim....m) = { (1o, 0 10)
q(n,ny,...,ng) sonst
= q(n,ny,...,nK) +

P(n+1,n,....n)x(n+1—gq(n,ny,...,nk))
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Sei P: Nk*1 — {0,1} ein Pradikat. Dann wird das Pridikat
Q : Nk — {0, 1} mit

Q(n, n, ...

{1 falls 3x < n: P(x,ng,...,nc) =1
7nk) -
0 sonst

durch Anwendung des beschrankten Existenzquantors auf P definiert.

Wenn P primitiv rekursiv ist, dann ist auch Q primitiv rekursiv. J

Q(O,nl,...,nk) = P(O,nl,...,nk)
Q(n+1,n,....n,) = P(n+1,n,....n)+ Q(n,ny,...,ng)
—P(n+1,n1,...,n¢)*« Q(n,n1,...,nNk)
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Nun konnen wir zeigen, dass auch die Umkehrfunktionen £ und r von
¢ : N2 — N primitiv rekursiv sind.

Das Pridikat C : N3 — {0,1} mit

1 falls c(x,y) ==z

Clx,y,z) = {0 falls c(x,y) # z

ist primitiv rekursiv:

Clror2) = (1= (el =)+ (1 2= clxn)) ).
Deshalb sind auch folgende Funktionen ¢ und r’ primitiv rekursiv:

I(k,m,n) = max{x<k|3Jy <m:C(x,y,n) =1}
r'(k,m,n) = max{y <k|3Ix<m:C(x,y,n)=1}
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

SchlieBlich gilt £(n) = ¢'(n, n,n) und r(n) = r'(n, n, n):
Beachter hierzu, dass x < ¢(x,y) und y < ¢(x,y) fiir alle x,y € N.

Weiter gilt:

), c(x,¥))

)13y <clx,y): €,y e(x,y)) =1}
)13y <celx,y):e(x,y') = clx,¥))}
) /

max{x' < c(x,y) | Iy < c(x,y) : x' =xund y =y}

U(c(x,y),c(x.y
= max{x < c(x,y

max{x’ < c(x,y

= X
und ananlog r'(c(x, y), c(x,y),c(x,y)) = y.

Nach Definition der Funktionen ¢ und r (Folie 413) folgt hieraus
¢(n) =¢'(n,n,n) und r(n) =r'(n,n,n).
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Satz 15 (Primitiv rekursive Funktionen = LooOP-berechenbare Funktionen)

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen stimmt genau mit der Klasse
der Loop-berechenbaren Funktionen iiberein.

Beweis: Sei zunichst f : N” — N LooP-berechenbar.

Also gibt es ein LooP-Programm P, in dem nur die Variablen xi, ..., Xk
(k > r) vorkommen, mit (siehe Folie 378)

Vni,...,n, € N:f(ny,...,n)=m1([Ple(n,...,n,0,...,0)).

Durch Induktion {iber den Aufbau von P definieren wir eine primitiv
rekursive Funktion gp : N — N mit

Vni,...,ne € N: gp((l'll, .. .,nk>) = <[P]k(n1, ceey nk)).

Wegen f(n1,...,n,) = di(gp({m,...,nr0,...,0))) ist dann auch f
primitiv rekursiv.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Fall 1. P = (x; := xj £ c): Definiere

gp(n) := (di(n),...,di—1(n), d;(n) £ c, diy1(n), ..., di(n)).

Dann gilt

gr({(n,...,ng))
= (di({n1,....nk)), ... dici({n1, ..., nk)), di({n, ..., nk)) £ c,
dig1((m,-.oonk))s o, di({n1, ..., ng)))
= (n,...,ni—1,njEc, g1, nk)
T (Pk(nas - - - k).
AuBerdem: Da alle Funktionen di, ..., d, sowie n+— n =4 c und

(m,...,nk) — (n,...,ng) primitiv rekursiv sind, ist nach obiger
Definition auch gp primitiv rekursiv.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 419 / 560



Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Fall 2. P = (Q; R): Definiere

gr(n) := gr(ga(n))-
Nach Induktion gilt fiir alle ny,...,n, € N:

go((n,....n)) = ([Qlk(m,-..,nk))
gr((m,....nk)) = ([Rlx(n1,...,nk))

Also gilt

gp({n1,....n)) = gr(go({ni,...,nk)))
= gr({[@Ik(n; .-, nk)))
= ([RI([Qlk(n1, -, nk)))
PEI Py - i)
AuBerdem: Da gg und ggr nach Induktion primitiv rekursiv sind, ist nach

obiger Definition auch gp primitiv rekursiv.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Fall 3. P = (Loor x; Do Q END):
Definiere zunachst die primitiv rekursive Funktion h durch
h(0,m) = m
h(n+1,m) = gq(h(n, m))
Dann gilt also h(n, m) = g4(m) (n-fache Anwendung von gq auf m).
Definiere schlieBlich gp(x) = h(di(x), x).
Dann gilt:
gr({m,....,nK)) = h(di({n1,...,nk)),{(n1,...,nk))
= h(n;,{(n,...,ng))
= go({n,...,nk))
= ([QI (- )
P (Pl - )
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Sei nun f : N” — N primitiv rekursiv.

Durch Induktion {iber den Aufbau von f zeigen wir, dass f
Loop-berechenbar ist.

Fall 1: f ist eine der Basisfunktionen (konstante Funktionen, Projektionen,
Nachfolgerfunktion).

Dann ist f offensichtlich LoopP-berechenbar.

Fall 2: Es gibt primitiv rekursive Funktionen g, f1, ..., fi mit
f(n,...,n.)=g(f(m,....n7), ..., fk(n1,....n)).

Nach Induktion sind g, f1,. .., fy LOOP-berechenbar.

Seien G, F1, ..., Fx Loop-Programme zur Berechnung von g, f1,. .., fk.

Dann berechnet das folgende LoopP-Programm f:
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

V1= X1 Y = X

F1;

Z] = X1,

X1 :y]_,,Xr ::yr;
Fa;

2 = Xi;

XUI= VUi X = Y
F3;

Z3 1= X1,

XUI= Y1 X 1= Y

Fi;

Zk ‘= X1,

X1 =21, ..., Xk = Zy,
G
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Erldauterung:

o Die Eingabezahlen ny, ..., n, stehen zu Beginn in den Variablen
X1, ..., Xr. Diese sichern wir mittels y; := x1;...;y, := X, in den
Variablen y1,..., y,.

e Mittels des Programms F; wird fi(ni,...,n,) berechnet und dieser
Wert befindet sich nach Ablauf von F; in der Variablen x.

e Mittels z; := x; sichern wir den Wert fj(n1, ..., n,) in der Variablen z;.

@ Bevor Fjyj gestartet wird, miissen mittels x; 1= y1;...; X, := y, die
Variablen xi, ..., x, wieder auf die Eingabezahlen ny,..., n, setzen.

@ SchlieBlich hat jede Variablen z; (1 < i < k) den Wert fi(n1,...,n,).

o Mittels x1 := z1;...; xx := z, werden diese Werte nun in die
Variablen xi, ..., xx kopiert. Danach wird G gestartet.

@ Nach Ablauf von G befindet sich in der Variablen x; der gesuchte
Wert g(f(n1,...,nr), ..., f(n,...,n.))=f(n,...,n.).

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 424 / 560



Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Fall 3: f entsteht aus g und h durch primitive Rekursion.

Es gibt also primitiv rekursive Funktionen g: N~ = N und h: N'*! = N
mit

f(0,na,....,n) = g(ma,...,n;)
f(m+1n,....n) = h(f(n,na....n), 1,0 ...,0)

Die Funktion f l3sst sich dann durch das folgende (Pseudocode-)
Loor-Programm berechnen:

y =g(x2,....,x); k:=0;
Loopr x; Do
y:=h(y,k,xo,....,x ) k:=k+1
END
Unter Verwendung von LOOP-Programmen fiir g und h sowie

Zwischenspeicherung dhnlich zu Fall 2 kann dieser Pseudocode
in ein LOOP-Programm fiir f umgesetzt werden. O
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Wir definieren nun ein weitere Klasse, die gleichmachtig zu
WHILE-Programmen, GOTO-Programmen und Turingmaschinen ist.

p-rekursive Funktionen (Definition)

Die p-rekursiven Funktionen verwenden die gleichen Basisfunktionen
(konstante Funktionen, Projektionen, Nachfolgerfunktion) und Operatoren
(Einsetzung, primitive Rekursion) wie primitiv rekursive Funktionen.

Zusatzlich darf noch der p-Operator verwendet werden.
Der p-Operator verwandelt eine Funktion f: N¥t1 — N in eine Funktion
pf: NK - N mit
uf(xi,...,xx) = min{n|f(n,xi,...,xx) =0 und
Vm < n:f(m,xi,...,xx) ist definiert}

Dabei gilt min () = undefiniert.

v
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Intuitive Berechnung von uf(xi, ..., xk):
@ Berechne f(0,x1,...,xk), f(1,x1,...,Xk), - --
e Falls fiir ein n gilt f(n,x1,...,xk) =0, so gib n als Funktionswert
zuriick.
e Falls f(m,xi,...,xx) undefiniert ist (ohne, dass vorher einmal der

Funktionswert gleich 0 war), oder der Funktionswert O nie erreicht
wird: die intuitive Berechnung terminiert nicht.
In diesem Fall gilt auch pf(x1,...,xk) = min® = undefiniert.

Analogie zu WHILE-Programmen: es ist nicht klar, ob die
Abbruchbedingung jemals erfiillt wird.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Durch den p-Operator kdnnen nun auch echt partielle Funktionen erzeugt
werden.

Uberall undefinierte Funktion

Die Funktion Q: N — N mit Q(n) = undefiniert fiir alle n € N ist
u-rekursiv.

Verwende z.B. die 2-stellige Funktion f: N2 — N mit f(x,y) = x + 1 fiir
alle x, y.

Es gilt f(x,y) = s(73(x,y)), wobei s die Nachfolgerfunktion ist.

Dann gilt Q = uf.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Weiteres Beispiel:

Die Funktion sqrt: N — N mit sqrt(n) = [/n] ist p-rekursiv.

Dabei rundet [...] eine reelle Zahl auf die ndchstgroBere (oder gleiche)
ganze Zahl auf.

Sei f(m,n) = n— m- m. (beachte: die Multiplikationsfunktion und
Subtraktionsfunktion sind primitiv rekursiv).

Dann gilt sqrt = pf.
Diese Funktion ist jedoch auch primitiv rekursiv.

Intuition: bei Berechnung von sqrt(n) sind immer hochstens n Iterationen
notwendig.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Die Klasse der u-rekursiven Funktionen stimmt genau mit der Klasse der
WHILE-(GOTO-, Turing-)berechenbaren Funktionen iiberein.

Beweis:

Wir zeigen, dass die Klasse der pu-rekursiven Funktionen mit der Klasse der
WHILE-berechenbaren Funktionen iibereinstimmt.

Hierfiir geniigt es den Beweis fiir den Satz von Folie 418 (primitiv
rekursive Funktionen = LooP-berechenbare Funktionen) um den
u-Operator sowie die WHILE-Schleife zu erweitern.

Sei zundchst P = (WHILE x; # 0 DO Q End) ein WHILE-Programm.

Wir miissen zeigen, dass die auf Folie 418 definierte Funktion gp : N — N
p-rekursiv ist.

Nach Induktion ist dies fiir go bereits der Fall.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Wie im Beweis des Satzes von Folie 418 (Fall 3 auf Folie 421) kdnnen wir
eine yi-rekursive Funktion h: N? — N mit h(n, m) = g@(m) definieren.

Sei j : N2 — N definiert durch j(n, m) = d;(h(n, m)) und definiere
gp(x) == h((1)(x), x)-

Beachte: (wj)({n1,..., nk)) ist definiert genau dann, wenn eine Zahl t
existiert, so dass

0 = di(h(t,(m,...,n)))
= di(gg((m,---, k)
= di({[Qlk(n, ..., m)))
= m([Qlk(n, ..., nk))

und [Q];(n1, ..., nk) fiir alle s < t definiert ist.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

In diesem Fall ist (1)({n1, ..., nk)) die kleinste solche Zahl t.

Daher ist (wj)({n1,...,nk)) genau dann definiert, wenn das Programm
P = (WHILE x; # 0 DO Q End) bei Eingabe ny, ..., nx terminiert.

Ausserdem: Wenn (pj)((n1, ..., nk)) definiert ist und gleich ¢t € N ist, so
ist t die Anzahl der Durchlidufe durch die WHILE-Schleife bei Eingabe
ny,...,nNg.

In diesem Fall gilt:

ge({n,....nk)) = h(()((n1s- s nk)), (M1, k)
= h(t,(m,...,n))
= gé((nl,...,nk>)
"2 ([Ql (- mk))
P P(nas - . -5 k).
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Sei nun f = pg : N — N fiir eine p-rekursive Funktion g : N'™1 — N,

Dann kann f durch das folgende (Pseudocode-) WHILE-Programm
berechnet werden:

y =0, z:=g(0,x1,...,%);
WHILE z # 0 Do
y=y+1 z:=g(y,x1,...,x);
END;
X1 =y L]
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Wir werden nun zeigen, dass es totale Turing-berechenbare/ u-rekursive
Funktionen gibt, die nicht primitiv rekursiv sind.

Ein klassisches Beispiel hierfiir ist die sogenannte Ackermannfunktion.

Ackermannfunktion a: N2 — N (Ackermann 1928)

a0,y) = y+1 (3)
a(x,0) = a(x—1,1), falls x >0 (4)
a(x,y) = a(x—1,a(x,y —1)), falls x,y >0 (5)

Die Ackermannfunktion ist eine totale Funktion. \
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Beweis: Durch Induktion iiber das erste Argument x.

Seien x,y € N.
Falls x = 0, gilt a(x,y) & y + 1.
Falls x > 0, gilt
axy) 2 alx—1a(xy 1))
®)

Da nach Induktion alle Werte a(x — 1, z) (fiir z € N) definiert sind, ist
auch a(x, y) definiert. O
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Wertetabelle der Ackermannfunktion fiir kleine Werte:

y=J 0 1 2 3 4 | a(x,y)
x=01] 1 2 3 4 5 . y+1
x=11 2 3 4 5 6 ... y+2
x=21 3 5 7 9 11 ... 2y +3
x=31 5 13 29 61 125 ... w3 _3
2
x=4 || 13 65533 > 1019727 22" -3
S~
v + 3 Zweier

Die Ackermannfunktion ist WHILE-berechenbar, aber nicht primitiv
rekursiv bzw. nicht LooP-berechenbar.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Beweis:

Wir zeigen zunichst, dass die Ackermannfunktion WHILE-berechenbar ist
(die Ackermannfunktion ist sicherlich berechenbar im intuitiven Sinne).

Hierfiir ist es sinnvoll, Stacks (Keller) von natiirlichen Zahlen einzufiihren.

Eine Folge (no, ni, ..., nk) von natiirlichen Zahlen kann durch die
Kodierungsfunktion (ng, n1,...,ng) — (no, n1,..., ng) (sieche Folie 412) in
einer Zahl abgespeichert werden.

Sei stack eine Integer-Variable, die einen Stack von natiirlichen Zahlen
reprasentiert. Wir definieren die folgenden Operationen:

o INIT(stack): stack :=0

e PusH(n,stack) fiir n € N: stack := ¢(n + 1, stack)

e x := Pop(stack): x := {(stack) — 1; stack := r(stack)
Ausserdem verwenden wir size(stack) # 1 als Abkiirzung fiir r(stack) # 0.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Beachte: Bei einer PusH-Operation wird das auf den Keller zu legende
Argument um 1 inkrementiert, bei einer POP-Operation wird es dann
wieder dekrementiert.

Dies ist notwendig, um diese Argumente von dem untersten Kellersymbol
0 zu unterscheiden.

Wiirden wir diese Inkrementierung nicht vornehmen, so wiirden alle Keller
der Form (0,0,...,0) durch die Zahl 0 kodiert werden.

Mit diesen Operationen kann die Ackermannfunktion durch das folgende
WHILE-Programm berechnet werden:
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

INIT(stack);

PuUSH(x1, stack);

PUSH(xp, stack);

WHILE size(stack) # 1 Do
y = Pop(stack);
x := Pop(stack);
Ir x =0 THEN PUSH(y + 1, stack);
ELSEIF y = 0 THEN PUSsH(x — 1, stack); PusH(1, stack);
ELSE PusH(x — 1, stack); PusH(x, stack); PusH(y — 1, stack);
END (if)

END (while)

x1 := Pop(stack);

Wir zeigen nun, dass die Ackermannfunktion starker als jede primitiv
rekursive Funktion wachst.

Hierfiir beweisen wir eine Reihe von Lemmata.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen
Vx,y e N:y < a(x,y)

Beweis: Induktion liber x.

IA: x = 0.

Esgilty<y+1 &) a(0,y) fiir alle y € N.

IS: Gelte Vy € N1y < a(x,y) (IH 1).
Wir zeigen nun durch Induktion iiber y € N, dass Vy € N:y < a(x+1,y).
IA: y =0.

Es gilt 1 < a(x,1) (nach (IH 1)) und damit 0 < 1 < a(x,1) ® a(x +1,0).

IS: Gelte y < a(x+1,y) (IH 2).
Wir zeigen nun y +1 < a(x+ 1,y + 1).
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Zunichst gilt nach (IH 1): a(x +1,y) < a(x,a(x + 1,y))
(ersetze y in (IH 1) durch a(x + 1,y)).

(H2)
Alsogilt: y+1 < a(x+1,y) < a(x,a(x+1,y)) & a(x+1,y+1). O

Vx,y € N:a(x,y) < a(x,y +1)

Beweis:

D 1<y 42250,y +1) firalle y € N.

Fir x > 0 gilt a(x,y) < a(x — 1, a(x, y)) nach Lemma 19
(ersetze in Lemma 19 x durch x — 1 und y durch a(x, y)).

Fir x =0 gilt a(0, y)

Dies ergibt a(x,y) < a(x — 1,a(x, y)) ©) a(x,y +1). O
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Vx,y € Nia(x,y +1) < a(x+1,y)

Beweis: Induktion iiber y.

IA: y =0.

Es gilt a(x,1) @ a(x + 1,0) fir alle x € N.

IS: Gelte Vx € N: a(x,y + 1) < a(x+1,y) (IH).

Wir zeigen a(x,y +2) < a(x+ 1,y + 1) fiir alle x € N.

Nach Lemma 19 gilt y + 1 < a(x,y + 1).

(H)
Also gilt y +2 < a(x,y +1) < a(x+1,y).
Lemma 20 impliziert a(x, y +2) < a(x, a(x + 1, y)).

Also ergibt sich a(x,y +2) < a(x, a(x + 1,y)) ©) a(x+ 1,y +1). O
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Vx,y € N:a(x,y) < a(x+1,y)

Beweis:
Lemma 20 ~» a(x,y) < a(x,y +1).
Lemma 21 ~» a(x,y +1) <a(x+1,y). O

Aus Lemma 20 und Lemma 22 folgt, dass die Funktion a monoton ist:

Wenn x < x" und y <y’ dann a(x,y) < a(x’,y’). Gilt ausserdem noch
x < x" oder y < y' so folgt a(x,y) < a(x',y’).
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Sei nun P ein LOOP Programm, in dem keine Variable x; mit i > k
vorkommt.

Fiir ein Tupel (ny,..., nk) € N¥ schreiben wir im folgenden
Z(nla"'vnk):n1+"'+nk-

Dann definieren wir

fp(n) = max{) _[Plk(ns, ..., mc) | ... ome €N, (m,.. o, m) < ).

Fiir jedes LoOP Programm P gibt es eine Zahl ¢, so dass fiir alle n € N
gilt: fp(n) < a(¢, n).

Beweis: Induktion iiber den Aufbau von P.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

0O.B.d.A. erfiille P die folgenden Eigenschaften:
@ Fiir jedes Teilprogramm x; := x; &= c in P gilt ¢ = 1.
Z. B. kann x; := x; + 2 ersetzt werden durch x; := x; + 1; x; := x; + 1.
o Fiir jedes Teilprogramm LooP x; DO Q END in P gilt:
X; kommt in @ nicht vor.

Sollte x; in @ vorkommen, so ersetzen wir LooP x; Do @ END durch
y :=x;; Loorp y Do Q END, wobei y eine neue Variable ist.

Fall 1: P = (x; .= x; £ 1)
Dann gilt fp(n) < 2n+1.

Mit Induktion tiber y kann man leicht zeigen:
a(l,y) =y +2und a(2,y) =2y + 3 (Ubung).

Also gilt fp(n) < a(2, n).
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Fall 2: P = (Py; P,).

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Zahlen ¢1 und ¢ mit
Vn e N: fp(n) < a(f1,n) und fp,(n) < a(¥2, n). (6)

Wir zeigen zunachst fp(n) < fp,(fp,(n)).

Nach Definition von fp(n) gibt es ein Tupel (n1,...,nx) € Nk mit
S(ni,...,ng) < nund

fo(n) =Y [Pl(ns, -, mc) = Y _[Pale([Prle(n, ..., ni)).

Nun gilt nach Definition von fp, (n): > [P1]k(n1, ..., nk) < fp,(n).
Mit der Definition von fp,(n) folgt schlieBlich:

fp(n) =Y _[Palk([Pilk(ny, ..., i) < fpy(fy (n)).
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Mit /3 := max{¢1 — 1,4} folgt nun:

fp(n) < fp,(fp (n))

< a(fa, a(¢1, n)) ((6) und Monotonie von a)
< a(f3,a(l3 +1,n)) (Monotonie von a)
=a(lz+1,n+1) (Definition von a)

< a(lz+2,n) (Lemma 21)

Wir kénnen somit £ = f3 + 2 in Lemma 23 wahlen.

Fall 3: P = (Loor x; Do Q END)

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Zahl ¢; mit
Vn e N: fo(n) < a(¢1, n). (7)

Beachte: x; kommt in @ nicht vor.
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Wahle m, ny,...,ni_1,ni41,...,n < nso, dass gilt:
fo(n) = max{D [Ple(n,....m) [ m,....,; €N,D (n1,...,ni) < n}
= Z[P]k(nl, ceey N1, My N4 1,.. ., nk),

wobei ny + -+ ni_1+nip1+ -+ ng+m<n.

Falls m = 0 gilt, so ergibt sich

fP(n) — Z[P]k(nlw"ani*laou nf+17"'7nk)
= Z(nl,...,n,-_l,O,n,-H,...,nk)
< n
< n+1
= a(0,n).
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Falls m > 1, so erhalten wir (da x; in Q nicht vorkommt):

fp(n) > Pl onice, myniga, .o

Z[Q]Z’(nla ceey N1, M N1, .., nk)

< fo(fo(---fo(n—m)---))+m
m-mal
< aly, folfq(-- - fo(n—m)---))) +m
m — 1-mal

< a(t1,a(l1,---a(li,n—m)---))+m

m-mal
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Da in dieser Abschitzung m-mal “<" vorkommt, erhalten wir:

fp(n) < 3(51, 3(51, cee a(ﬁl, n— m) cee ))
m-mal

< a(ly,---a(l1,a(l1+1,n—m))---) (Monotonie von a, m > 1)
—_——

m — 1-mal
=all1+1,n-1) (Definition von a)
< a(ly1+1,n) (Monotonie von a)
Wir konnen somit £ = /1 + 1 in Lemma 23 wahlen. ]
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

Wir kdonnen nun den Beweis von Satz 18 endlich beenden.
Angenommen die Ackermannfunktion a wire LOOP-berechenbar.

Dann ist auch die Funktion g : N — N mit g(n) = a(n, n)
Loop-berechenbar.

Sei P ein LOOP-Programm mit
Vn e N: g(n) = mo([P)«(n,0,...,0)).
Nach Lemma 23 existiert eine Konstante ¢ mit
Vn e N: fp(n) < a(¢, n).
Fiir n = ¢ folgt dann
g(0) = mo([P1k(¢,0, ..., 0)) < fp(¢) < a(¢,¢) = g(f).

Dies ist ein Widerspruch. O
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Unentscheidbarkeit

Uberblick

@ Zunachst einmal definieren wir formal den Begriff Entscheidbarkeit.
Was bedeutet es iiberhaupt, dass ein Problem entscheidbar ist?

@ Dann kommen wir zum Begriff Semi-Entscheidbarkeit.
Hier wird erlaubt, dass das Entscheidungsverfahren bei einer
negativen Antwort nicht terminiert und keine Antwort liefert.

@ AnschlieBend geht es um negative Resultate.
Wie kann man zeigen, dass ein Problem nicht entscheidbar ist?
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Entscheidbarkeit

Entscheidbarkeit (Definition)

Eine Sprache A C ¥* heiBt entscheidbar, falls die charakteristische
Funktion von A, d.h. die Funktion y4: X* — {0,1} mit

) = 1 fallswe A
XAWI= 0 fallsw ¢ A

berechenbar ist.

Eine Sprache, die nicht entscheidbar ist, heiBt unentscheidbar.

Intuition: Es gibt ein algorithmisches Verfahren, welches bei Eingabe von
w € ¥* folgendes Verhalten zeigt:

@ Wenn w € L gilt, dann terminiert das Verfahren nach endlich vielen
Rechenschritten mit der Ausgabe 1 (“Ja, w gehort zu L").

@ Wenn w ¢ L gilt, dann terminiert das Verfahren nach endlich vielen

Rechenschritten mit der Ausgabe 0 (“Nein, w gehort nicht zu L").
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Entscheidbarkeit

Darstellung der Entscheidbarkeit an einem Maschinenmodell:

—»@ Ja (Ausgabe 1)
——@ Nein (Ausgabe 0)

Bei jeder Eingabe rechnet die Maschine endliche Zeit und gibt dann

entweder “Ja" oder “Nein” aus.
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Entscheidbarkeit

Bei Semi-Entscheidbarkeit erlaubt man, dass die charakteristische Funktion
im negativen Fall undefiniert ist, d.h., keine Antwort zuriickkommt. Bei
konkreten Berechnungsmodellen bedeutet das dann Nicht-Terminierung.

Semi-Entscheidbarkeit (Definition)

Eine Sprache A C X* heiBt semi-entscheidbar, falls die “halbe”
charakteristische Funktion von A, d.h. die Funktion x/,: X* — {1} mit

7 () = 1 falls w € A
XAWI=\ undefiniert falls w ZA

berechenbar ist.
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Entscheidbarkeit

Intuition: Es gibt ein algorithmisches Verfahren, welches bei Eingabe von
w € L* folgendes Verhalten zeigt:

e Wenn w € L gilt, dann terminiert das Verfahren nach endlich vielen
Rechenschritten mit der Ausgabe 1 (“Ja, w gehort zu L").

e Wenn w ¢ L gilt, dann terminiert das Verfahren nicht
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Entscheidbarkeit

Darstellung der Semi-Entscheidbarkeit an einem Maschinenmodell:

—»@ Ja (Ausgabe 1)
7

Bei jeder Eingabe rechnet die Maschine und gibt im Fall w € A nach
endlicher Zeit "Ja" aus. Falls w ¢ A gilt, so terminiert die Maschine nie.

Das heiBt, man kann sich nie sicher sein, ob nicht doch irgendwann "“Ja"
ausgegeben wird, da die Antwortzeit der Maschine nicht beschrankt ist.
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Entscheidbarkeit

Satz 24 (Semi-Entscheidbarkeit und Chomsky-0-Sprachen)

Eine Sprache A ist semi-entscheidbar genau dann, wenn sie vom Typ 0 ist.

Beweis: Die Chomsky-0-Sprachen sind nach Satz 6 (Folie 346) genau die
Sprachen, die von einer Turing-Maschine akzeptiert werden.

Eine Turing-Maschine, die die halbe charakteristische Funktion x/,
berechnet, akzeptiert auch die Sprache A, da sie nach Schreiben der
1 in einen Endzustand iibergeht.

Eine Turing-Maschine, die eine Sprache A akzeptiert, kann leicht in eine
Turing-Maschine umgewandelt werden, die die “halbe” charakteristische
Funktion x/4 berechnet, indem sie nach Erreichen eines Endzustands das
Band 16scht und danach eine 1 schreibt. O
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Entscheidbarkeit

Zur Erinnerung: die Chomsky-Hierarchie

@ DY

Menge aller Sprachen

Typ-0-Sprachen
semi-entscheidbare Sprachen

Typ-2-Sprachen
kontextfreie Sprachen

Typ-3-Sprachen
regulare Sprachen
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Entscheidbarkeit

Bemerkungen:

@ Im Zusammenhang mit Fragestellungen der Entscheidbarkeit werden
Sprachen oft auch als Probleme bezeichnet.

@ Auch wenn charakteristische Funktionen Worter als Argumente
haben, kann man sie leicht als Funktionen iiber natiirlichen Zahlen
auffassen und so mit WHILE- bzw. GOTO-Programmen berechnen.
Jedes Wort aus X* kann als Zahl zur Basis b aufgefasst werden,
wobei b > |X| (siehe auch die Umwandlung von Turing-Maschinen in
GoTO-Programme auf Folie 397).

@ Daher werden wir als Probleme im folgenden auch Teilmengen von N
bzw. N¥ betrachten.
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Entscheidbarkeit

Typische Beispiele fiir Probleme:

Beispiel 1: das Wortproblem

Gegeben sei eine feste Chomsky-Grammatik G und das Problem sei

A = L(G). Wir wissen bereits, dass A entscheidbar ist, falls G eine
Chomsky-1-Grammatik ist. AuBerdem gibt es Grammatiken, fiir die L(G)
nicht entscheidbar ist (Beweis kommt bald).

Beispiel 2: das allgemeine Wortproblem

Das allgemeine Wortproblem ist die Menge
A={(w,G)|we L(G), G Chomsky-Grammatik iiber
dem Alphabet ¥},

wobei die Paare (w, G) geeignet als Worter kodiert werden miissen (z.B.
durch Auflisten aller Produktionen von G, getrennt durch ein Symbol #)

v
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Entscheidbarkeit

Satz 25 (Unentscheidbarkeit des allgemeinen Wortproblems)

Das allgemeine Wortproblem ist unentscheidbar.

Beweis: Sei G eine Grammatik, fiir die das Wortproblem L(G)
unentscheidbar ist (Beweis kommt noch).

Falls das allgemeine Wortproblem A entscheidbar wire, so wire auch L(G)
entscheidbar. Fiir ein gegebenes Wort w miiBte man dann nur (liberpriifen,
ob (w, G) € A gilt. ~ Widerspruch!

Maschine fiir —% : Ja
allgemeines ‘

G ——~ Wortproblem ——@ Nein

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Maschine fiir (spezielles) Wortproblem
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Entscheidbarkeit

Das heiBt, aus einer Maschine zur Losung des allgemeinen Wortproblems
konnte man eine Maschine zur Lésung des (speziellen) Wortproblems
bauen. Da es letztere aber nicht fiir alle Grammatiken G gibt, kann es
auch erstere nicht geben.

Argumentationen dieser Art (“wenn es ein Verfahren fiir A gibt, dann kann

man daraus ein Verfahren fiir B konstruieren”) bezeichnet man als
Reduktionen. Wir werden sie im folgenden haufiger anwenden.
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Entscheidbarkeit

Beispiel 3: das Schnittproblem

Das Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist die Menge

A= {(Gy, G) | Gi, Gy kontextfreie Grammatiken,
L(G1) N L(G2) # 0}

Das Schnittproblem ist unentscheidbar (noch ohne Beweis).

Intuitiv gesprochen: Es gibt kein algorithmisches Verfahren (z.B. ein
C-Programm), welches als Eingabe zwei kontextfreie Grammatiken G;
und Gy als Eingabe bekommt und nach endlich vielen Schritten folgende
Ausgabe liefert:

e 1, falls L(G1) N L(Gp) # 0,
@ 0, falls L(G)NL(G) =10
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Entscheidbarkeit

Satz 26 (Entscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit)

Eine Sprache A ist entscheidbar, genau dann, wenn sowohl A als auch A
(das Komplement von A) semi-entscheidbar sind.

Beweis:
Sei zunachst A entscheidbar.

Dann ist also die charakterische Funktion x4 berechenbar mittels einer
Turing-Maschine M.

Die folgende Turing-Maschine M, berechnet die halbe charakteristische
Funktion x/4:
@ M, simuliert die Maschine M.

o Falls M mit der Ausgabe 0 terminiert, geht jedoch My, in eine
Endlosschleife iiber.
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Entscheidbarkeit

Die folgende Turing-Maschine My berechnet die halbe charakteristische
Funktion X/Z:
@ Mgz simuliert die Maschine M.

@ Falls M mit der Ausgabe 1 terminiert, geht jedoch Mz in eine
Endlosschleife iiber.

e Falls M mit der Ausgabe 0 terminiert, so terminiert Mz mit der
Ausgabe 1.

Also sind sowohl A als auch A semi-entscheidbar.

Sei nun sowohl A als auch A semi-entscheidbar.

Sei My (bzw. My) eine Turing-Maschine, die die halbe charakteristische
Funktion x)y (bzw. x%) berechnet.

Der folgende Algorithmus berechnet dann die charakteristische Funktion
von A:
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Entscheidbarkeit

INPUT w
t:=1;
WHILE true Do
IF M4 terminiert bei Eingabe w nach t Schritten THEN
OutpuT(1)
ELSEIF M terminiert bei Eingabe w nach t Schritten THEN
OutpuT(0)
END
t=t+1
END

Beachte: Die WHILE-Schleife wird stets nach endlich vielen Schritten
terminieren, da entweder w € A oder w ¢ A gilt.

Also gibt es eine Zahl t, so dass entweder My oder Mz bei Eingabe w
nach t Schritten terminiert. O]
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Entscheidbarkeit

Rekursive Aufzahlbarkeit (Definition)

Eine Sprache L C ¥* heiBt rekursiv aufzihlbar, falls L = () oder es eine
totale und berechenbare Funktion f: N — ¥* gibt mit

L={f(n)| neN}={f(1),f(2),f(3),...}.

Bemerkungen:

@ Sprechweise: die Funktion f z&hlt die Sprache L auf.

e Aquivalente Definition von rekursiver Aufzihlbarkeit: es gibt eine
totale, berechenbare und surjektive Funktion f: N — L.
@ Der mathematische Begriff der Abzahlbarkeit ist ganz dhnlich de-
finiert. Nur fordert man dort nicht, dass f berechenbar ist. Daraus folgt:
L rekursiv aufzdhlbar = L abz3hlbar.
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Entscheidbarkeit

Satz 27 (Rekursive Aufzahlbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit)

Eine Sprache L ist rekursiv aufzdhlbar, genau dann, wenn sie
semi-entscheidbar ist.

Beweis:
Rekursive Aufzahlbarkeit — Semi-Entscheidbarkeit:

Gegeben: rekursiv aufzdhlbare Sprache L C ¥*, beschrieben durch eine
berechenbare und totale Funktion f: N — ¥*.

Gesucht: TM, die bestimmt, ob ein Wort w € ¥* in L liegt.

Losung: Berechne f(1),f(2),f(3),..., solange bis w = f(i) fiir ein / gilt.
In diesem Fall gibt die TM 1 aus, ansonsten terminiert sie nicht.
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Entscheidbarkeit

Semi-Entscheidbarkeit — Rekursive Aufziahlbarkeit:

Gegeben: semi-entscheidbare Sprache L C ¥*, beschrieben durch eine
deterministische TM M = (Z,X,T,6, zp, 0, E) mit L = T(M).
Gesucht: TM M’, die eine Funktion f mit {f(1), f(2),f(3),...} =1L
berechnet.

Der Fall, dass L endlich ist, ist einfach: Falls L = {wy, wa, ..., w,} gilt, ist
die Funktion f: N — X* mit f(i) = w; fir 1 <i < nund f(i) = w, fir
alle i > n berechenbar.

Sei nun L unendlich.

Erinnern Sie sich, wie wir im Beweis von Satz 9 (Folie 350) erfolgreiche
Berechnungen von M durch Wérter iiber dem Alphabet Q = ZUT U {#}
beschrieben haben.

Da M deterministisch ist, gibt es zu jedem Wort w € T(M) genau eine
erfolgreiche Berechnung c(w).
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Entscheidbarkeit

M’ arbeitet nun wie folgt:

InpuT: €N
c =g,
j=0;
WHILE true Do
¢ := das langenlexikographisch nach ¢ kommende Wort aus Q*;
IF c ist eine erfolgreiche Berechnung THEN
Jji=j+1
Ir j =i THEN OuTPUT w falls ¢ = c(w)
END
END

Begriindung der Korrektheit:

@ Sei c(wy), c(wn), ... die langenlexikographische Auflistung aller
erfolgreichen Berechnungen von M.
@ Dann berechnet M’ die Funktion i — w;. O
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Entscheidbarkeit

Aus den Sitzen 6 (Folie 346), 24 (Folie 458) und 27 (Folie 469) folgt, dass
die folgenden Aussagen fiir eine Sprache L dquivalent sind.

Semi-Entscheidbarkeit und dquivalente Begriffe

o L ist semi-entscheidbar, d. h. x| ist
(Turing, WHILE-, GOTO-)berechenbar.

o L ist rekursiv aufzdhlbar
@ L ist vom Typ 0.
e L= T(M) fiir eine Turing-Maschine M.
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Halteproblem /Kodierung von Turing-Maschinen

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass das sogenannte Halteproblem
unentscheidbar ist.

Halteproblem (informell)

o Eingabe: deterministische Turing-Maschine M mit Eingabe w.
@ Ausgabe: Hilt M auf w?

Dazu werden wir jedoch zunichst genauer definieren, wie eine
Turing-Maschine kodiert werden kann, um als Eingabe einer berechenbaren
(charakteristischen) Funktion verwendet zu werden.
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Halteproblem /Kodierung von Turing-Maschinen

Ziel: Kodierung einer deterministischen Turing-Maschine
M= (Z,{0,1},T,4, 2,0, E)
durch ein Wort iiber dem Alphabet {0,1}.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kdnnen wir folgendes annehmen:

r = {0,1,...,m} wobei 0 =m>2,
Z {1,...,n} wobei zp =1 und
E = {k+1,...,n}

Im Folgenden bezeichnet 1/ das Wort 11---1.
—
i viele
Der wichtigste Teil von M ist die Uberfiihrungsfunktion §. Diese kann
folgendermaBen als Wort iiber dem Alphabet {0,1} kodiert werden:
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Halteproblem /Kodierung von Turing-Maschinen

Fiir alle 1 <7 < k und 0 < j < m definieren wir das Wort w; ; wie folgt:
Sei 6(i,j) = (/',j',y). Dann ist

w;j = 10101701701%°%)g € {0,1}*.

1 fallsy=1L
Dabei ist code(y) = ¢ 2 fallsy =R
3 fallsy=N

Dann kann die deterministischen Turing-Maschine M durch das folgende
Wort code(M) € {0,1}* kodiert werden:

code(M) = 1"01m01%0 H H Wi j
1<i<k 0<j<m
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Halteproblem /Kodierung von Turing-Maschinen

Bemerkungen: Viele der Festlegungen bei unserer Kodierung von
Turing-Maschinen sind hochgradig willkiirlich. Es gibt viele andere
Moglichkeiten, Turing-Maschinen zu kodieren. Wichtig ist hier nur,
dass es eine mogliche Kodierung gibt, auf die wir uns festlegen.

Beachte: Nicht jedes Wort w € {0,1}* ist der Code einer
Turing-Maschine. Dennoch wollen wir im Folgenden jedem
Wort w € {0,1}* eine Turing-Maschine M,, zuordnen.

Zu diesem Zweck fixieren wir eine beliebige aber feste gewdhlte
deterministische Turing-Maschine M (die Default-Maschine) mit
Eingabealphabet {0,1}. Dann sei

Mo M falls code(M) = w
"I M falls kein Turing-Maschine M mit code(M) = w existiert

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 476 / 560



Halteproblem /Kodierung von Turing-Maschinen

Damit konnen wir nun zwei verschiedene Varianten des Halteproblems
definieren.

Halteproblem

Das (allgemeine) Halteproblem ist die Sprache

H = {w#x|w,x € {0,1}*, M,, angesetzt auf x hilt}
= {w#x|w,x € {0,1}",x € T(M,)}

Spezielles Halteproblem

Das spezielle Halteproblem ist die Sprache

K ={w € {0,1}* | M,, angesetzt auf w hilt}.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 477 / 560



Universelle Turing-Maschine

Man beachte die Selbstbeziiglichkeit in der Definition von K: Eine
Turing-Maschine M = M,, erhalt als Eingabe ihre eigene Kodierung w.

Dies ist aber problemlos méglich.

Haben Sie z.B. ein C-Programm P geschrieben, welches eine Textdatei als
Eingabe bekommt, so kdnnen Sie problemlos das Programm P auf seinen
eigenen Programmtext anwenden.
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Universelle Turing-Maschine

Einige der folgenden Ergebnisse beruhen darauf, dass es eine
deterministische Turing-Maschine gibt, die eine andere Turing-Maschine
simulieren kann, wenn deren Kodierung gegeben ist. So eine
Turing-Maschine heiBt auch universelle Turing-Maschine.

Universelle Turing-Maschine
Eine deterministische Turing-Maschine U heiBt universelle
Turing-Maschine, wenn sie sich bei Eingabe von w#x wie folgt verhalt:
@ Wenn M,, bei Eingabe x nicht hilt, so hilt U bei Eingabe w+#x auch
nicht.

@ Wenn M,, bei Eingabe x mit der Ausgabe y halt, so hdlt U bei
Eingabe w#x ebenfalls mit y.

Im folgenden sei U eine universelle Turing-Maschine.
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Satz 28 (Unentscheidbarkeit des Halteproblems)

Das spezielle Halteproblem K ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Angenommen das spezielle Halteproblem K ist entscheidbar, d. h. die
charakteristische Funktion yk : {0,1}* — {0, 1} wird durch eine
Turing-Maschine M berechnet.

Dann konnen wir eine Turing-Maschine M’ konstruieren, die sich wie folgt
verhalt:

INPUT w € {0,1}*

Simuliere M auf Eingabe w

Ir xk(w)=0 THEN OutpPUT(1)
ELSE Gehe in Endlosschleife iiber
END
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Veranschaulichung der Turing-Maschine M':
MI

Endlosschleife (M’ halt nicht) |
™ M. Ja (Ausgabe 1) Q

w —— die spez. Halte-
| problem [6st

Nein (Ausgabe 0)

Sei w' € {0,1}* so, dass M' = M,,,.
Dann erhalten wir den folgenden Widerspruch:
M’ = M,, hilt bei Eingabe w/ <= M gibt 0 bei Eingabe w’ aus
— xk(w')=0
— WK
<= M, hilt bei Eingabe w’ nicht
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Es handelt sich hierbei um einen Diagonalisierungsbeweis:

Sei wp, w1, wa, ... eine Aufzdhlung aller Worter aus {0, 1}*, beispielsweise
wo=¢,w =0 wo=1 w3 =00, ...

Wir tragen in eine Tabelle folgendes ein: “Wie verhalt sich M,,, auf w;?"

Es gibt zwei Mglichkeiten: H (M, hilt) oder HN (M, hlt nicht).
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

M = M,
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Die konstruierte Turing-Maschine M’ und ein w/ mit M’ = M,,, sind
ebenfalls in die Tabelle eingetragen.

Aufgrund der Konstruktion von M’: die Felder in der Diagonalen bedingen
die Felder in der Zeile von M’.

Problem: nichts passt an die Stelle des Fragezeichens!

~> es kann keine Turing-Maschine geben, die das Halteproblem [6st. O
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Satz 29 (Semi-Entscheidbarkeit des speziellen Halteproblems)

Das spezielle Halteproblem K ist semi-entscheidbar.

Beweis:
Die "halbe” charakteristische Funktion x/: {0,1}* — {1} kann wie folgt
berechnet werden:

o Bei Eingabe w starten wir die universelle Turing-Maschine U mit der
Eingabe w#w.

o Falls U bei Eingabe w#w terminiert, wird die produzierte Ausgabe
durch 1 iiberschrieben. Ol
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Wir haben nun die Unentscheidbarkeit eines Problems, des speziellen
Halteproblems, nachgewiesen.

Daraus sollen weitere Unentscheidbarkeitsresultate gewonnen werden.
Dies erfolgt mit Argumentationen folgender Art:

@ Wenn man Problem B 16sen kdonnte, dann kdnnte man auch A |8sen.
(Reduktionsschritt)

@ Daraus folgt, dass B schwieriger bzw. allgemeiner ist als A (A < B).

© Wir wissen jedoch bereits, dass A unentscheidbar ist.

@ Also muss das schwierigere Problem B auch unentscheidbar sein.
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Reduktion /Reduzierbarkeit (Definition)

Gegeben seien Sprachen A C ¥*, B C I'*. Dann heit A auf B reduzierbar
(in Zeichen A < B), falls es eine totale und berechenbare Funktion
f:¥* — I'* gibt, so dass fiir alle x € L* gilt:

x€A < f(x)€B.

Anschaulich: A < B, falls man aus einer Maschine Mg fiir B und einer
Funktion f eine Maschine My, fiir A bauen kann. Das heiBt, Mg wird nach
einer Vorverarbeitung der Eingabe durch f als Unterprozedur aufgerufen.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Die folgende Aussage ist dann offensichtlich:

Lemma 30 (Reduktionen und Entscheidbarkeit)

Es sei A < B.

@ Falls B entscheidbar ist, dann ist auch A entscheidbar.

@ Falls A unentscheidbar ist, dann ist auch B unentscheidbar.

Kochrezept um die Unentscheidbarkeit eines Problems B zu zeigen

@ Finde ein geeignetes Problem A, von dem bekannt ist, dass es
unentscheidbar ist.

Bisher kennen wir nur das spezielle Halteproblem K, wir werden
allerdings bald weitere geeignete Probleme kennenlernen.

o Finde eine geeignete Funktion f, mit Hilfe derer A auf B reduziert
werden kann und beweise, dass sie korrekt ist.

@ Dann folgt daraus unmittelbar, dass B unentscheidbar ist.

v
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Satz 31 (Unentscheidbarkeit des Halteproblems)

Das (allgemeine) Halteproblem H ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Sei die berechenbare Funktion f definiert durch f(w) = w#w fiir
w e {0,1}*.

Dann gilt fiir alle w € {0,1}*:
weK < wH#HweH < f(w)eH.

Also gilt K < H.

Da K nach Satz 29 unentscheidbar ist, muss auch H unentscheidbar
sein. L]
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Halteproblem auf leerem Band (Definition)

Das Halteproblem auf leerem Band ist die Sprache

Ho = {w € {0,1}* | M,, hélt angesetzt auf ein leeres Band}.

Satz 32 (Unentscheidbarkeit des Halteproblems auf leerem Band)

Das Halteproblem auf leerem Band Hp ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Wir zeigen H < Hp.

Jedem Wort w#x mit w,x € {0,1}* ordnen wir eine Turing-Maschine
M(w#x) zu, die, wenn auf dem leeren Band gestartet, wie folgt arbeitet:

@ Schreibe x auf das Band.
@ Simuliere dann die Maschine M,,.
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Es ist egal, wie die Maschine M(w#x) auf einem nicht-leeren Band
arbeitet.

Wir definieren nun die Funktion f : {0, 1, #}* — {0,1}* durch die

Vorschrift
M(wHx) = My (y4x fiir alle w,x € {0,1}".

Fir Worter der Form y € {0, 1, #}* \ {0,1}*#{0,1}* sei f(y) der Code
einer Turing-Maschine Mjy, die nicht auf dem leeren Band hilt.
Die Funktion f ist dann berechenbar: Sei y € {0,1,#}* die Eingabe.
e Falls y nicht genau ein # enthilt (kann mit einem DFA iiberpriift
werden), wird das feste Wort code(Mp) ausgegeben.
e Falls y = w#x mit w, x € {0,1}* konstruieren wir algorithmisch die
Turing-Maschine M(w#x) und berechnen dann code(M(w#x)).
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Es gilt dann:

wH#x € H My, hélt bei Eingabe x

<~

<= M(w+#x) halt auf dem leeren Band
<= Mfr(w#x) hélt auf dem leeren Band
<~ f(w#x) € Hp

AuBerdem gilt fiir alle y € {0,1,#}* \ {0, 1}*#{0,1}*:

y ¢ H und f(y) = code(My) ¢ Hp.

Also vermittelt f in der Tat eine Reduktion von H auf Hy. []
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Das nachste Resultat zeigt, dass es unentscheidbar ist, ob die Funktion,
die von einer Turing-Maschine M berechnet wird, eine bestimmte
Eigenschaft S hat.

Das bedeutet, es gibt keine Methode, mit der man fiir alle
Turing-Maschinen verlaBliche Aussagen iiber die von ihnen berechneten
Funktionen machen kann.

Satz 33 (Satz von Rice)

Sei R die Klasse aller Turing-berechenbaren Funktionen und sei S eine
beliebige Teilmenge hiervon mit S # () und S # R.
Dann ist die Sprache

C(S) = {w € {0,1}" | die von M,, berechnete Funktion liegt in S}

unentscheidbar.

v
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Beweis:

Sei Q die iiberall undefinierte Funktion.

Es gilt entweder Q € S oder Q £ S.

Fall 1: Qe S

Da S # R gilt, gibt es eine Funktion g € R\ S.
Sei @ eine Turing-Maschine, welche g berechnet.

Wir ordnen nun jedem Wort w € {0,1}* eine Turing-Maschine M(w) zu,
die sich bei einer Eingabe y € {0,1}* wie folgt verhilt.
© M(w) ignoriert die Eingabe y zunachst und simuliert M,, auf dem
leeren Band.

@ Falls diese Simulation schlieBlich hilt, so simuliert M(w) die
Maschine @ auf y.
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Dann gilt fiir die von M(w) berechnete Funktion g:

Q falls M,, auf dem leeren Band nicht hilt, d. h. w &€ Hy
g =
g sonst,d. h. we Hy
Die totale Funktion f : {0,1}* — {0,1}* mit
f(w) = der Code der Maschine M(w)
ist offensichtlich berechenbar.
Beachte: Es gilt M(w) = Mg(y).

Wir erhalten:

weHy, = g=gq
= die von Mg, berechnete Funktion liegt nicht in S
= f(w) & C(S5)
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Umgekehrt gilt:

w Q H = g= Q
= die von Mg, berechnete Funktion liegt in &
= f(w) e C(S)
Es gilt also w € Hy <= f(w) € C(S), d. h. Hyp < C(S).

Da Ho nach Satz 32 unentscheidbar ist, ist auch Hp und somit C(S)
unentscheidbar.

Fall2: Q¢S
Da S # () gilt, gibt es eine Funktion q € S.
Sei @ eine Turing-Maschine, welche g berechnet.

Fir w € {0,1}* seien die Maschine M(w) sowie die berechenbare totale
Funktion f : {0,1}* — {0, 1}* exakt wie in Fall 1 definiert.
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Wir erhalten diesmal:

weHy = g=gq
= die von Mg(,,) berechnete Funktion liegt in S
= f(w) e C(S)

Umgekehrt gilt:

w ¢ Hg — g = Q
= die von Mg, berechnete Funktion liegt nicht in S
= f(w) & C(S)

Hieraus folgt die Unentscheidbarkeit von C(S) wie in Fall 1. O
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Satz von Rice

Konsequenzen aus dem Satz von Rice

Folgende Probleme sind unentscheidbar:

e Konstante Funktion: {w | M,, berechnet eine konstante Funktion}
Identitat: {w | M,, berechnet die Identitatsfunktion}
Totale Funktion: {w | M,, berechnet eine totale Funktion}
Uberall undefinierte Funktion: {w | M,, berechnet Q}

Der Satz von Rice erlaubt es Unentscheidbarkeitsresultat fiir die
Eigenschaften der von einer Turing-Maschine berechneten Funktion zu
zeigen, nicht jedoch fiir andere Eigenschaften einer Turing-Maschine (wie
beispielsweise die Anzahl ihrer Zustinde oder das Bandalphabet).

Konsequenz des Satzes von Rice auf die Verifikation von
Programmen: Kein Programm kann automatisch die Korrektheit von
Software (iberpriifen.
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Der Satz von Rice und seine Varianten gelten natiirlich auch fiir andere
universelle Berechnungsmodelle.

Satz 34 (Halteproblem fiir GOTO-/WHILE-Programme)

Fiir ein gegebenes GOTO-/WHILE-Programm und Anfangswerte fiir die
Variablen ist es nicht entscheidbar, ob das Programm auf dieser Eingabe
halt.

Beweis:

Das Halteproblem fiir Turing-Maschinen ist auf dieses Problem
reduzierbar. Dazu muss nur die Turing-Maschine in das entsprechende
GoTO-/WHILE-Programm und die Eingabe der Maschine in die
entsprechenden Variablenbelegungen iibersetzt werden.

Siehe Transformation “Turing-Maschine — GOTO-Programm” als
Reduktionsfunktion f. Ol
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Es ist bereits folgendes Problem unentscheidbar:

Satz 35 (Halteproblem fiir GOTO-Programme mit zwei Variablen)

Fiir ein gegebenes GOTO-Programm mit zwei Variablen, die beide mit 0
vorbelegt sind, ist es nicht entscheidbar, ob das Programm hilt.

(Ohne Beweis)

Fiir GOTO-Programme mit nur einer Variablen ist das Halteproblem
ibrigens entscheidbar, denn eine Variable kann durch einen
Kellerautomaten simuliert werden.
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Nicht-berechenbare Funktionen

Ahnlich zur Unentscheidbarkeit von Problemen kann auch gezeigt werden,
dass bestimmte Funktionen nicht berechenbar sind. Ein Beispiel dafiir ist
die sogenannte Busy-Beaver-Funktion.

Busy Beaver

Wir betrachten alle Turing-Maschinen mit dem zweielementigen
Bandalphabet I' = {1,[0} und n Zustidnden. Von diesen Maschinen halten
einige auf dem leeren Band, andere terminieren nicht.

Der Wert der Busy-Beaver-Funktion > an der Stelle n ist die maximale
Anzahl an Einsen, die von einer Maschine mit n Zustanden geschrieben
werden kann, die auf dem leeren Band terminiert.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 501 / 560



Nicht-berechenbare Funktionen

Von der Busy-Beaver-Funktion ¥: N — N ist folgendes bekannt:
@ Sie ist nicht berechenbar.
o Uber die Funktionswerte weiB man folgendes:

¥ (n)

1

4

6

13

> 4098

6 | > 1,29 %10%%°

Bereits der Funktionswert an der Stelle n = 5 ist bisher noch nicht
genau ermittelt worden.

Gl W NS
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Unentscheidbare Probleme

Wir verwenden nun die Reduktions-Beweistechnik und zeigen die
Unentscheidbarkeit folgender Probleme:

@ Postsches Korrespondenzproblem PCP

PCP: ein kombinatorisches Problem auf Waortern, wichtiges
(Hilfs-)Problem, um damit die Unentscheidbarkeit anderer Probleme

Zu zeigen
@ Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken
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Postsches Korrespondenzproblem

Wir betrachten nun ein wichtiges unentscheidbares Problem, das dazu
benutzt wird, die Unentscheidbarkeit vieler anderer Probleme zu zeigen:

Postsches Korrespondenzproblem (PCP)

o Eingabe: Eine endliche Liste von Wortpaaren
I=((a, 1), -+ (K, yi)) mit x;,y; € 2.
Dabei ist X ein beliebiges Alphabet.

o Frage: Gibt es eine Folge von Indizes i, ..., i, € {1,..., k} mit

nZlUnXmlxln:y’ly?

In*

Eine Folge (i1,...,in) mit n>1, i1,...,in € {1,...,k} und

Xj, *** Xi, = Yi * - ¥i, nennen wir eine Losung fiir die PCP-Eingabe

I'=((x1,y1)s -, (Xk, Yk)) und xj, - - - x;, ist das Lésungswort.
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel 1: Die folgende PCP-Eingabe ist lésbar:

X1:0 X2:1 X3:0]_01
yi = 010 Yo = 101 y3 = 01

Eine mogliche Losung: (3,3,1,2):

01 01]010 1]0]1
01]01]010|1 0 1

Eine weitere (kiirzere) Losung ist: (3,1)
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel 2: Die folgende PCP-Eingabe ist |sbar:

xx = 001 x = 01 x3 = 01 x4 = 10
y1:0 y2:011 y3:101 y4:001

Eine kiirzeste Losung besteht bereits aus 66 Indizes:
(2,4,3,4,4,2,1,2,4,3,4,3,4,4,3,4,4,2/1,4/4,2/1,3,4,1,1,3,
4,4 421,2,1,1,1,3,4/3,4,1,2/1,4,4/2,1,4/1,1,3,4,1,1,3,
1,1,3,1,2,1,4,1,1,3).

An der Komplexitadt dieser Losung kann man bereits die Schwierigkeit des
Problems ablesen.
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Postsches Korrespondenzproblem

Satz 36 (Semi-Entscheidbarkeit des PCP)

Das Postsche Korrespondenzproblem ist semi-entscheidbar.

Beweis:

Probiere erst alle Indexfolgen der Lange 1 aus, dann alle Indexfolgen der
Lange 2, ...

Falls irgendwann eine passende Indexfolge gefunden wird, so gib 1 aus. [J
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Postsches Korrespondenzproblem

Der erste Schritt des Unentscheidbarkeitsbeweises ist es, das folgende
modifizierte Problem zu betrachten.

Modifiziertes PCP (MPCP)

e Eingabe: / wie beim PCP.

o Frage: Gibt es eine Losung (i1, ..., i,) fur [ mit i; =17

Wir beweisen nun zwei Reduktions-Lemmata, aus denen die
Unentscheidbarkeit des Postschen Korrespondenzproblems folgt:

Lemma 37 (MPCP auf PCP reduzierbar)
MPCP < PCP
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Postsches Korrespondenzproblem

Beweis:

Sei I = ((x1,y1),---,(xk, yx)) mit x;,y; € T eine endliche Folge von
Wortpaaren.

Seien # und $ zwei neue Symbole.
Fiir ein Wort w = a1a---a, mit a1,...,a, € £ und n > 1 definieren wir
die Worter #w, w#, #w# wie folgt:

Fw = #ai#ap# - Ha

w# = a#a#- - Han#

Wt = Ha#a# - H#an#
Wir ordnen nun der Liste I die Liste
F() = (B, #3), O, #n), - (8, #90), (8, #9))

zu. Diese besteht aus k + 2 Paaren.

Die Funktion f ist offensichtlich berechenbar.
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Postsches Korrespondenzproblem

Wir behaupten, dass f eine Reduktion von MPCP nach PCP vermittelt.
Sei zunichst (i1, 2, ..., ip) eine Losung fiir I mit i =1 (n > 1).
Dannist (1,io +1,...,i, + 1, k + 2) eine Losung fiir (/).

Sei nun (i1, ..., in) eine kiirzeste Losung von f(/).

Dann muss it =1, ip,...,ip—1 € {2,...,k+ 1} und i, = k + 2 gelten.

Dann ist (1,i2 — 1,...,ip—1 — 1) eine Losung fiir /. O]
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Postsches Korrespondenzproblem

Lemma 38 (Halteproblem auf MPCP reduzierbar)
H < MPCP

Beweis:

Sei M = (Z,%,T,0, 2,0, E) eine deterministische Turing-Maschine
(gegeben durch ihre Kodierung) und w € L*.

Wir konstruieren hieraus eine MPCP-Eingabe

I(M,w) = ((x1,y1)5 -+, (XK V&)

welche I6sbar ist genau dann, wenn M auf Eingabe w hilt.

I(M, w) wird tiber dem Alphabet Z UT U {$,#} definiert
(0.B.d.A.sei ZNT =10).
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Postsches Korrespondenzproblem

Dann sieht (M, w) wie folgt aus:

o 1. Wortpaar:
($, $DZ()W|:|#)
@ Kopierpaare:
(a,a) fur alle a e T U {#}
o Transitionspaare:
(za, Zc) falls §(z, a) = (', ¢, N)
(za, cZ') falls §(z,a) = (Z/, ¢, R)
(bza, z'bc) falls 6(z,a) = (Z/,c,L) und be T
@ Paar um Blanks bei Bedarf am Rand hinzuzufiigen:
(#, O##) und (#, #0)
@ Loschpaare:
(aze, ze) und (zea, ze) fiir alle ze € Eund a € T
@ Abschlusspaar:

(ze#t#, #) fiir alle ze € E
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Postsches Korrespondenzproblem

Behauptung: M hilt auf Eingabe w genau dann, wenn /(M, w) |ésbar ist.

Angenommen M halt auf Eingabe w.

Dann gibt es eine Folge von Konfigurationen ko, k1,..., ks € TTZIT mit:
e ko = Uzgwll
@ kilp kipp firalle0<i<t—1
o ke e TTETT

Dann erhalten wir eine Losung von /(M, w), wobei das Lésungswort wie
folgt aussieht:

Sko#tki#t - - Fkedtkitbkd # k- - Hzedt

Hierbei entstehen k;, k7', k;”, ... aus k¢, indem jeweils das Symbol links
oder rechts von z. geléscht wird.
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Postsches Korrespondenzproblem

Angenommen (M, w) hat nun eine Losung (1, i, ..., it), welche also mit
(#, #00zyw04#) beginnt.

Solange in der “partiellen Losung” (xixj, = - Xi,, Yi¥io =+ Yi,) iN Y1V, ** Yin
(dem langeren Wort) noch kein Endzustand z, € E vorkommt, muss
mittels der Kopierpaare, Transitionspaare und dem Paar zum Hinzufiigen
von Blanks eine Berechnung von M auf Eingabe w korrekt simuliert
werden.

Da wir aber eine endliche Lésung (1, iz, ..., it) haben, muss fiir ein m < t
ein Endzustand z. € E in y1y;, - - - yi, vorkommen.
Also halt M bei Eingabe w. O
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#)  (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$
$ Ozpa b O#
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ O
$ Oza b O#0
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#)  (x,x) (z0a, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b, zeC)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ O Zp a

$ \:‘Zoa b D#Db zZ1
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ DZoa b
$ Ozxa bO#0Ob z1b
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ DZoa b O
$ Oza bO#0b z1b [
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ Oza b O#
$ Oza bO#0b zb0#
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ Oza b O#0

$ Ozpa b O#0Ob znb O#0
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#)  (x,x) (z0a,bz1) (yz1b, z2yc) (z2b, zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ Ozxa bO#0b z1b

$ Ozna bO#0Obnab0O#02nb c
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ Oza bO#0b z1b [

$ Ozna bO#0O0bznbO#02b c
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ Oza bO#0b z1b O#

$ Ozga b O#UOb zbO#0Ozb c O#
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ Ozxa bO#0b zb O#0

$ Ozna bO#0b b 0O0#02zbc O#0
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab0#) (x,x) (208, bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zeC)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ Ozna bO#0b b O#02nb

$ OznabO#0b b O0#02bc O#0zc

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 515 / 560



Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ Ozxa bO#0bznbO0#02b ¢

$ OznabO#0babO0#02nbc O#0z.c ¢
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ OzxabO#0bzbO0#02b ¢ [

$ OznabO#0bznbO0#02bc O#Dzec ¢ [
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ OzxabO#0bzbO0#02b c O#

$ Oznab0O#0bznbO0#02bc O#Dzec ¢ O#
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,80z0ab00#) (x, x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yZE7Ze) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ OznabO#0bzbO0#02b c O#0 2z

$ OznabO#0babO0#02znbc O#0Ozec ¢ O# z
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)

Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

$ OzxnabO#0bznbO0#02bc O#0zec

$ OznabO#0bzab0O0#02nbc O#0zec c O# zec
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,8) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzibt zbc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[d, #} und
y € {a, b, c, 0}

($,$0z0ab00#) (x,x) (208, bz1) (yz1b, z2yc) (z2b,zec)

(#7D#) (#7#D) (yze72e) (Zeyvze) (Ze##7#)
Eine Lésung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:
$ OznabO#0b b O0#02nbc O#0zec ¢
$ OznabO#0b b O0#02bc O#0Dzec c O# zec ¢
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel: Betrachten wir eine Turing-Maschine M mit den Zustanden
29, 21, 22, Ze, den Bandsymbolen a, b, ¢,[J und folgenden Ubergingen:
d(z0,3) = (z1,b,R) (z1,b) = (z2,¢,L) (22, b) = (ze,c, N)
mit ze € E. Dann gibt es die folgende akzeptierende Berechnung bei
Eingabe ab:
zgabt bzib - zobc - zocc

I(M, ab) besteht aus folgenden Paaren fiir alle x € {a, b, c,[, #} und
y €{a,b,c,00}

($,800z0ab0#)  (x, x) (z0a,bz1) (yz1b,z2yc) (22b, zec)

(#7D#) (#7#|:|) (.yze7ze) (Zeyuze) (Ze##7#)
Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:
$ OznabO#0bznbO#02bc O#Dzec ¢ [
$ Ozna bO#0bab0#02bc O#0zec c O# zec ¢ I

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 515 / 560



Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab0#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#, 0#) (#, #0)  (yze, ze) (zey, ze) (ze##. #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

.. 0
- O# zec c
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab00#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#, 0#) (#, #0)  (yze, ze) (zey, ze) (ze##. #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

e O#
o O zec c O#

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 516 / 560



Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab0#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#, 0#) (#, #0)  (yze, ze) (zey, ze) (ze##. #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

- O# zec
- O# zec c O# ze
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab00#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#, 0#) (#, #0)  (yze, ze) (zey, ze) (ze##. #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

- Od#zec ¢
- O# zec c UOH# zC
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab00#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#, 0#) (#, #0)  (yze, ze) (zey, ze) (ze##. #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

- d# zec c U
- O# zec c OH# zec [
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab00#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#, 0#) (#, #0)  (yze, ze) (zey, ze) (ze##. #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

- Od# zec c O#
- O# zec c UH# zec OH#
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab0#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#, 0#) (#, #0)  (yze, ze) (zey, ze) (ze##. #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

- O#zec c O# ze
- O# zec c OH# zec U# 2z
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab00#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#, 0#) (#, #0)  (yze, ze) (zey, ze) (ze##. #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

o d# zec c O# zec U
- O# zec c UH# zec UH# 2z
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab00#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#, 0#) (#, #0)  (yze, ze) (zey, ze) (ze##. #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

o O# zec c OHfzec O#
D#zec C D#ZeC D#Zelj#
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab0#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#, 0#) (#, #0)  (yze, ze) (zey, ze) (ze##. #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

- OF# zec c O#zec OH# 2z 0
D#zec C D#ZeC D#Z(__,D#Ze
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab00#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#, 0#) (#, #0)  (yze, ze) (zey, ze) (ze##. #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

o d# zec c OH# zec UOH 2z O #

- O# zec c OH# zec UH ze U # zo #
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Postsches Korrespondenzproblem

Beispiel (Fortsetzung)

($,$0z0ab0#) (x,x) (z0a,bz1) (yzib, z2yc) (z2b, zec)
(#,0#) (#,#0)  (vze;ze)  (2ey, ze) (ze#t#, #)

Eine Losung dieses PCPs, die zu der obigen akzeptierenden Berechnung
gehort, baut sich dann wie folgt auf:

o O# zec c O# zec OH# zo O # zo # #
o O# zec c OH# zec UH# ze O H# zo # #
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Postsches Korrespondenzproblem

Satz 39 (PCP unentscheidbar)

Das Postsche Korrespondenzproblem ist unentscheidbar.

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus den beiden vorherigen Lemmata:

Aus H < MPCP < PCP folgt H < PCP (durch Komposition der
Reduktionsabbildungen).

Da auBerdem das allgemeine Halteproblem H nicht entscheidbar ist, ist
auch PCP nicht entscheidbar. Ol
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Postsches Korrespondenzproblem

Bemerkungen:
Sei PCP, , die Einschrankung des PCPs auf Eingaben der Form
((Xl,yl), ey (Xk,yk)) mit k <m, x1,y1,..., Xk, Yk € {81, RN a,,}+

(d. h. n-elementiges Alphabet und nur maximal m Wortpaare)

@ Bereits PCPs 5 ist unentscheidbar.
(Turlough Neary 2015, http:
//drops.dagstuhl.de/opus/frontdoor.php?source_opus=4948

@ PCP, 1 und PCP, , sind entscheidbar (fiir m und n beliebig).
e Es ist unbekannt, ob PCPy » fiir k € {3,4} entscheidbar ist.
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Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken

Wir werden nun das PCP dazu nutzen, um die Unentscheidbarkeit des
Schnittproblems fiir kontextfreie Grammatiken zu zeigen.

Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken

o Eingabe: zwei kontextfreie Grammatiken Gy, Go.

e Frage: Gilt L(G1) N L(Gy) # 0, d.h., es gibt ein Wort, das sowohl von
G als auch von G, erzeugt wird?

Satz 40 (Schnittproblem unentscheidbar)

Das Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist unentscheidbar.
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Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken

Beweis:

Aufgrund von Satz 39 (PCP unentscheidbar) geniigt es zu zeigen, dass
PCP auf das Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken reduzierbar ist.

Sei hierzu | = ((x1,y1),- - -, (Xk, Yk)) eine beliebige PCP-Eingabe mit
X1, Y1, -+, Xk, Yk € >+
Seil =X U{$,1,...,k}.

Wir definieren nun zwei kontextfreie Grammatiken G; und Gy iiber dem
Terminalalphabet T.

Produktionen von Gy (S ist das Startsymbol):

S - A$B
A — 1AX1 | 1X1 || kAXk | ka
B = Bl |yn™1 |- [ "Bk | yi'k
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Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken

Hierbei ist w'" das Wort w von recht nach links gelesen.

Dann gilt:

rev -

L(G1) ={in -~ iy - xi, S -+ Yjm) 1+ i |
nom> 1,1 < iy ity jm < k1.
Produktionen von Gy (S ist das Startsymbol):

S — 1S1|---kSk|T
T — aTafiralleaeX |$

Dann gilt: L(Gy) = {uvdv™u"™ |u e {1,... k}*, v e T*}.
Also gilt: | Idsbar <= L(G1)NL(Gy) # 0.
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Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken

In dem vorherigen Beweis entsprechen Losungen der PCP-Eingabe | genau
den Wartern in L(Gy) N L(Gy).

Nun gilt fiir jede PCP-Eingabe J: J I6sbar genau dann, wenn J unendlich
viele Losungen hat (wenn (i1, ..., ix) eine Losung ist, dann ist auch
(s ik, i1,y ..., ix) eine Losung).

Also gilt: | lsbar genau dann, wenn L(Gy) N L(Gy) unendlich ist.

Wir erhalten:

Es ist unentscheidbar, ob fiir gegebene kontextfreie Grammatiken G; und
Gy der Schnitt L(Gy) N L(Gz) unendlich ist.
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Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken

Es ist einfach, eine kontextfreie Grammatik G; fiir die Sprache ' \ L(G2)
anzugeben (Ubung).
Sei nun Gz eine kontextfreie Grammatik fir L(G1) U L(G)).

Dann gilt:
L(Gl) N L(G2) = @

Wir erhalten:

Es ist unentscheidbar, ob fiir gegebene kontextfreie Grammatiken G; und
G, gilt:

o L(Gl) - L(Gz)

o L(Gy) =L(G)
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Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken

SchlieBlich kann man von den Grammatiken Gi, G und G} zeigen, dass sie
deterministisch kontextfreie Sprachen erzeugen, und man kann aus

G1, G, G} dquivalente deterministische Kellerautomten Ay, Az, A,
konstruieren.

Also ergibt sich:

Es ist unentscheidbar, ob fiir gegebene deterministische Kellerautomaten
A1 und Ay gilt:

) T(Al) N T(Az) 75 0
e T(A1) N T(A2) ist unendlich.
o T(Al) g T(A2)
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Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken

Bemerkung 1: Die auf Folie 195 konstruierte Sprache L(Gi) U L(G)) ist
nicht notwendigerweise deterministisch kontextfrei (die Klasse der
deterministisch kontextfreien Sprachen ist nicht unter Vereinigung
abgeschlossen).

In der Tat ist es entscheidbar, ob T(A;) = T(Az) fiir zwei gegebene
deterministische Kellerautomaten A; und Ay gilt (Senizergues 1997).

Bemerkung 2: Das Schnittproblem fiir kontextfreie Sprachen ist
semi-entscheidbar:

Allgemeiner: Die Menge {(u,v) | u,v € {0,1}*, T(M,) N T(M,) # 0} ist
semi-entscheidbar, d.h. das Schnittproblem fiir Typ-0-Sprachen ist
semi-entscheidbar:

Die Sprachen T(M,) und T(M,) sind rekursiv aufzéhlbar.
Zshle “parallel” die Sprachen T(M,) und T(M,) auf.
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Leerheit von kontextsenisitiven Sprachen

Terminiere mit Ausgabe 1 falls irgendwann ein Wort w in beiden
Aufzdhlungen auftaucht.

Konsequenz: Das Komplement des Schnittproblems ist nicht
semi-entscheidbar. Ansonsten ware es namlich entscheidbar (Folie 465).

Satz 44 (Leerheit von Typ-1-Grammatiken unentscheidbar)

Es ist unentscheidbar, ob fiir eine gegebene Typ-1-Grammatik G (oder
alternativ einen linear beschrankten Automaten) gilt: L(G) # 0.

Beweis:

Wir reduzieren das Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken auf das
Leerheitsproblem fiir Typ-1-Grammatiken.

Mit Satz 40 beweist dies den Satz.
Seien Gi und Gy zwei kontextfreie Grammatiken.

Diese sind insbesondere vom Typ-1.
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Leerheit von kontextsenisitiven Sprachen

Da die Typ-1-Sprachen effektiv unter Schnitt abgeschlossen sind, kénnen
wir aus Gy und Gy eine Typ-1-Grammatik G mit L(G) = L(G1) N L(Gp)
konstruieren.

Etwas detaillierter: Konstruiere aus G; und G, zwei linear beschrankte
Automaten A; und Az mit L(G1) = T(A1) und L(G2) = T(Az) (siehe
Konstruktion im Beweis des Satzes von Kuroda, Folie 336).

Aus A; und As kann man dann leicht einen linear beschrankten
Automaten A mit T(A) = T(A1) N T(A2) konstruieren.

A kann dann wieder mittels der Konstruktion im Beweis des Satzes von
Kuroda (Folie 336) in eine dquivalente Typ-1-Grammatik umgewandelt
werden. L]
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Logik-Probleme

Pradikatenlogik (1. Stufe) (siehe Vorlesung Logik [): man darf iiber
Elemente des Universums quantifizieren (¥x, 3x), nicht jedoch iiber
Mengen oder Relationen.

Der folgende Satz wird in der Vorlesung Logik I/ bewiesen.

Satz von Church (1936)

Es ist unentscheidbar, ob eine gegebene Formel der Pradikatenlogik giiltig
ist, d. h. das folgende Problem ist unentscheidbar:

EINGABE: Eine pradikatenlogische Formel ¢
FRAGE: Gilt ¢ in jeder passenden Struktur?

Es folgt sofort, dass auch die Frage, ob eine pradikatenlogische Formel ¢
erfiillbar ist (d. h. in allen passenden Strukturen gilt) unentscheidbar ist:

@ giiltig <= - nicht erfiillbar
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Logik-Probleme

Aber es gilt noch:

Semi-Entscheidbarkeit der giiltigen Formeln

Die Menge aller giiltigen pradikatenlogischen Formeln ist
semi-entscheidbar.

Dies wird in der Vorlesung Logik | bewiesen (Algorithmus von Gilmore)
gezeigt.

Hieraus folgt dann wieder, dass die Menge aller erfiillbaren Formeln nicht
semi-entscheidbar (und damit nicht rekursiv aufzéhlbar) ist.
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Logik-Probleme

Ist die folgende Aussage liber die natiirlichen Zahlen wahr?

VX<(X>2 A Ty (X:y+y)) —
IpIqg(x=p+qg A p>1LAg>1A

YuVv ((p=u-vV g=u-v) - (u=1V v:l)))>

Dies ist ein seit iiber 250 Jahren offenes Problem (Goldbachsche
Vermutung: Jede gerade Zahl groBer als 2 ist Summe von zwei
Primzahlen).

Erster Godelscher Unvollstandigkeitssatz (1931)

Die Menge aller pradikatenlogischen Aussagen, die in der Struktur (N, +, )
wahr sind, ist nicht semi-entscheidbar (und damit nicht rekursiv
aufzéhlbar).
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Logik-Probleme

Der erste Godelsche Unvollstandigkeitssatz wird auch haufig so formuliert:
Es gibt keinen endlichen Beweiskalkiil, mit dem sich alle wahren
arithmetischen Aussagen herleiten lassen (denn ein solcher Beweiskalkill
kdnnte zur Aufzihlung aller wahren arithmetischen Aussagen benutzt
werden).

Aus dem ersten Godelschen Unvollstandigkeitssatz folgt auch, dass das
Erfiillbarkeitsproblem fiir Logiken hoherer Stufe (z. B. Pradikatenlogik
2. Stufe, bei der Quantifikation iiber Relationen erlaubt ist), nicht mehr
semi-entscheidbar ist. Also haben solche Logiken keinen endlichen
Beweiskalkiil (wie etwa der Resolutionskalkiil fiir Pradikatenlogik).

Denn in diesen Logiken lassen sich die natiirlichen Zahlen axiomatisieren
(Peano-Axiome) und damit beliebige arithmetische Aussagen formulieren.
Dies ist mit Pradikatenlogik 1. Stufe nicht ohne weiteres moglich, da man
darin das Induktionsaxiom nicht ausdriicken kann.

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 531 / 560



Logik-Probleme

Bereits kleine Fragmente der Arithmetik liefern unentscheidbare Probleme.
Ein besonders prominentes Beispiel ist:

Hilbert's 10. Problem ist unentscheidbar (Matiyasevich 1970)

Das folgende Problem ist unentscheidbar:

EINGABE: Ein Polynom p(x,...,x,) (in mehreren Variablen) mit
Koeffizienten aus Z.

FRAGE: Existieren ay,...,a, € Z mit p(a1,...,a,) =07
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Komplexitatstheorie

Deterministische Zeitklassen

Sei f : N — N eine monotone Funktion. Die Klasse DTIME(f) besteht aus
allen Sprachen L, fiir die es eine deterministische Turingmaschine M gibt
mit:

@ M berechnet die charakteristische Funktion von L.

o Fiir jede Eingabe w € X* erreicht M von der Startkonfiguration
zow(J aus nach hochstens f(|w|) Rechenschritten einen Endzustand
(und gibt 0 oder 1 aus, je nachdem ob w & L oder w € L gilt).

Poly bezeichet die Menge aller durch ein Polynom mit Koeffizienten aus N
beschriebenen Funktionen auf N (z. B. n,2n, n> + 3n, n10000),

Die Klasse P

P= [ J DTIME(f)
fePoly
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Komplexitatstheorie

Bemerkungen:

o P wird haufig als die Menge aller effizient l6sbaren Probleme
betrachtet.

e Die Klasse P ist relativ robust gegen Anderungen des
Berechnungsmodells. So dndert sich z. B. die Klasse P nicht, wenn
wir anstatt normalen Turingmaschinen Mehrband-Turingmaschinen
erlauben wiirden (was auch etwas realistischer wire, da man bei
Verwendung von Einband-Turingmaschinen sehr viel Information
kopieren muss).

@ Definiert man P iiber WHILE- oder GOTO-Programme, so muss man
den Zeitaufwand fiir eine Zuweisung (z. B. x; := xj + 1) als die
aktuelle Anzahl der Bits von x; (also etwa log(x;)) bemessen:
logarithmisches KostenmaB.
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Komplexitatstheorie

e Wiirde man das uniforme KostenmaB (d. h. eine Zuweisung wird als
ein Schritt gezdhlt) verwenden, so wire z. B. der folgende
Algorithmus polynomial:

INPUT n;

X = 2;

LOOP n DO x:=xxx END;
OUTPUT(x)

Dieser Algorithmus berechnet die Zahl 22" und um diese Zahl in
Bindrdarstellung aufzuschreiben bendtigt man schon 2" viele Bits.

Bei diesem Beispiel haben wir aber etwas betrogen, da wir
Multiplikation als elementare Operation verwenden. Ersetzt man
x := x * x durch ein (Standard-) Loop-Programm, so wird die
Rechenzeit des obigen Algorithmus exponentiell.
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Komplexitatstheorie

Nichtdeterministische Zeitklassen

Sei f : N — N eine monotone Funktion. Die Klasse NTIME(f) besteht aus
allen Sprachen L, fiir die es eine nichtdeterministische Turingmaschine M
gibt mit:

o Fiir jede Eingabe w € X* erreicht M von der Startkonfiguration
zow(J aus auf jedem Berechnungspfad nach héchstens f(|w|)
Rechenschritten einen Endzustand und gibt 0 oder 1 aus.

@ Es gilt: w € L genau dann, wenn M auf mindestens einem
Berechnungspfad eine 1 ausgibt.

Die Klasse NP

NP = (] NTIME(f)
f€Poly
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Komplexitatstheorie

Bemerkungen:
o Offensichtlich gilt P C NP.

@ Ob P = NP gilt, gilt als die wichtigste offene Frage in der
Theoretischen Informatik. Es wird im Allgemeinen vermutet, dass
P # NP gilt.

@ Warum ist die Frage P = NP so interessant?
Von einer Vielzahl von Problemen ist bekannt, dass sie in NP liegen,
man weiB jedoch nicht, ob sie in P liegen.
Man kennt sogar eine groBe Klasse von Problemen (die
NP-vollsténdigen Probleme, mehr dazu gleich) von denen folgendes
bekannt ist: Gehort eines dieser Probleme zu P, so folgt P = NP.

@ Es ist nicht schwer zu sehen, dass alle Sprachen in NP

Loop-entscheidbar sind (d. h. die charakteristischen Funktionen von
Sprachen aus NP sind LOOP-berechenbar).

Markus Lohrey (Univ. Siegen) SS 2020 537 / 560



Komplexitatstheorie

Beispiel: SAT

Wir betrachten aussagenlogische Formeln (siehe auch Vorlesung
Algorithmen und Datenstrukturen), wie z. B.

(AVBV-C)AN(AV-BVC)A(-mAVBV-C)A(-AV =BV ()
A, B und C sind hier atomare Aussagen, die mit den Wahrheitswerten 0
(= falsch) oder 1 (= wahr) belegt werden kdnnen.
Die obige Formel ist in konjunktiver Normalform.

Solche Formeln lassen sich z. B. durch Woérter iiber dem Alphabet

{a,V, A, 7,), (} kodieren (atomare Formeln werden durch Warter der Form
a" kodiert).
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Komplexitatstheorie

Ein aussagenlogische Formel F ist erfiillbar, falls eine Belegung der
atomaren Aussagen (A, B und C im obigen Beispiel) in F mit den
Wabhrheitswerten 0,1 gibt, so dass die gesamte Formel sich zu 1 auswertet.

Die obige Formel

(AVBV-C)A(AV-BVC)A(-AVBV-C)A(-AV-BV C)

ist erfullbar: Setze A, B und C alle auf 1.

Das Problem SAT
EINGABE: Eine aussagenlogische Formel F
FRAGE: Ist F erfiillbar?

SAT € NP
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Komplexitatstheorie

Beweis: Sei F eine aussagenlogische Formel, in der die atomaren Formeln
A1,..., A, vorkommen.

Eine nichtdeterministische Turingmaschine “rat” nun in einer ersten Phase
eine Belegung B : {A1,..., A} — {0,1}:

@ Im ersten Schritt verzweigt sich die Turingmaschine (d. h. es gibt zwei

Folgekonfigurationen).
Im ersten Zweig schreibt die Turingmaschine A;0 auf das Band, im
zweiten Zweig schreibt sie A;1 auf das Band.

@ Im zweiten Schritt verzweigt sich die Turingmaschine wieder.
Im ersten Zweig schreibt sie (hinter A;b mit b € {0,1}) A0 auf das
Band, im zweiten Zweig schreibt sie A1 auf das Band.
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Komplexitatstheorie

Nach n Schritten steht in jedem der 2" Berechnungszweige ein Wort der
Form A1bi1Asby - - - Apbp mit by, ..., b, € {0,1} auf dem Band.

Dieses Wort kodiert die Belegung B mit B(A;) = b; fir 1 </ < n.

In einer zweiten Phase kann die Turingmaschine nun den Wert B(F)
deterministisch ausrechnen, indem die Formel F einmal von links nach
rechts durchlaufen wird und jedesmal, wenn eine atomare Formel A;
gesehen wird, der Wert B(A;) = b; aus dem gespeicherten
“Belegungswort” ermitelt wird.

Dies benotigt hochstens |F|? Schritte, die Turingmaschine rechnet also auf
jedem Berechnungspfad nur O(|F|?) Schritte.

Die Maschine gibt am Ende 1 aus, genau dann, wenn B(F) = 1.

Also gibt es einen Berechnungspfad, auf dem die Maschine 1 ausgibt,
genau dann, wenn F erfiillbar ist. O

Markus Lohrey (Univ. Siegen) GTI SS 2020 541 / 560



Komplexitatstheorie

Reduktionen so wie wir sie im Abschnitt tiber (Un)Entscheidbarkeit
kennengelernt haben, sind fiir entscheidbare Probleme nicht sehr
aussagekraftig:

Seien A, B C X* entscheidbare Sprachen mit () £ B # ¥*. Dann gilt
A<B.

Wahle hierzu zwei Elemente x € B und y € ¥*\ B.

Definiere die Funktion f : ©* — ¥* durch

fall A
f(w): x 1alls w €
yfallsw & A

Da A entscheidbar ist, ist f berechenbar, und es gilt
weA<— f(w)e B, d h A<B.
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Komplexitatstheorie

Polynomiale Reduzierbarkeit

Eine Funktion f : &* — I'* ist polynomial berechenbar, falls eine
deterministische Turingmaschine M und ein Polynom p(n) existiert, so
dass fiir alle w € * gilt:

Wenn M mit der Eingabe w gestartet wird, halt M nach héchstens p(|w|)
vielen Schritten mit der Ausgabe f(w) auf dem Arbeitsband an.

Eine Sprache A C ¥* ist polynomial reduzierbar auf eine Sprache B C I'*
(kurz A <, B), falls eine polynomial berechenbare Funktion f : ¥* — '
existiert mit

VweX:weA < f(w)eB.
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Komplexitatstheorie

Lemma 46

Wenn A <, B und B € P (bzw. B € NP), dann gilt A € P (bzw. A € NP).

Beweis:
Sei zunachst A <, B und B € P.

Dann existieren Polynome p(n) und g(n) sowie Turingmaschinen M und N
mit folgenden Eigenschaften:

@ M berechnet aus einer Eingabe w € ¥* in Zeit p(|w|) ein Wort f(w)
mit: w € A<= f(w) € B.

Beachte: Da die Maschine M in p(|w|) Schritten nur eine Ausgabe
der Lange hochstens p(|w|) erzeugen kann, gilt |[f(w)| < p(|w]).

o N akzeptiert die Sprache B in Zeit g(n).
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Komplexitatstheorie

Ein Turingmaschine fiir die Sprache A arbeitet dann bei einer Eingabe w
wie folgt:

O Berechne f(w) (Zeitbedarf: p(|w])).
@ Simuliere die Maschine N auf f(w) (Zeitbedarf: gq(p(|wl|))).

Der gesamte Zeitbedarf ist also p(|w|) + g(p(|w])), was wieder ein
Polynom ist.

Die Aussage fiir die Klasse NP kann genauso bewiesen werden. O
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Komplexitatstheorie

NP-Vollstandigkeit

Eine Sprache A ist NP-hart, falls fiir alle B € NP gilt: B <, A
(A ist mindestens so schwer wie jedes Problem in NP).

Eine Sprache A ist NP-vollstandig, falls sie zu NP gehdrt und NP-hart ist.

Intuition: NP-vollstindige Sprachen sind die schwierigsten Sprachen in NP.

Noch wissen wir garnicht, ob es {iberhaupt NP-vollstindige Sprachen gibt.
Dies werden wir bald zeigen zeigen.
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Komplexitatstheorie

Zunachst aber noch ein einfaches Resultat:

Wenn A NP-vollsténdig ist, dann gilt: P=NP «<— A€ P.

Beweis:

=: Sei P = NP.

Da A NP-vollstandig ist, folgt A € NP = P.

<: Sei A € P und sei B € NP beliebig.

Da A NP-vollstandig ist, folgt B <, A € P.

Lemma 46 impliziert B € P.

Also gilt NP C P und damit NP = P. O
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Komplexitatstheorie

Satz 48 (Satz von Cook)
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:
Wir miissen noch zeigen, dass SAT NP-hart ist.
Sei hierfiir L € NP, L C ¥*.

Zu w € X* konstruieren wir eine aussagenlogische Formel f(w) mit:
w e L < f(w) ist erfiillbar.

Die Abbildung f wird polynomial berechenbar sein.

Sei M = (Z,%,T,0, 2,0, E) eine nichtdeterministische Turingmaschine
fiir L, die bei einer Eingabe der Lange n auf jedem Berechnungspfad nach
< p(n) Schritten terminiert (p(n) ist ein Polynom).

Sei w = wyws -+ - w, € £* eine Eingabe der Lange n.
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Komplexitatstheorie

Wir stellen 0.B.d.A. folgende Forderungen an M:
@ Der Kopf von M wandert nie links von der Position, wo er zu Beginn
steht (kann durch spezielle Markierung erreicht werden).

@ M terminiert genau dann mit Ausgabe 1, wenn M in den speziellen
Zustand z; € E ubergeht. D. h. der Zustand z; signalisiert Akzeptanz
der Eingabe.

© Alle Tupel der Form (zi, a, z1,a, N) (mit a € ') gehdren zu 0.
Q (z,a,7,4,D),(z,b,2",b,D') e = a=b,ad =b,D=D

Nur hinsichtlich des Folgezustands z’ haben wir also eine
nichtdeterministische Wahl (siehe néchste Folie).
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Komplexitatstheorie

Eigenschaft (4) kann wie folgt erzwungen werden.

Zunichst kénnen wir die Sprache L durch $L fiir ein neues Symbol $
ersetzen, da L <, $L gilt (d. h. aus $L <, SAT folgt wieder L <, SAT).

Wir wissen also, dass alle positiven Eingaben mit einem $ beginnen
miussen.

Definiere nun die Zustandsmenge und die Transitionsrelation wie folgt um:
Z' ={(z[a,d’,D] | z€ Z, a,a €T, De {L,R,N}} U {z][$,$, R]}
& ={(z[a,d, D], a,Z'[b,b',D'],a,D) | (z,a,2',a’, D) € §,
b,bel,D' € {L,R,N}} U
{(ZO[$7$7 R]7$720[a’ alv D]a $a R) | a, a/ € r7 D € {La R7 N}}

Der neue Anfangszustand ist z[$,$, R].
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Komplexitatstheorie

Jede von der Startkonfiguration erreichbare Konfiguration kann durch ein
Wort aus

Conf={0uzvO |z € Z; u,veTl™*; |uv|=p(n)}

beschrieben werden.
Die Startkonfiguration ist Clzgw(P(M+1-n,

Wegen Punkt (2) und (3) akzeptiert M auf einem bestimmten
Berechnungspfad die Eingabe w genau dann, wenn sich M nach p(n)
vielen Schritten im Zustand z; befindet.

Notation: Fiir ein o € Conf schreiben wir
a = a[-1]a[0] - - a[p(n)]a[p(n) + 1]

wobei a[—1] =0, a[0],...,a[p(n)] € ZUT, a[p(n) + 1] = .
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Definiere die Menge der 4-Tupel

A ={(a,b,c,b) | a,b,ceTl}
U{(c, b,z,7'),(b,z,a,b),(z,a,d,d) | (z,a,2,a',L) € 6,c,b,d € T}
U{(c,b,z,b),(b,z,a,2),(z,a,d,d) | (z,a,2,a,N)€d,c,b,d e}
U{(c, b,z,b),(b,z,a,3),(z,a,d,2') | (z,a,Z,a',R) € 6,c,b,d € T}

Idee der A-Tupel: Wenn drei aufeinanderfolgende Positionen i — 1, i, i+ 1
einer Konfiguration « die Symbole x,y,z € ZUT enthalten, dann muss
fiir jede Folgekonfiguration o von « ein Tupel (x, y, z,y’) existieren, in
der Position i das Symbol y’ enthilt.
Wegen Punkt (4) gilt dann fiir alle o,/ € O(Z UT)*O mit || = |&/]:
a,a’ € Confund aFp o
<~
a € Confund Vi € {0,...,p(n)}: (afi — 1], a[i], afi + 1], &[i]) € A.
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Komplexitatstheorie

Beispiel:

Falls (z,a,2,d, L) € § ist folgende lokale Bandanderung fiir alle b € T
moglich:

Position i—1 i i+1
o =[-|---[b]z]alf-]"]
of =[] bS] ]

Falls (z,a,2',d', R) € § ist folgende lokale Bandianderung fiir alle b € I
moglich:

Position i—1 i +1
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Komplexitatstheorie

Eine Rechnung von M kdnnen wir nun als Matrix beschreiben:

a = U aop a1 .- Qopn) U
ar = 0 aip arr .. Apm) O
iy = O Qo 1 - Up(n)p(n) O

Fiir jedes Tripel (a,i,t) (a€ ZUT, =1 <i<p(n)+1,0<t<p(n)) sei
x(a, i, t) eine aussagenlogische Variable (atomare Formel).

Interpretation: x(a,/, t) = true genau dann, wenn zum Zeitpunkt t das
i-te Zeichen der aktuellen Konfiguration ein a ist.
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Komplexitatstheorie

An den Positionen —1 und p(n) + 1 steht immer [I:

G(n) = /\ <X(D,—1,t)/\X(D,p(n)+l,t)>

0<t<p(n)

Fiir jedes Paar (i, t) ist genau eine Variable x(a, i, t) wahr (zu jedem
Zeitpunkt kann auf einem Bandfeld nur ein Zeichen stehen):

X(n) = N \/ <x(a,i,t)/\/\ﬁx(b,i,t)>

0<t<p(n) aezZur b#a
—1<i<p(n)+1
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Komplexitatstheorie

Zum Zeitpunkt t = 0 ist die Konfiguration gleich OzowdP(M+1=n

n p(n)
S(w) = x(2p,0,0) A /\X(W;,i,O)/\ /\ x(0,1,0)
i=1 i=nt+1

Die Berechnung respektiert die lokale Relation A:

o - AV

0<i<p(n) (a,b,c,d)eA
0<t<p(n)

x(a,i—1,t) A x(b,i,t) A
x(c,i+1,t) N x(d,i,t+1)
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Komplexitatstheorie

Sei schlieBlich

R(w) = G(n) A X(n) A S(w) A D(n).

Es ergibt sich eine natiirliche Bijektion zwischen der Menge der R(w)
erfiillenden Belegungen und der Menge derjenigen Rechnungen von M auf
die Eingabe w, die aus p(n) Rechenschritten bestehen.

Fiir f(w) = R(w) A V2 x(z1,1, p(n)) gilt somit:

f(w) erfiillbar <<= wel.

Zahl der Variablen von f(w) € O(p(n)?)
Lange von f(w) € O(p(n)?log p(n))

Der Faktor O(log p(n)) ist notwendig, da zum Aufschreiben der Indizes
log p(n) viele Bits bendtigt werden. Ol
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Komplexitatstheorie

Von vielen weiteren Problemen A kann die NP-Vollstandigkeit durch eine
Reduktion SAT <, A gezeigt werden.

Hier sind einige Beispiele fiir weitere NP-vollstandige Probleme
(ohne Beweis; siehe Schoning fiir Beweise).

EINGABE: Eine aussagenlogische Formel ¢ in KNF, bei der jede Klausel
aus hochstens 3 Literalen (atomare Formeln oder negierte atomare
Formeln) besteht.

FRAGE: Ist ¢ erfiillbar?

Bemerkung: 2-KNF-SAT € P
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Komplexitatstheorie

EINGABE: Ein ungerichteter Graph G = (V/, E) (siehe Vorlesung Diskrete
Strukturen) und eine Zahl k (unér kodiert)

FRAGE: Hat G eine Clique der GroBe k, d. h. existiert eine Menge U C V
mit |[U| > k und fiir alle u,v € U mit u # v: {u,v} € E?

v

VERTEX-COVER

EINGABE: Ein ungerichteter Graph G = (V/, E) und eine Zahl k (unar
kodiert)

FRAGE: Hat G eine Knoteniiberdeckung der GroBe k, d. h. existiert eine
Menge U C V mit |U| < k und fiir alle {u, v} € E gilt UN{u,v} # 0?

3-FARBBARKEIT

EINGABE: Ein ungerichteter Graph G = (V, E)
FRAGE: Ist die Farbungszahl von G hochstens 3.

v
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HAMILTON-CIRCUIT

EINGABE: Ein ungerichteter Graph G = (V, E)
FRAGE: Hat G einen Hamiltonkreis (siehe Vorlesung Diskrete Strukturen)?

EINGABE: Binar-kodierte Zahlen t, wq, ..., w,
FRAGE: Gibt es eine Teilmenge U C {wy, ... wy} mit t =% ,w?

Bemerkung: Dieses Problem gehort zu P, falls man die Zahlen
t, wi,..., W, unar kodiert.
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