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Organisatorisches zur Vorlesung

Informationen finden Sie unter

http://www.eti.uni-siegen.de/ti/lehre/ss20/logikii/
z. B.

» Aktuelle Version der Folien
» Ubungsblatter

Literaturempfehlung:
» Schoning: Logik fiir Informatiker, Spektrum Akademischer Verlag

» Ebbinghaus, Flum, Thomas: Einfhrung in die mathematische Logik,
Spektrum Akademischer Verlag

Die Ubungen werden von Herrn Carl Philipp Reh organisiert.
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Wiederholung aus GTI

Definition (semi-entscheidbar)

Eine Sprache L C X* ist semi-entscheidbar, falls es gibt einen Algorithmus
mit folgenden Eigenschaften gibt:

Fiir alle x € X* gilt:

» Wenn x € L, dann terminiert der Algorithmus bei Eingabe x.
» Wenn x ¢ L, dann terminiert der Algorithmus bei Eingabe x nicht.
Aquivalenter Begriff: Rekursiv aufzshlbar.

Definition (rekursiv aufzihlbar)

Eine Sprache L C Y™ ist rekursiv aufz3hlbar, falls es gibt eine berechenbare
totale Funktion f : N — ¥* gibt mit L = {f(/) | i € N}.
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Wiederholung aus GTI

Definition (entscheidbar und unentscheidbar)

Eine Sprache L C Y * ist entscheidbar, falls es gibt einen Algorithmus mit
folgenden Eigenschaften gibt: Fiir alle x € ¥* gilt:

» Wenn x € L, dann terminiert der Algorithmus bei Eingabe x mit der
Ausgabe “Ja".

» Wenn x & L, dann terminiert der Algorithmus bei Eingabe x mit der
Ausgabe “Nein”.

Eine Sprache L C X* ist unentscheidbar, falls sie nicht entscheidbar ist.
Satz
Eine Sprache L C X* ist entscheidbar genau dann, wenn L und X*\ L

beide semi-entscheidbar sind.
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Wiederholung aus Logik |

Eine pradikatenlogische Formel F ist:

» erfiillbar, falls es eine zu F passende Struktur A mit A = F gibt
(d.h. F ist wahr in der Struktur A).

» giiltig, falls A = F fiir jede zu F passende Struktur A gilt.

Konsequenz aus dem Satz von Gilmore

Die Menge der unerfiillbaren pradikatenlogischen Formeln ist
semi-entscheidbar.

Korollar
Die Menge der giiltigen pradikatenlogischen Formeln ist semi-entscheidbar.

Beweis: F ist giiltig, genau dann, wenn —F unerfiillbar ist.
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Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik
Wir wollen nun den folgenden zentralen Satz beweisen:

Satz von Church
Die Menge der giiltigen pradikatenlogischen Formeln ist unentscheidbar.

Korollar
Die Menge der erfiillbaren pradikatenlogischen Formeln ist nicht
semi-entscheidbar.

Beweis: Die Menge der unerfiillbaren Formeln ist semi-entscheidbar.

Wiare also die Menge der erfiillbaren Formeln semi-entscheidbar, so ware
sie entscheidbar.

Also ware auch die Menge der unerfiillbaren Formeln und damit die Menge
der giiltigen Formeln entscheidbar. U
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Registermaschinen

Wir beweisen den Satz von Church durch eine Reduktion vom
Halteproblem fiir Registermachinenprogramme.

Seien Ry, R», ... Bezeichner fiir Register.
Intuition: Jedes Register speichert eine natiirliche Zahl ab.

Eine Registermachinenprogramm (kurz RMP) P besteht aus einer Folge
A1; Ag; ... ; A; von Anweisungen, wobei A; die Anweisung STOP ist, und
fir alle 1 <i </ —1 die Anweisung A; von einem der folgenden Typen ist:

» Ri:=Rj+1fireinl1 <, </
» Ri:=R;—1fiireinl1<; </
» IF R =0 THEN k; ELSE ks fiir 1 < j, ki, ko < 1,
Eine Konfiguration von P ist ein Tupel (i,nq,...,n)) € Nt mit1<i</.

Intuition: / ist die Nummer der Anweisung, die als nachste ausgefiihrt
wird, und n; ist der aktuelle Inhalt von Register R;.
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Registermaschinen

Fiir Konfigurationen (i, n1,...,n;) und (i’,nf, ..., n)) schreiben wir
(iyn,...,n) —p (I',n7,...,n0))

genau dann, wenn 1 < </ —1 und einer der folgenden Fille gilt:

» Ai=(Ri:=Rj+1)fireinl1 <j</[ i"=i+1, nj’-:nj+1, n, = ng
fir k # J.

» Ai=(Rj:=Rj—1)fireinl1 <</ i"=i+1, nj:nj/-:Ooder
(nj >0, n} = n; — 1), und nj = ny fiir k # j.

> A = (IF RJ =0 THEN k; ELSE k2) firein 1 <j, ki, ko </, n;( = ny
firalle 1 < k </, "= kq falls nj =0, i" = ky falls n; > 0.

Wir definieren

HALT = {P | P = A1; Az;...; As ist ein RMP mit / Anweisungen,
(1,0,...,0) =p (I,m,...,n) fir ny,...,n >0}
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Beweis des Satzes von Church

Registermachinenprogramme entsprechen genau den GOTO-Programmen
aus der GTI.

Dort haben wir gezeigt, dass eine Turingmaschine durch ein
GOTO-Programm simuliert werden kann (und umgekehrt).

Da das Halteproblem fiir Turingmaschinen auf dem leeren Band
(Halt eine Turingmaschine, wenn Sie mit dem leeren Band gestartet wird?)
unentscheidbar ist, erhalten wir:

Unentscheidbarkeit des Halteproblems fiir RMPs
Die Menge HALT ist unentscheidbar.

Bemerkung: HALT ist semi-entdscheidbar: Simuliere ein gegebenes RMP
auf der Startkonfiguration (1,0,...,0) und stoppe, wenn das RMP bei der
STOP-Anweisung ankommt.
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Beweis des Satzes von Church

Wir beweisen den Satz von Church, indem wir jedem RMP P effektiv eine

pradikatenlogischen Aussage Fp zuordnen, so dass gilt:

Fp ist giiltig <= P € HALT

Wir fixieren folgende Symbole:
> <: 2-stelliges Pradikatensymbol
> c: Konstante
» f,g: l-stellige Funktionssymbole
> R: (I + 2)-stelliges Pradikatensymbol
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Beweis des Satzes von Church
Wir definieren eine Struktur Ap durch Fallunterscheidung:

1. Fall: P ¢ HALT:
» Universum Uy, = N
<Ap={(n,m) | n < m} (gewdhnliche Ordnung auf N)
AP =0
fAP(n)=n+1, g4°(n+1)=n, g47(0) =0
» RAP = {(s;i,n1,....n) | (1,0,...,0) =% (i,n1,...,n)}
2. Fall: P € HALT:
Sei t so, dass (1,0,...,0) =5 (/,n1,...,n;) und e = max{t, /}.
» Universum Uy, = {0,1,...,e}
<Ap={(n,m) | n < m} (gewdhnliche Ordnung auf {0,1,...,e})
cAP =0
fAP(n) =n+1fir0<n<e—1und fA(e) =
g?(n+1)=nfir0<n<e—1 undgAP( ):
RAP = {(s,i,m,...,m) |0 <s<t,(1,0,...,0) =% (i,m,...,m)}
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Beweis des Satzes von Church

Im folgenden verwenden wir die Abkiirzung m fiir den Term £™(c).

Wir definieren nun eine Aussage Gp (in der <,c,f, g und R vorkommen)
mit folgenden Eigenschaften:

(A) Ap = Gp
(B) Fiir jedes Modell A von Gp gilt Folgendes:

Wenn (1,0,...,0) =% (i,n1,...,n;), dann:
s—1

ARG, A Na<qg+1
q=0

Wir definieren

Gp:Go/\R(G,T,ﬁ,...,G)/\Gl/\"'/\G/_l

wobei die Aussagen Gy, Gy,
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Beweis des Satzes von Church
Gp sagt aus:
» < ist eine lineare Ordnung mit kleinstem Element c,
» x < f(x) und g(x) < x fir alle x,
» fiir jedes x, das nicht das groBte Element bzgl. < ist, ist f(x) der
unmittelbare Nachfolger von x, und
» fiir jedes x, das nicht das kleinste Element c ist, ist g(x) der
unmittelbare Vorganger von x.

VX, y,z ((x < X)AN(x=yVx<yVy<x)A((x<yAy<z)—=x<2z)

A(x=cVc<x)

A(x =f(x)Vx<f(x))

Alx = g(x) V g(x) < %)

A (Bu(x < u) = (x < F(x) AVu(x < u— (u=f(x)Vf(x) < u))))
A (Fu(u < x) = (g(x) < x AVu(u < x = (u=g(x) Vu< g(x)))))
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Beweis des Satzes von Church

Bemerkung: Fiir jedes Modell A von Gy gilt:

» AEg(c)=c¢
» A= Vx (Ju(x < u) — g(f(x)) =x)
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Beweis des Satzes von Church

G; fir 1 < i </ —1 beschreibt die Wirkung der Anweisung A;.
1. Fall: A; = (Rj := R; + 1). Dann sei

G; = VxVxy-- ~VX/<R(X,7, XlyeensX|) =
(x < FX)AR(F(X), i + 1, x1, oy Xj—1, F(X)y Xjt1s - - - ,x,))>
2. Fall: Aj = (Rj := R;j — 1). Dann sei
G = VxVxy-- -Vx,(R(x,T,xl, cey X)) —

(x < f(x)ANR(f(x),i +1,x1,...,%xj—-1,8(Xj), Xj+1, - - - ,x,))>
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Beweis des Satzes von Church
3. Fall: A; = (IF R; =0 THEN k; ELSE ko) firein 1 < j ki, ko < 1.
Dann sei
G = VXVX1-~-VX/<R(X,7,X1,...,x/) — (x < f(x) A
(xi=cA R(f(x),k_l,xl,...,xl)) V

(> € AR, T o)

Aussage (A) folgt sofort aus der Definition von Ap und Gp.
Aussage (B) beweisen wir durch eine Induktion iiber s.

IA: s = 0. Gelte (1,0,...,0) =% (i,n1,...,n;), d.h. i =1 und
n1:n2:---:n,:O.

Aus A |= Gp folgt A= R(0,1,0,...,0),d. h. A= R(5,i,m1,...,17).
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Beweis des Satzes von Church
IS: Sei nun s > 0 und gelte Aussage (B) fiir s — 1.
Sei (1,0,,0) —)73 (i,nl,...,n/).

Dann gibt es j, my, ..., m; mit

(1,0,...,0) —>73_1 (j,ml,...,m/) — P (i,nl,...,n/)

Aus der IH folgt
s—2
AER(s—1jm,....m)A \Na<q+L
q=0

Wir machen nun eine Fallunterscheidung beziiglich der Anweisung A;,
wobei wir nur den Fall betrachten, dass A; von der Form Ry := R) — 1 ist.

Es gilt dann i = + 1, ny = my,

ceey N1 = Mg_1,
Nk+1 = Mis1,..., 0 =my, (ng = me =0 oder mg > 0 und ng = my — 1).
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Beweis des Satzes von Church

Wegen A = G; gilt:

A E V%YLW,)//<R()/J,)/1,~-,)//) —

(y< f(y) A R(f(}/),j‘i‘1,}/1,---7}/k—1,g()/k),)/k+1a---aM)))

Wegen A= R(s — 1,j,m1,...,m;) folgt

AEs—I<f(s—1I)A

R(f(s - 1)7./+ 17W17 ey mk—lug(m_k)7mk+17 cee 7W/)

d.h.

AE s—1<35 ARG, .., 01, 8(MK), Mgt -+, 1))
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Beweis des Satzes von Church

Wegen Al=s—1 <5 gilt

s—1
AE /\ g<q+1
q=0
Ausserdem folgt aus A = Gg, dass A = g(my) = 7.
Also gilt auch A = R(3,i,71,..., 7).
Damit sind (A) und (B) gezeigt.

Beweis des Satzes von Church:
Setze Fp = (Gp — IxTxq -+ IGR(x, I, x1, ..., X))
Behauptung: Fp ist giiltig <= P € HALT.
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Beweis des Satzes von Church

Ist Fp giiltig, so gilt insbesondere Ap = Fp.

Wegen (A) gilt Ap = Ix3xy -+ IGR(x, [, x1, ..., x)).
Also gibt es s, ny,...,n; >0 mit (s,/, ny,...,n) € RAP.
Es folgt P € HALT.

Sein nun P € HALT und gelte (1,0,...,0) =% (/,n1,...,ny)
Sei A eine Struktur mit A = Gp.

Aus (B) folgt A = R(3,1,71,...,7)).

Also ist Fp giiltig.
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Der Satz von Trachtenbrot
Eine Formel F ist im Endlichen erfiillbar genau dann, wenn F ein Modell
mit einem endlichen Universum hat, sonst ist F im Endlichen unerfiillbar.

Lemma
Die Menge der im Endlichen erfiillbaren Formeln ist semi-entscheidbar.

Beweis:

Sei Az, Ay, As, ... eine systematische Auflistung aller endlichen zu F
passenden Strukturen (0.B.d.A. ist /4, nur auf den in F vorkommenden
Pradikaten- und Funktionssymbolen definiert).

Folgender Algorithmus terminiert genau dann, wenn F im endlichen
erfiillbar ist:

i=1;
while true do
if A; = F then STOP else i :=i+1
end O
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Der Satz von Trachtenbrot

Eine Formel F ist im Endlichen giiltig genau dann, wenn jede endliche zu
F passende Struktur ein Modell von F ist.

Beispiel: Die Formel
VxVy(f(x) = f(y) = x=y) < VYydx(f(x) =y)
ist im Endlichen giiltig, aber nicht (allgemein) giiltig.

Satz von Trachtenbrot
Die Menge der im Endlichen erfiillbaren Formeln ist unentscheidbar.

Korollar

Die Menge der im Endlichen unerfiillbaren Formeln sowie die Menge der
im Endlichen giiltigen Formeln ist nicht semi-entscheidbar.
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Der Satz von Trachtenbrot

Beweis des Satzes von Trachtenbrot:

Wir verwenden die Konstruktion aus dem Beweis des Satzes von Church.
Behauptung: Gp ist im Endlichen erfiillbar <= P € HALT.

(1) Gelte P € HALT.

Dann ist Ap endlich und es gilt Ap = Gp nach Aussage (A).

Also ist Gp im Endlichen erfiillbar.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Logik 11 Sommersem. 2020 23 / 150



Der Satz von Trachtenbrot

(2) Sei Gp im Endlichen erfiillbar.
Sei A eine endliche Struktur mit A = Gp.

Angenommen P ¢ HALT gilt.

Also gibt es fiir jede Zahl s > 0 Zahlen i, ny,..., n; mit
(1,0,...,0) —)‘73 (i,nl,...,n,).

Aussage (B) impliziert, dass A |= i < i+ 1 fiir alle i > 0.

Da < eine lineare Ordnung ist (wegen A = Go) ist die Menge
{A(i) | i > 0} unendlich, was ein Widerspruch ist.
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(Un)entscheidbare Theorien

Sei A eine Struktur, wobei der Definitionsbereich von /4 endlich sei und
keine Variablen enthilt.

Sei fi,...,fn, R1,..., Ry der Definitionsbereich von /4.

Wir identifizieren dann A mit dem Tupel (UA, fA, ... FA RA, ... RD),
wofiir wir auch (U4, fi,..., f,, Ry, ..., Rm) schreiben.

Definition
Die Theorie von A ist die Menge von Formeln

Th(A) = {F | F ist eine Aussage, A passt zu F, A= F}.

Wir interessieren uns fiir die Frage, ob eine Struktur eine entscheidbare
Theorie hat.
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(Un)entscheidbare Theorien

Satz

Sei A eine beliebige Struktur. Dann ist Th(.A) entscheidbar genau dann,
wenn Th(A) semi-entscheidbar ist.

Beweis: Sei Th(.A) semi-entscheidbar und sei F eine beliebige Aussage.
Dann gilt entweder F € Th(.A) oder =F € Th(A).

Wir kénnen daher einen Semi-Entscheidungsalgorithmus fiir Th(.4) mit
Eingabe F und —F parallel laufen lassen.

Einer der beiden Liufe wird irgendwann mit der Antwort terminieren. [
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(Un)entscheidbare Theorien

Fiir die Frage nach der Entscheidbarkeit einer Struktur kdnnen wir uns auf
sogenannte relationale Strukturen beschranken.

Eine Struktur A = (A, fi,...,fp, R1,..., Rm) ist relational, falls n = 0 gilt.

Fiir eine beliebige Struktur A = (A, f1,...,fy, R1,..., Rm) definieren wir
Arel = (A7'D17"'7’DI77R17'°°7RIT1)

wobei

Pi:{(al,...,ak,a)|ﬁ(alv"'7ak):a}'

Lemma
Th(.A) ist entscheidbar genau dann, wenn Th(A,e) entscheidbar ist.

Beweis: Ubung.
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik
(nach Ebbinhaus,Flum, Thomas)

Satz (Godel 1931)
Th(N, +,-) ist unentscheidbar.

Korollar
Th(N, +, -) ist nicht semi-entscheidbar, also nicht rekursiv aufzhlbar.

Fiir den Beweis reduzieren wir die Menge HALT von terminierenden RMPs
auf Th(N, +,-).

Um den Beweis etwas komfortabler zu machen, betrachten wir
Th(N, +,-,s,0) mit s(n) =n—+ 1.

Ubung: Th(N, +,,s,0) unentscheidbar <= Th(N, +, -) unentscheidbar
<—: klar

= definiere x = 0 und x = y + 1 durch geeignete Formeln mit - und +.
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik

Sei nun P = A1; Ay;--- ; Ay ein RMP, in dem die Register Ry,..., R
verwendet werden.

Wir konstruieren eine arithmetische Formel Fp mit den freien Variablen
X,X1,...,X, so dass fiir alle 1 <</ und ng,...,n €N folgende beiden
Aussagen dquivalent sind:

> (Na -+, '7570)[x/i, x1/n1,....x;/nj] ’: Fp

> (1,0,...,0) —>73 (i,nl,...,n/)

Dann gilt P € HALT <= (N, +,-,5,0) = 3x - -- 3x, Fp[x/s'(0)].
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik

Intuitiv sagt die Formel Fp Folgendes aus:

Es gibt ein s > 0 und Konfigurationen Cy, Cq, ..., Cs mit:
» Go=(1,0,...,0)
» Cs=(x,x1,...,%)
> G —=p Gy firalle0<i<s—1

Wir kénnen die (/ + 1)-Tupel Co, Gy, ..., Cs durch ein (s + 1)(/ + 1)-Tupel
kodieren, und miissen dann Folgendes ausdriicken, wobei k = [ + 1 sei.

Es gibt ein s > 0 und ein Tupel

(YO, Y15+ + s Yh—1s Yk Yhts - o5 Y2k—1s- -+ Ysks Ysk+1s- -+ » ¥(s4+1)k—1) Mit:
»yvo=1y1=0,...,yk-1=0

> Ysk = Xy Ysk4+1 = X1y Y(s+1)k—=1 = XI
> (Yiks - > Yit1)k—1) =P VWit1)ko - > Vit2)k—1) fiiralle 0 <i <s —1
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik

Will man dies durch eine arithmetische Formel ausdriicken, hat man das
Problem, dass man nicht iiber Folgen von Zahlen quantifizieren kann
(3y3x13xz - - - 3x, ist nicht zuldssig).

Um trotzdem eine Quantifizierung iiber beliebig lange Folgen zu
simulieren, bendtigen wir Godels S-Funktion.

Lemma
Es gibt eine Funktion 8 : N3 — N mit:

» Fiir jede Folge (ao, ..., a,) lUber N gibt es t, p € N, so dass
B(t,p,i)=a;firalle0<i<r

» Es gibt eine arithmetische Formel B mit freien Variablen v, x, y, z, so
dass fiir alle t, p,i,a € N gilt:
(Nv +,5, 0)[v/if7 x/p, y/i, z/a) ): B — ﬂ(ta p, ’) =a

Man sagt auch: 3 ist arithmetisch definierbar.
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik

Beweis des Lemmas:

Sei (ap, ..., ar) eine beliebige Folge iiber N.

Sei p eine Primzahl mit p > r + 1 und p > a; fiir alle J.
Sei weiter

t =1p°+aop'+2p°+ar1p>+ -+ (i+1)p” +a;p* T A (r+1)p* +a,p”

D.h. (1,a0,2,21,...,(i+1),aj,...,(r +1),a,) ist die Darstellung von t
zur Basis p.

Beachte: Da p eine Primzahl ist, gilt fiir jede Zahl x € N:
Es gibt ein m € N mit x = p?™ genau dann, wenn:

> x ist ein Quadrat (Jy : x = y?), und

» fiir alle d > 2 mit d|x gilt p|d.
Hierbei steht x|y fir: x teilt y.
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik

Behauptung 1: Fiir alle a € N und alle 0 < i < r gilt a = a; genau dann,

wenn es by, by, bp € N gibt mit:

(a) t=bg+ bi((i +1) + ap + b2p?)

(b) a<p

(C) by < by

(d) by ist ein Quadrat, und fiir alle d > 2 mit d|b; gilt p|d
(d.h. 3m: by = p?™)

=: Wenn a = a; dann kdnnen wir by, by, by wie folgt wahlen:

by = 1p° +appt+2p* +aip+ -+ ip¥ 2+ aj_1p?t
b = p*
by = (i+2)4aj1p+---+ap?r—-t
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik

<: Gelte (a)-(d), d.h.

t = bo+ bi((i +1)+ap+ bop?)
— b0+ (i+1)p2m+ap2m+1 +,D2m+2b2.
wobei by < by = p?™, a< pund (i +1) < p.
Ein Vergleich mit
t = 1p%+appl+2p%+a1p3+- - -+ (i+1)p? +aip® T 4 - (r+1)p* +a,p> !

liefert wegen der Eindeutigkeit der Basis-p Zahlendarstellung m = i sowie
a = aj.

Damit ist Behauptung 1 bewiesen.
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik

Wir konnen nun die Godelsche S-Funktion definieren:

Fiir alle t, p,i € Nist B(t,p, 1)
(i) die kleinste Zahl a € N, so dass es by, b1, b, € N mit den
Eigenschaften (a)—(d) von Folie 33 gibt,
(ii) bzw. O, falls es by, b1, bo € N mit den Eigenschaften (a)—(d) nicht
gibt.
Bemerkung:

» Die Wahl von 0 in Punkt (ii) ist dabei willkiirlich (jede andere Zahl
wiirde auch gehen).

» Ebenso ist die Wahl des Minimums fiir a in Punkt (i) willkurlich.
Wichtig ist nur, dass eine eindeutige Zahl a mit den Eigenschaften

(a)—(d) gewahlt wird (man hatte z.B. auch das Maximum nehmen
konnen).
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik

Behauptung 2: Fiir jede Folge (ao,...,a,) iber N gibt es t,p € N, so
dass B(t,p,i) = a; fir alle 0 < i < r gilt.

Sei (ap, . ..,ar) eine Folge iiber N.
Definiere p und t wie auf Folie 32.
Sei nun 0 < i < r beliebig.

Wegen Behauptung 1 (Richtung =) gibt es a, by, b1, b € N, so dass
(a)—(d) gelten (nimm hierzu a = a;).

Nach Definition der Funktion £ gibt es dann bg, by, bo € N, so dass
(a)—(d) auch mit a = 3(t, p, i) gelten.

Wegen Behauptung 1 (Richtung <) muss 5(t, p, i) = a; gelten.
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik

Behauptung 3: 3 ist arithmetisch definierbar.

Alle vier Eigenschaften (a)—(d) von Folie 33 lassen sich arithmetisch
definieren.

Eigenschaft (d) wird z.B. durch folgende Formel definiert:
Ix by = x> AVx: ((By :s(s(x)) -y = b1) = 3z: (p-z = s(s(x))).

Hierbei steht s(s(x)) fiir die Zahl d in Eigenschaft (d) (die zweimalige
Anwendung der Nachfolgerfunktion s stellt sicher, dass s(s(x)) > 2 gilt).

Mit den Behauptungen 2 und 3 ist das Lemma nun bewiesen. U
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik
Wir konnen nun den Beweis fiir die Unentscheidbarkeit der Arithmetik
beenden.

Wir miissen folgende Aussage durch eine arithmetische Formel (mit freien
Variablen x, x1, ..., x) ausdriicken:

Es gibt ein s und ein Tupel
(Y05 Y15+ s Yk—1s Yo Ykals-- s Y2koLy- -+ Ysks Yskt1s- -5 Y(s+1)k—1) Mit:

»yvo=1y1=0,...,y4-1=0
> Ysk = Xi Ysk+1 = X155 Y(s+1)k—=1 = X|
> Viks s Y(it1)k—1) =P V(it1)kr - - Y(it2)k—1) fiiralle 0 <7 <s — 1

Beachte: kK = [ 4+ 1 ist hierbei eine Konstante, die durch das RMP P
festgelegt ist.
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Unentscheidbarkeit der Arithmetik

Dies ist dquivalent zu: Es gibt s, t, p mit:

» 5(t,p,0) =1, B(t,p,1) =0, ..., B(t,p,k—1)=0
» B(t,p,sk) =x, B(t,p,sk+1)=x1,...,0(t,p, (s + 1)k — 1) = x
» Firalle0 </ <s—1gilt:

<ﬁ(f,P7 ik),...,B(t,p, (i +1)k — 1)> p
<5(t7pa (i +1)k), ..., 08(t,p, (i +2)k — 1))

Eine arithmetische Formel fiir (y,yi1,...,y1) —=p (x,x1,...,X) ist einfach
als Disjunktion iiber alle Anweisungen A; des RMPs P anzugeben
(Ubung). O
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Automatische Strukturen

Wir werden im folgenden automatische Strukturen einfiihren.
Die Hauptresultate zu automatische Strukturen, die wir beweisen, sind:

» Jede automatische Struktur hat eine entscheidbare Theorie.
» (N, +) ist automatisch.
» (Q, <) ist automatisch.
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Konvolution von Wortern
Sei n > 1. Sei T ein endliches Alphabet und sei # ¢ ¥ ein Fiillsymbol.
Sei Yy =X U {#} im Weiteren.

Fiir ein n > 1 betrachten wir das Alphabet Z% bestehend aus allen
n-Tupeln iiber ¥ 4.

Fiir Worter wy, wy ..., w, € £* definieren wir die Konvolution

*

WMOW R ®w, € ()

wie folgt:

» Sei Wi = aji1di2---ajyu;, d.h. f,‘ = |W,".

> Sei ¢ = max{l1,...,0n}

» Firalle1 <i<nund?{; <j</{seiaj=%#

> W QWX QW = (31,1, ey a,,,l)(am, c. ,a,,72) s (a]_’g, ey amg).
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Konvolution von Wortern

Mittels der Konvolution wird ein n-Tupel (wy, ws ..., w,) von Wortern
durch das Wort w3 ® wo ® - - - ® w, kodiert.

Beispiele:

abba ® babaaa = (a,b)(b,a)(b,b)(a,a)(#,a)(#,a)
abcd @ bcdab® a = (a, b, a)(b,c,#)(c,d, #)(d, a,#)(#, b, #)

Beachte: Das Tupel (#,#,...,#) kommt in einer Konvolution nicht vor.

Insbesondere: e ® e ® - - - ® ¢ = ¢ (mehrfache Konvolution des leeren Worts
ergibt wieder das leere Wort)
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Synchrone Mehrbandautomaten

Ein synchroner n-Bandautomat A iiber dem Alphabet ¥ ist ein
gewohnlicher endlicher Automat iiber dem Alphabet Z;E.

*

Fiir die akzeptierte Sprache von A gilt also L(A) C (Z%ﬁ)

Beachte: Wir bezeichnen die von einem Automaten A akzeptierte Sprache
mit L(A) wahrend in der GTI-Vorlesung die Bezeichnung T(A) verwendet
wurde.

Die von dem synchronen n-Bandautomaten akzeptierte n-stellige Relation
ist

K(A) ={(wa,...,wn) | wi,...,wp €EX" M ® - @w, € L(A)}.

Eine n-stellige Relation R iiber * ist synchron-rational, falls ein
synchroner n-Bandautomat A mit K(A) = R existiert.
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Synchrone Mehrbandautomaten

Worter in L(A) die nicht zur Sprache {wy ® -+~ @ wy, | wy,...,w, € X*}
gehoren, haben keinen Einfluss auf die Relation K(A) (es handelt sich
sozusagen um Miill).

Man kann aus A jedoch leicht einen synchronen n-Bandautomaten B mit
LB)=LAN{m Q@ - @w, | wy,...,w, € L*} konstruieren.

Beachte: {w; ®--- @ w, | wy,...,w, € ¥} C (X4,)" ist regular.

Veranschaulichung der Arbeitsweise eines synchronen

Mehrbandautomaten:
v bo b1 b2 ce bm—l bm # U #
u a0 ai an cee Am-1| am [a9m+1 ce an
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Synchrone Mehrbandautomaten

Worter in L(A) die nicht zur Sprache {wy ® -+~ @ wy, | wy,...,w, € X*}
gehoren, haben keinen Einfluss auf die Relation K(A) (es handelt sich
sozusagen um Miill).

Man kann aus A jedoch leicht einen synchronen n-Bandautomaten B mit
LB)=LAN{m Q@ - @w, | wy,...,w, € L*} konstruieren.

Beachte: {w; ® - @ w, | wy,...,w, € T*} C (Z;’#)* ist regulr.

Veranschaulichung der Arbeitsweise eines synchronen

Mehrbandautomaten:
q0
% bg b1 by T bm-1| bm = U #
u dao ai a» s dm—1| am |9m+1 v dn
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Synchrone Mehrbandautomaten

Worter in L(A) die nicht zur Sprache {wy ® -+~ @ wy, | wy,...,w, € X*}
gehoren, haben keinen Einfluss auf die Relation K(A) (es handelt sich
sozusagen um Miill).

Man kann aus A jedoch leicht einen synchronen n-Bandautomaten B mit
LB)=LAN{m Q@ - @w, | wy,...,w, € L*} konstruieren.

Beachte: {w; ® - @ w, | wy,...,w, € T*} C (Z;’#)* ist regulr.

Veranschaulichung der Arbeitsweise eines synchronen

Mehrbandautomaten:
q1
v bo b1 b2 T bm—l bm # U #
u D) ai a» s dm—1| am |9m+1 v dn

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Logik 11 Sommersem. 2020 44 / 150



Synchrone Mehrbandautomaten

Worter in L(A) die nicht zur Sprache {wy ® -+~ @ wy, | wy,...,w, € X*}
gehoren, haben keinen Einfluss auf die Relation K(A) (es handelt sich
sozusagen um Miill).

Man kann aus A jedoch leicht einen synchronen n-Bandautomaten B mit
LB)=LAN{m Q@ - @w, | wy,...,w, € L*} konstruieren.

Beachte: {w; ® - @ w, | wy,...,w, € T*} C (Z;’#)* ist regulr.

Veranschaulichung der Arbeitsweise eines synchronen

Mehrbandautomaten:
q2
v bo b1 b2 T bm—l bm # U #
u D) ai ar s dm—1| am |9m+1 v dn
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Synchrone Mehrbandautomaten

Worter in L(A) die nicht zur Sprache {wy ® -+~ @ wy, | wy,...,w, € X*}
gehoren, haben keinen Einfluss auf die Relation K(A) (es handelt sich
sozusagen um Miill).

Man kann aus A jedoch leicht einen synchronen n-Bandautomaten B mit
LB)=LAN{m Q@ - @w, | wy,...,w, € L*} konstruieren.

Beachte: {w; ® - @ w, | wy,...,w, € T*} C (Z;’#)* ist regulr.

Veranschaulichung der Arbeitsweise eines synchronen

Mehrbandautomaten:
dm
v bg b1 by T bm—1f bm = U #
u ao ai an e Am—-1 am |[9m+1 e dn
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Synchrone Mehrbandautomaten

Worter in L(A) die nicht zur Sprache {wy ® -+~ @ wy, | wy,...,w, € X*}
gehoren, haben keinen Einfluss auf die Relation K(A) (es handelt sich
sozusagen um Miill).

Man kann aus A jedoch leicht einen synchronen n-Bandautomaten B mit
LB)=LAN{m Q@ - @w, | wy,...,w, € L*} konstruieren.

Beachte: {w; ® - @ w, | wy,...,w, € T*} C (Z;’#)* ist regulr.

Veranschaulichung der Arbeitsweise eines synchronen

Mehrbandautomaten:
dm+1
v bo b1 b2 bm—l bm # #
u | a [ a1 | a am-1| am |@m+1| --- an
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Synchrone Mehrbandautomaten

Worter in L(A) die nicht zur Sprache {wy ® -+~ @ wy, | wy,...,w, € X*}
gehoren, haben keinen Einfluss auf die Relation K(A) (es handelt sich
sozusagen um Miill).

Man kann aus A jedoch leicht einen synchronen n-Bandautomaten B mit
LB)=LAN{m Q@ - @w, | wy,...,w, € L*} konstruieren.

Beachte: {w; ® - @ w, | wy,...,w, € T*} C (Z;’#)* ist regulr.

Veranschaulichung der Arbeitsweise eines synchronen

Mehrbandautomaten:
dn
v bo b1 b2 ce bm—l bm # U #
u D) ai a» s dm—1| am |9m+1 v dn
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Synchrone Mehrbandautomaten

Beispiel: Sei A der folgende synchrone 2-Bandautomat:

(a,a), (b, b) (#:, a), (#, b)

‘ (#, a), (#, b) ‘

Es gilt K(A) = {(u,v) | u,v € {a, b}*, u ist Prifix von v}.

Fiir die Suffixrelation {(u, v) | 3w € {a, b}*v = wu} ist hingegen nicht
synchron rational.
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Automatische Strukturen

Definition

Eine relationale Struktur A = (A, Ry,..., Rm) (wobei R; eine nj-stellige
Relation ist) ist automatisch, falls ein endliches Alphabet ¥, ein endlicher
Automat B iiber dem Alphabet ¥ und synchrone n;-Bandautomaten B;
iber dem Alphabet ¥ (1 </ < m) existieren mit:

» L(B)=A
> K(B,-):R,-fijrlgigm

Definition
Eine Struktur A ist automatisch prasentierbar, falls A isomorph zu einer
automatischen Struktur ist.
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Automatische Strukturen

Einschub: isomorphe Strukturen

Seien A = (A,R1,...,Ryn) und B= (B, Py,...,Py,) relationale
Strukturen, wobei R; und P; jeweils n;-stellig sind.

Dann sind A und B isomorph, falls es eine bijektive Abbildung h: A — B
gibt, so dass fiir alle 1 </ < m und alle Tupel (a1, ...,an) € A" gilt:

(31,. . .,a,,,.) € R — (h(al),. R h(a,,,.)) e P;.

Intuitiv: B kann aus A durch Umbenennung der Elemente gebildet werden.

Offensichtlich gilt: Wenn A und B isomorph sind, dann ist Th(.A)
entscheidbar genau dann, wenn Th(B) entscheidbar ist.
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(N, +) ist automatisch

Satz
(N, +) mit += {(a, b,c) | a+ b = c} ist automatisch prasentierbar.

Beweis: Sei A ein endlicher Automat mit L(A) = {0} U {0,1}*1.
Dann ist die folgende Abbildung h: L(A) — N eine Bijektion:

h(w) = die durch w reprasentierte Binarzahl, riickwirts gelesen

Sei By der synchrone 3-Bandautomat auf der nichsten Folie.

B, erkennt “fast” die Relation {(u,v,w) € L(A)3 | h(u) + h(v) = h(w)},
es gilt z. B. (00,0000,0000) € K(B.).

Sei A, ein synchroner 3-Bandautomat mit
LA =LB)Nn{ueveaw|uv,we L(A)}.

Dann gilt K(Ay) = {(u,v,w) € L(A)? | h(u) + h(v) = h(w)}. O
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(N, +) ist automatisch
(#’0:0)’(#7171) (#7170)

(1,0,0)
(0,1,0)
(1,1,1)

- (#,#,1)

(0,#,0), (1, #,1) (1,4,0)
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(N, +) ist automatisch

Intuition: Der Automat auf der vorherigen Folie iiberpriift mittels des
“Schulverfahrens” zur Addition, ob die Zahl auf dem 3. Band die Summe
der Zahlen auf den Bandern 1 und 2 ist.

Hierfiir merkt sich der Automat den aktuellen Ubertrag im Zustand.
Die linken Zustande korrespondieren zum Ubertrag 0 wahrend die rechten
Zustande zum Ubertrag 1 korrespondieren.

Weitere Zustiande sind notwendig, da die beiden zu addierenden Zahlen
nicht die gleiche Bitlange haben miissen.

Mit den oberen beiden Zustinden wird z.B. der Fall, dass die Zahl auf
Band 1 kiirzer als die Zahl auf Band 2 ist, abgefangen.

Man kann den Satz von Folie 48 noch erweitern: Sei p > 1 und (N, +, [,),
wobei x |, y genau dann, wenn In, k e N: x =p", y = k- x, ist

automatisch prasentierbar.
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Lineare Ordnungen

Unser zweites Beispiel fiir eine automatische Struktur ist eine lineare
Ordnung.

Erinnerung (siehe Vorlesung DMI): Eine lineare Ordnung ist eine Struktur
(A, R), wobei R eine 2-stellig Relation mit folgende Eigenschaften ist:

» YVae A:(a,a) € R (R ist reflexiv)

» Va,be A:(a,b) € RA(b,a) € R— a= b (R ist anti-symmetrisch)
» Va,b,c e A:(a,b) € RA(b,c) € R—(a,c) € R (R ist transitiv)
» Va,be A:(a,b) € RV (b,a) € R (R ist linear)

Anstatt R bezeichnen wir die 2-stellige Relation einer linearen Ordnung
immer mit < (evtl. mit einem Index versehen).

Ein Element a € A ist ein kleinstes Element (bzw. groBtes Element) der
linearen Ordnung (A, <) falls gilt: Vb€ A:a < b (bzw. Ybe A: b < a).
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Lineare Ordnungen

Satz

Die lineare Ordnung (Q, <) (wobei < die Standardordnung auf Q ist) ist
automatisch prasentierbar.

Fir den Beweis benutzen wir einen beriihmten Satz von Cantor.

Dieser verwendet eine weitere Eigenschaft (wir schreiben x < y fiir
x <y Ax#y): Eine lineare Ordnung (A, <) ist dicht falls gilt:

VxVy(x <y — Jz(x < z < y)).

Intuitiv: Zwischen zwei verschiedenen Elementen aus A findet man ein
drittes Element.

Satz von Cantor

Seien (A, <a) und (B, <pg) zwei abzihlbare dichte lineare Ordnungen ohne
kleinstes Element und ohne groBtes Element. Dann sind (A, <) und

(B, <g) isomorph.
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Satz von Cantor
Beweis des Satzes von Cantor:

Wir konstruieren Auflistungen

dy,d2,ds3, a4, ... und bl, bz, b3, b4, RN

mit folgenden Eigenschaften:
> a; # aj und b; # bj fiir i #
» A={a;|i>1}und B={b; | i > 1}
» a; < a; genau dann wenn b; < b; fiir alle 7, .

Dannist f : A— B mit f(a;) = bj ein Isomorphismus.

Da A und B abzahlbar unendlich sind, konnen wir beide Mengen auflisten:

A= {X17X27X37 .. } und B = {}’17}’27}’37 .. }
Der folgende “Algorithmus” konstruiert die obigen Auflistungen:
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Satz von Cantor
La:=[x1,%2,x3,...]; L :=[y1,¥2,¥3,- -]
for all i > 1 do (a1,...ai—1, bi1,...bj_1 sind bereits definiert)
if / ist ungerade then
sei x das erste Element aus L4
entferne x aus der Liste Ly
sei y ein Element aus Lg mit folgender Eigenschaft:
Vi<j<i—-l:aj<x<+—b<y (1)
entferne y aus der Liste Lg
aj=x; bj=y
else
sei y das erste Element aus Lg
entferne y aus der Liste Lg
sei x ein Element aus L4 mit folgender Eigenschaft:
Vi<j<i—l:aj<x<—b<y (1)
entferne x aus der Liste L4
aj=x; by =y

endfor
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Satz von Cantor

Bemerkungen:

» Das Element y mit der Eigenschaft (}) existiert, da (B, <g) dicht ist,
sowie kein kleinstes und kein groBtes Element hat.

Dies stellt sicher, dass man zu x ein “passendes” Element y findet.
Aus dem gleichen Grund existiert x mit der Eigenschaft ().

» Da die Zuordnung a; — b; bijektiv sein soll, miissen wir jedes Element
aus der Liste Ly mit genau einem Element aus der Liste Lg paaren,
dabei aber auch sicherstellen, dass jedes Element aus Lg gepaart wird.

Dies wird durch die Fallunterscheidung hinsichtlich i gerade/ungerade
erreicht. O
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(Q, <) ist automatisch
Beweis, dass (Q, <) automatisch ist:

Auf Grund des Satzes von Cantor geniigt es, eine abzdhlbare dichte
automatische lineare Ordnung ohne kleinstes und groBtes Element
anzugeben.

Sei hierzu L = {0,1}*1.

Sei < die lexikographische Ordnung auf L, d.h. fiir x,y € L gilt x <y
genau dann, wenn einer der folgenden Fille gilt:

» Es gibt ein u € {0,1}* mit y = xu (x ist Anfangsstiick von y)

» Es gibt z,u,v € {0,1}* mit x = z0u und y = z1v.
Offensichtlich ist (L, <) eine lineare Ordnung.

» (L, <) hat kein groBtes Element:

Sei x € L beliebig. Dann gilt x < x1 € L
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(Q, <) ist automatisch

» (L, <) hat kein kleinstes Element:

Sei x = ul € L beliebig. Dann gilt u01 < ul = x
» (L, <) ist dicht:

Seien x,y € L mit x < y beliebig.

1. Fall: x=ul, y = ulvl:

Dann gilt: x = vl < v10VH11 < wlvi=y

2. Fall: x = w0Ovl, y = ulw:

Dann gilt: x = uOvl < w01VH2 < ylw =y

» (L, <) ist automatisch: Ubung O
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Nicht automatisch prasentierbare Strukturen

Von den folgenden Strukturen kann man zeigen, dass sie nicht
automatisch sind:

» (R,+) (denn jede automatische Struktur ist abzihlbar)

> jede Struktur mit einer unentscheidbaren Theorie
(siehe nachste Folie).

Beispiele hierfiir:

» (N, +,) (Satz von Gédel)
» (X*,0) (das freie Monoid iiber ¥) falls [X| > 1 (Quine 1946)

> (Nv ) und (N7|)
» (Q,+) (Tsankov 2009)
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Theorie einer automatischen Struktur

Unser Hauptresultat {iber automatische Strukturen lautet:

Satz (Khoussainov, Nerode 1994)
Fiir jede automatisch prasentierbare Struktur A ist Th(.A) entscheidbar.

Korollar (Presburger 1929)
Th(N, +) ist entscheidbar.

Korollar
Th(Q, <) ist entscheidbar.
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Theorie einer automatischen Struktur

Fiir den Beweis des Satzes von Khoussainov und Nerode brauchen wir
einige Fakten zu reguldren Sprachen.

Aus der GTI wissen wir, dass die reguldren Sprachen unter allen
Booleschen Operationen (Komplement, Schnitt, und Vereinigung)
abgeschlossen sind.

Ausserdem: Aus endlichen Automaten A und B iiber einem
Terminalalphabet I kann man endliche Automaten fiir die Sprachen
™\ L(A), L(A)N L(B) und L(A) U L(B) konstruieren.

Wir bendtigen zwei weitere Abschlusseigenschaften der regularen Sprachen.
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Theorie einer automatischen Struktur

Ein Homomorphismus ist eine Funktion h: ™ — ¥* wobei folgende gilt:
» [ und X sind endliche Alphabete.
» h(e) = ¢ (das leere Wort wird auf das leere Wort abgebildet)
» Fiir alle Worter u,v € T'* gilt h(uv) = h(u)h(v).

Insbesondere gilt fiir jedes Wort u = ajax---a, (a1,...,a, € I):
h(aiaz---ap) = h(a1)h(az) - - - h(an).

Um einen Homomorphismus h: [* — ¥* zu spezifizieren, geniigt es daher,
alle Bilder h(a) fiir a € I' zu spezifizieren.

Beispiel: Sei h: {a, b}* — {b, c}* der Homomorphismus mit h(a) = bcc
und h(b) = cbc.

Dann gilt h(abba) = bcc cbe chbe bec.
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Theorie einer automatischen Struktur

Lemma (Abschluss der reguldren Sprachen unter Homomorphismen)

Aus einem endlichen Automaten A iiber dem Terminalalphabet I und
einem Homomorphismus h: [* — ¥* kann man einen endlichen
Automaten B mit

L(B) = h(L(A)) = {h(w) [ w € L(A)}
konstruieren.

Beweis: Jeden Ubergang p - g im Automaten A mit a € [ und

h(a) = biby - - b, (b1,..., b, € X) ersetzen wir durch eine Folge von
Ubergingen
b1 b2 bnfl bn
p—n—rnrn--- r—1 q.
Hierbei sind ry, ..., r,_1 neue Zustiande, die sonst nicht an anderer Stelle

in dem zu konstruierenden Automaten verwendet werden.
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Theorie einer automatischen Struktur

Aber: Was passiert, wenn n =0, d.h. wenn h(a) = ¢ gilt?
Dann ersetzen wir den Ubergang p - g durch den e-Ubergang p — q.

e-Uberginge dndern aber nichts an der Ausdruckskraft von endlichen
Automaten: Aus einem endlichen Automaten mit s—Ubergangen kann man
einen iquivalenten endlichen Automaten ohne e-Uberginge konstruieren,
siehe z.B. Folien 72 und 73 zur GTI-Vorlesung im SS 2020 oder Folien 31
und 32 zur Compilerbau-Vorlesung im SS 2020. O
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Theorie einer automatischen Struktur

Lemma (Abschluss der reguldren Sprachen unter inversen
Homomorphismen)

Aus einem endlichen Automaten B liber dem Terminalalphabet > und
einem Homomorphismus h: [* — ¥* kann man einen endlichen
Automaten A mit

L(A) = h"1(L(B)) = {w € T* | h(w) € L(B)}
konstruieren.

Beweis: Der zu konstruierende Automat A hat die gleiche Zustandsmenge
sowie die gleichen Anfangszustdnde/Endzustande wie B.
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Theorie einer automatischen Struktur

Im Automaten A gibt es einen Ubergang p = g genau dann wenn man
im Automaten B mittels des Wortes h(a) € ¥* vom Zustand p zum
Zustand g gelangen kann.

Die Korrektheit dieser Konstruktion ist dann recht einfach zu
beweisen. O
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Theorie einer automatischen Struktur

Wir kommen nun zum

Beweis des Satzes von Khoussainov und Nerode:
Sei A= (L,Ry,...,Rny) eine automatische Struktur mit L C ¥*.

Fiir jede Formel F, in der nur freie Variablen aus der Menge {xi,...,x,}
vorkommen (die Variablen xi, ..., x, missen nicht alle frei in F
vorkommen) werden wir durch Induktion einen synchronen
n-Bandautomaten Bfg konstruieren, so dass gilt:

K(BF) = {(W17 IR W,,) el” | A[Xl/Wl]"'[Xn/Wn] ': F}
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Theorie einer automatischen Struktur

Fall 1: F = Ri(xi,,...,X; ), wobei 1 <iy,... ik < n:

Definiere den Homomorphismus f : (Z’#)* — (Z;ﬁ)* wie folgt, wobei
at,...,an € Ly:

€ fallsa; =---=a; =
f(ai,...,an) = " i =#
(ai,-..,aj,) sonst
Beachte: f(w1 ® -+ @ wp) = wj; @ -+ @ w;, fiir alle wy, ..., w, € £*.

Sei B; der synchrone k-Bandautomat fiir R;. Aus B; konstruieren wir nun
mittels des Lemmas von Folie 64 einen n-Bandautomaten Br mit

LBF) = f*LBN)N{m @ @w, | wy,...,w, € L}.
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Theorie einer automatischen Struktur
Fall 2: F = (x; = xj), wobei 1 </,j < n:

Analog zu Fall 1, da {(v,v) | v € L} synchron rational ist.
Fall 3: F = =G:
Nach Induktionshypothese existiert ein n-Bandautomat B¢ fiir G.
Wir wahlen dann Bf so, dass gilt:
L(BF):{W1®~~~®W,, | Wi,...,Wp € L}\L(BG)

Fall 4: F = G V H, wobei F héchstens freie Variablen xi, ..., x, enthalt:

Nach Induktionshypothese existieren n-Bandautomaten B¢ und By fir G
bzw. H.

Wir wahlen dann Br so, dass gilt:
L(BF) = L(Bg) U L(BH)
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Theorie einer automatischen Struktur

Fall 5: F = 3xp+1: G(x1, ..., Xn, Xnt1):

Nach Induktionshypothese existiert ein (n + 1)-Bandautomat Bg fiir G.
Definiere den Homomorphismus f : (Z;jl)* — (Z;ﬁ)* wie folgt, wobei

al,...,dp,dnt+1 € Z#:

€ fallsay =---=a, =#

(a1,...,a,) sonst

f(a1,...,an, ant1) = {

Beachte: f(w1 ® -+ @ Wp @ Wpt1) = wi ® -+ - ® w, fiir alle
Wi, ..oy Wntt € X*,

Dann wahlen wir fiir Br einen n-Bandautomaten mit L(Br) = f(L(Bg))

Nach dem Lemma von Folie 62 kann solch ein Automat Bg konstruiert
werden.

Dies beendet die Konstruktion von Bg.
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Theorie einer automatischen Struktur

Sei nun F eine Aussage (keine freien Variablen).

0.B.d.A. kénnen wir davon ausgehen, dass F von der Form F = 3x G(x)
ist (wir kénnen immer einen iberfliissigen 3-Quantor hinzufiigen).

Dann gilt: A= F < L(Bg) #0.

Letzteres ist entscheidbar, da Leerheit der von einem endlichen Automaten
akzeptierten Sprache entscheidbar ist. O
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Theorie einer automatischen Struktur
Bemerkungen zur Komplexitat:

Unser Algorithmus, der F € Th(.A) entscheidet, ist nicht sehr effzient.

Grund: Fiir jede Negation — in F miissen wir einen Automaten fiir das
Komplement konstruieren. Dies macht den Automaten exponentiell goBer
(Potenzmengenkonstruktion!)

Die Laufzeit unseres Algorithmus ist deshalb in etwa fir(O(1)), wobei
fo(n) = n und fi;1(n) = 2f(" fiir i > 0 und |F| = Lange der Formel F.

Dies ist jedoch auch nicht vermeidbar:
Sei To = ({0,1}*, So, S1, <) wobei:

» So={(w,w0) | we {0,1}*}

» S ={(w,wl) | we{0,1}*}

» <= {(w,wu) | w,ue{0,1}*}

Beachte: T ist eine automatische Struktur.
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Theorie einer automatischen Struktur

Meyer 1974

Es gibt kein i € N und keinen Algorithmus, der Th(T,) korrekt entscheidet
und dessen Laufzeit durch f;(n) (bei einer Eingabeformel der Lange n)
beschrankt ist.

Man sagt auch: Es existiert kein elementarer Algorithmus fiir Th(T2).

Es gibt jedoch viele Spezialfille von automatischen Strukturen, fiir die ein
elementarer Algorithmus zur Entscheidung der Theorie existiert. z.B.:

Oppen 1978
O(n)
Es existiert ein Algorithmus, der Th(N, +) in Zeit 22" entscheidet.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Wir wollen nun den folgenden beriihmten Satz von Alfred Tarski beweisen:

Satz (Tarski 1948)
Th(R, +, -) ist entscheidbar.

Beachte: (R, +,-) ist keine automatische Struktur, da R nicht abzahlbar
ist.

Der Beweis des Satzes von Tarski ist recht langwierig.
Zunichst betrachten wir anstatt (R, +, -) die Struktur (R, +,+,<,0,1, —1).

Beobachtung: Wenn Th(RR, +, -, <, 0,1, —1) entscheidbar ist, dann ist auch
Th(R, +, -) entscheidbar.

In der Tat gilt auch die Umkehrung, aber das ist nicht so wichtig.

Wir zeigen also, dass Th(R, +,-,<,0,1,—1) entscheidbar ist.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Wir schreiben im Folgenden R fiir (R, +,-,<,0,1, —1).

Fiir unseren Entscheidbarkeitsbeweis verwenden wir die sogenannte
Quantorenelimination:

Sei F eine pradikatenlogischen Formel mit den freien Variablen yy, ..., y,.
Wir konstruieren eine quantorenfreie Formel F’ (in F’ kommt also weder
3 noch V vor) mit den freien Variablen yy, ..., y,, so dass gilt:

Vag,...,an ER Ry /ay  vra) B F = Riy/ag..ynjan) E F’

Dies machen wir mittels Induktion tber den Formelaufbau von F.

Wegen VxG = —dx—G ist der einzige schwierige Fall der, wo F von der
Form F = 3x G ist.

Nach Induktionshypothese kdnnen wir annehmen, dass G bereits
quantorenfrei ist.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Beispiel: Sei F =dx:y =x - x.
Die Formel F driickt aus, dass y eine Quadratzahl ist.

Eine reelle Zahl ist genau dann eine Quadratzahl, wenn sie nicht negativ
ist.

Also gilt fiir alle reellen Zahlen a € R:
Ry aFIxiy=x-x < Ry F(y=0v0<y)

Also wére hier F/ = (y =0V 0 < y) die gesuchte Formel.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Nehmen wir fir den Moment an, dass wir unser Ziel der
Quantorenelimination bereits erreicht haben.

Sei nun F eine Aussage (Formel ohne freie Variablen).

Wir wollen entscheiden, ob R = F gilt.

Wir konstruieren nun aus F mittels Quantorenelimination eine Aussage F’
mit der Eigenschaft

REF < REF.
Da F’ aber quantorenfrei ist, kdnnen wir R = F’ leicht iiberpriifen:
» F’ ist eine Boolesche Kombination von Formeln a= b und a < b.

» Hierbei sind a und b Terme, die sich aus den Konstanten 0,1, —1
mittels der Operationen + und - aufbauen.

» Wir konnen also einfach die Terme a und b ausrechnen und a = b
bzw. a < b nachpriifen.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Zuriick zur Quantorenelimination fiir F = 3xG mit G quantorenfrei.

Die freien Variablen von G seien x, yp, ..., yn, die freien Variablen von F
sind dann yg, ..., Yn.

Fiir Variablen xi, ..., x, bezeichnet Z[xy, ..., x,] die Menge aller
Polynome in den Variablen xg, ..., x, mit Koeffizienten aus Z.

Beispiel: —3x{x3x3 + 7x1x$x8 — 8x3x3 + 12xq — 17

Atomare Teilformeln in G sind von der Form s = t und s < t, wobei s und
t und Terme sind, sich also mittels + und - aus Variablen (hier
X, Y0, ---,¥n) und den Konstanten —1,0,1 aufbauen.

Durch Ausmultiplizieren dieser Terme kénnen wir annehmen, dass
s, t € Z[x, yo,-- -, ¥n] gilt.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

SchlieBlich konnen wir G in folgende Form bringen:

G:s(x,yo,...,y,,):0/\/\t,-(x,y0,...,y,,)>0, (1)
i=1

wobei s, t1,...,tm € Z[X, Y0, -, Yn]-

Zunachst eliminieren wir Negationen in G mittels folgender Umformungen:
> 51=5 < s51—5=0
> 51<SH << s5—5>0
» 2(s=0) <= (s>0V—-s>0)
» 7(s>0) < (s=0V-s5>0)

Danach bringen wir G in disjunktive Normalform, wobei danach in G
weiterhin keine Negationen vorkommen.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Konjunktionen der Form /\f-;l s;i = 0 konnen mittels folgender Umformung
eliminiert werden:

k
Nsi=0 = (D s)=0
i=1 i=1

Danach bringen wir Disjunktionen mittels folgender Umformung nach

auBen:
k

k

Elx( \/ G,-) = dxG;
i=1 i=1

Jedes Formel 3xG; hat dann die gewiinschte Form (1), und es geniigt die

Quantorenelimination auf alle Formeln 3xG; anzuwenden.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Wir machen nun noch eine einfache syntaktische Vereinfachung.

Jedes der Polynome s, t1,...,tm € Z[x, y0,- .., yn] in (1) kdnnen wir
eindeutig schreiben als Summe

d

i=0

mit ag < a; < --- < ag und po,...,pqd € Zyo,- -, Yn]-

Beispiel:

7 — 4yoyiys + X2 + yyax + 6yoyiys — 28 viyax + 17ygx?
= (7 — dyoy2ys + 6yoy2ys) + (¥Pys — 208y1y3) - x + (17yg + 1) - X2
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Wir kénnen nun jedes Koeffizientenpolynom p; durch eine neue

Koeffizientenvariable z; ersetzen, die in der Formel genau nur einmal
verwendet wird.

Ist fiir die resultierende Formel eine quantorenfreie Formel konstruiert, so

kann in dieser jede Variable z; wieder durch das urspriingliche Polynom p;
ersetzt werden.

Beispiel: Eine mogliche Formel F = 4G, die wir so erhalten kénnten, wire

Ix : 2o+ 21xX% + 22x3 = 0 A z3x + zax? > O A z5 + zx> > 0.

Seien im folgenden z, ..., z, alle Koeffizientenvariablen in der Formel G.
Zur Erinnerung: Wir wollen eine quantorenfreie Formel F’ konstruieren mit:
Vao, .- an € R Ry a,.zojan] FF = Rizjag,..zofan) F F'
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Wir zeigen nun, dass F’ obige Aquivalenz nur fiir alle ag, ...,a, € R\ {0}
erfiillen muss.

Fiir eine Teilmenge | C {0,...,n} sei G; die Formel die aus G entsteht,

indem fiir alle i € I die Variable z; (und damit das Monom z;x?) durch die
Konstante 0 ersetzt wird.

Beispiel: Fiir unsere Formel

G:(zo+zlx2+22x3:0/\23x—|—24x2>0/\Z5—|—z6x3>0)

und | = {1,3,5} ware z.B.

G,:(zo—i—z2x3:0/\24x2 >0/\z6x3>0)
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Wir ersetzen nun die Formel 3x G durch die Formel
/\ </\Z,':0/\/\Z,'750—>E|XG/>
1c{o,....n} Niel igl
Hier lduft also die duBere Konjunktion iiber alle Teilmengen / C {0, ..., n}.

Angenommen, wir haben fiir jede Formel F; := Jx G, eine quantorenfreie
Formel F| konstruiert mit:

va07 <.+ dp € R \ {0} : IR[Z()/a(),...,zn/an] ): F/ — IR[ZO/5’07~~~,Zn/3n] ): FI/
Dann sind fiir alle ag, ..., a, € R folgende Aussagen dquivalent:
> Rizp/ao,...znfan] F X G

> Rize/a0,..20/20] F /\ (/\Z; =0A /\z,- #0 — 3IxG))

1C{0,...,n} i€l igl
!
> Rizpjaozfan N\ (N\Z=0AN\z#0 — F))
1C{0,...,n} i€l igl
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Zwischenstand: Fiir ein Formel F =3x:s=0A A", t; > 0 miissen wir
eine quantorenfreie Formel F’ konstruieren mit:

Vag,...,an €R \ {0} : R[zo/ao,...,zn/an] ): F — R[zo/ao,...,zn/an] ): F'

Dabei sind s, t1, ..., t,, Polynome in der Variablen x, und die Koeffizienten
sind Parameter z, ..., z;, die nur mit Werten # 0 belegt werden. Jeder
Parameter z; kommt in F nur einmal vor.

Ausserdem konnen wir voraussetzen:
> t; #0 firallel <i<mund
» s =0 oder x kommt in s vor.

Beachte hierzu:

» Ist etwa t; = 0 (das Nullpolynom), so ist F immer falsch (wir kénnen
dann die quantorenfreie Formel 0 = 1 zuriick geben)

» Wenn s # 0 und x in s nicht vorkommt, ist F ebenfalls immer falsch.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Logik 11 Sommersem. 2020 84 / 150



Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Wir unterscheiden nun 3 Falle:

» Fall 1: x kommt in s vor und m=1
» Fall 2: x kommt in s vor und m > 1

» Fall 3: s =0.
Fall 1: G = (s =0At > 0), wobei x im Polynom s vorkommt.

Notation: Fiir k > 0 sei (#x : G) = k eine neue Formel mit:
Fiir alle ag,...,a, € R\ {0} gilt Ry /a....2, /a0 F (#x: G) = k g.d.w.

Ha €eR | R[X/a,zo/ao,...,z,,/an] ’: G}| = k.

Genau genommen erweitern wir hier die Pradikatenlogik um ein neues
Konstrukt (einen sogenannten Zahlquantor #).
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Intuition: (#x : G) = k driickt aus, dass es genau k viele verschiedene x
mit der Eigenschaft G (d.h. s =0A t > 0) gibt.

Beachte: Ist d > 1 der x-Grad von s (die groBte Zahl a, so dass x? in s
vorkommt), so ist 3x G in R dquivalent zu

(#x:G) =1V (#x:G)=2V---V(#x:G)=d.

Dies gilt, da ein Polynom p(x) vom Grad k nur hdchstens k viele
Nullstellen hat.

Neues Ziel: Finde eine quantorenfreie Formel, welche in R dquivalent ist

zu (#x: G) = k.

Hierfiir bendtigen wir eine Reihe von Werkzeugen: Polynomdivision,
Euklidischer Algorithmus fiir Polynome, Sturmfolgen, formale Ableitungen.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Fira= (a1,...,an) € (R\ {0})" sei Var(a) = |{i < n| ajai+1 < 0}
(Anzahl der Vorzeichenwechsel).

Fiir 3 € R" sei Var(a) = Var(b), wobei b aus @ durch Léschen aller Nullen
entsteht.

Beispiel: Var(0,2,4,0,-3,0,0,2,5) = Var(2,4,—3,2,5) = 2.
(die roten Kommas markieren die Vorzeichenwechsel)

Fiir f = (f1,...,fa) € (R[x])" (ein n-Tupel von Polynomen in der
Variablen x) und a € R sei

Var,(f) = Var(1(a), ..., f2(a)).
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Erinnerung aus DMI: Polynomdivision mit Rest

Fiir Polynome f, g € R[x] mit g # 0 existieren eindeutig bestimmte
Polynome g, r € R[x] mit

» deg(r) < deg(g) oder r =0 und
» f=q-g+r.

Indem wir das Restpolynom r durch —r ersetzen, erhalten wir f = q-g —r.

Beachte: Wenn deg(g) =0, d.h. g € R\ {0}, dann muss r = 0 gelten.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Beispiel: Wir dividieren (x5 + x) durch (2x? + 1)
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Beispiel: Wir dividieren (x5 + x) durch (2x? + 1)
(x°+x):(2x>+1) = %X?’

1
—(X5 + §X3)
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Beispiel: Wir dividieren (x5 + x) durch (2x? + 1)

(x> +x): (2x* +1) = %X?’

1
—(X5 + §X3)

1
(_§X3 + x)

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Logik 11 Sommersem. 2020

89 / 150



Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Beispiel: Wir dividieren (x5 + x) durch (2x? + 1)

1 1

(x> +x): (2x* +1) = §X3 - 7X

1
—(X5 + §X3)
1
(_§X3 + x)

1 1

- (—§X3 - ZX)
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Beispiel: Wir dividieren (x5 + x) durch (2x? + 1)
1, 1

(x5+x):(2x2+1):§>< - 7X

1
—(X5 + §X3)

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Logik 11 Sommersem. 2020

89 / 150



Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Beispiel: Wir dividieren (x5 + x) durch (2x? + 1)

1 1
(x> +x): (2x* +1) = §x3 - 7X
1
—(X5 + §X3)
1
(_§X3 + x)
1 1
- (—§X3 - ZX)
5

Also gilt:

(5 +x) = (22 +1)- ( x ——x)—|—5x—(2x +1)- (;
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Euklidischer Algorithmus fiir Polynome:

Seien f,g € R[x] \ {0} Polynome ungleich dem Nullpolynom.

Definiere die Polynome hg(x), ..., hs(x) € R[x] \ {0} eindeutig wie folgt:

ho(x) = f(x)
h(x) = g(x)
ho(x) = qu(x)h1(x) — h2(x) deg(h2) < deg(h1)
h(x) = qa(x) h2(x) — h3(x) deg(hs) < deg(h2)

hn_2(X) = qn—l(X)hn—l(X) — hn(X) deg(h,,) < deg(h,,_l)
hn—1(x) = qn(x)hn(x)
hi+2 = Divisionsrest der bei der Division von h; durch h; ;1 entsteht.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Bemerkungen:

» Da deg(hit1) < deg(h;) fiir alle 1 < i < n gilt, muss der Divisionsrest
irgendwann 0 sein.

> hp(x) = ggT(f, g) (groBte gemeinsame Teiler von f und g)
» Fiir alle 0 </ < n ist das Polynom hp(x) ein Teiler von h;(x).

Wir definieren [f, g] = (ho(x), h1(x), ..., ha(x)) als die Sturmfolge von f
und g.

Die gekiirzte Sturmfolge von f und g ist

(ho(x) h1(x) hn—1(x) h,,(x)) _ (ho(x) h1(x) hn—1(x) 1)
ha(x)" ha(x)"" " ha(x) 7 hn(x) )
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Beispiel: Wir berechnen die Sturmfolge [x5 + x, x? + 2].

Sukzessive Polynomdivision ergibt:
X +x = (x*+2)- (x> —2x) +5x = (x> +2) - (x> — 2x) — (—5x)
1 1
42 = (5x) (—5x) +2=(-5%)  (-5%) — (-2)
—5x = (-2)- gx
Somit ergibt sich

[X° + x,x* +2] = (x® + x,x* + 2, —5x, —2).
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Fiir ein Polynom f(x) € R[x] bezeichnen wir mit f’ die formale Ableitung
des Polynoms f.

Diese wird nach den Ableitungsregeln, die man aus der Schule kennt,
gebildet (f,g € R[x], a € R):

» a =0

» (a-f) =a-f

» (f+g)=f+g

» (x") =n-x""!firn>1

Ausserdem gilt die Produktregel: (fg) =f'g+fg'.

Beispiel: Fiir f(x) = 4x® — 2x2 + 5x — 3 gilt f' = 12x? — 4x + 5.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Sei f € R[x] wieder ein Polynom mit f # 0.

Eine Zahl a € R ist genau dann eine Nullstelle von f (d.h. f(a) = 0) falls
(x — a) ein Teiler von f ist (d.h. f = (x — a) - g fiir ein Polynom g).

Beweis: Wenn f = (x — a) - g, dann gilt f(a) = 0.
Umgekehrt: Sei f(a) = 0.

Polynomdivision von f durch x — a: f = (x — a) - g + r mit
deg(r) < deg(x —a) =1, d.h. r e R.

Wegen 0 = f(a) =(a—a)-q(a)+r=rfolgt f =(x—a)-q.
Es ergibt sich nun leicht:

Lemma
Seien f,g € R[x] \ {0}. Wenn ggT(f,g) = 1, dann haben f und g keine
gemeinsamen Nullstellen.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Eine Nullstelle a des Polynoms f ist eine mehrfache Nullstelle von f, falls
(x — a)? ein Teiler von f ist.

Damit gelten folgende Lemmata (Beweise als einfache Ubungen):

Lemma
Ein Nullstelle a von f ist eine mehrfache Nullstelle von f genau dann,
wenn f’(a) = 0 gilt.

Lemma
Wenn ggT(f, ') =1 gilt, dann hat das Polynom f keine mehrfachen
Nullstellen.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Fiir eine quantorenfreie Formel H mit der einzigen freien Variablen x und
a,b e R mit a< b sei

(#x : H)2 = [{c € (a,b) | Rpyyq = HY.

Hierbei ist (a,b) = {c € R | a < ¢ < b} das offene Intervall zwischen a
und b.

(#x : H)b ist also die Anzahl reellen Zahlen c € (a, b) fiir die H gilt.
Beispiel: (#x : x> —2 = 0)?, = 2, denn es gibt zwei reelle Nullstellen des
Polynoms x? — 2 (—+/2 und v/2) und beide liegen in (—2,2).

Weiterhin gilt (#x: x> —2=0Ax > 0)?, = 1.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Wir kommen nun zu dem fiir die weiteren Betrachtungen zentralen Satz:

Satz von Sturm und Tarski
Seien f,g € R[x] \ {0}, " #0, ggT(f,g) =geT(f,f')=1, a,b € R,
a < b, f(a) # 0 # f(b). Dann gilt folgende Gleichung:

(#x: F(x) =0 g(x) > 0)5 — (#x: f(x) =0 A g(x) <0)2 =
Var,([f, f'g]) — Vary([f, f'g]).

Fiir den Beweis des Satzes von Sturm und Tarski bendtigen wir zwei
Lemmata (Lemma A und Lemma B).
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Lemma A
Seien f,g € R[x] \ {0}, a,b € R, a < b, und Vc € [a, b] : f(c) # 0.
Dann gilt Var,([f, g]) = Varp([f, g])-

Beweis von Lemma A: Sei

[f,g]:S:(ho,hl,...,hs)

und sei

S=(ho,h,...,h)
die gekiirzte Sturmfolge, d.h. hs = 1 und h; = Z—;
Sei N={cc[ab]|30<i<s:hfc)=0}
Dann ist N endlich (ein Polynom # 0 hat nur endlich viele Nullstellen).
Sei [d', b'] C [a, b] ein Intervall mit [N N[, ]| < 1.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Es geniigt zu zeigen: Vary(S) = Vary (S).

Dann kdnnen wir namlich [a, b] als
[a, b] = [a0, a1] U [a1, a2] U [a2, a3] U - - - U [ak—1, ak]

zerlegen mit ag = a, ax = bund [N N[aj,a;41]| < 1firalle0</i< k—1.
Es gilt dann Var,,(S) = Var,,,,(S) fiir alle 0 < i < k — 1 und daher

Var,(S) = Var,,(S) = Var,, (S) = Varp(S).

Zeigen wir also Vary(S) = Vary (S) falls INN [d/, b]] < 1.

Da f(a') #0 # f(b') (wegen Vc € [a, b] : f(c) # 0) und hs = ggT(f, g)
ein Teiler von f ist, gilt hs(a’) # 0 # hs(b').

Dies impliziert Var,(S) = Var,(5) und Vary (5) = Vary(S).
Wir zeigen Var(S) = Vary (5).
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Fall 1: Kein h; hat eine Nullstelle in [, &].

Da jedes Polynom h; stetig ist und nach dem Zwischenwertsatz alle Werte
zwischen h;(a") und h;(b') auf dem Intervall [2, b'] annimmt, gilt

77;(3/) . i),'(bl) >0
fiir alle 0 < i < s (h; dndert das Vorzeichen nicht auf [/, b']).
Also gilt Var,(5) = Vary (5).

Fall 2: Mindestens ein h; hat eine Nullstelle ¢ € [a/, ¥/].

Nach Wahl von [, b'] gilt NN [2, '] = {c}.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Wegen hy = 1 und der Annahme, dass f = hg keine Nullstelle in [a, b] hat
(damit hat auch hg keine Nullstelle in [a, b]) gilt 1 </ <s—1.

Es gilt Fl,'_l(C) = q,-(c)%,-(c) — hi+1(C) = —77;+1(C).

Wiirde hit1(c) =0 = hi(c) gelten, so wérejvj(c) =0 fiir alle j > i (es gilt
ja hita(c) = gjr1(c)hjt1(c) — hj(c)), was hs = 1 widerspricht.

Also gilt h;11(c) # 0 und damit
hi—1(c)hita(c) = —(hia(c))* <0,
d.h. hi_1(c) und hj;1(c) haben verschiedene Vorzeichen.

Da h;_1 und hi;1 keine Nullstelle in [a’, b'] haben (c wire die einzige
Moglichkeit gewesen), folgt mit dem Zwischenwertsatz

/;,'_1(3/)77;4_1(3,) <0 und B;_l(b,)i);+1(bl) < 0.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Es folgt:

Vary(S) = Var(/~70(a ), - .,/~7,-_1(a’),/~7,-(a’),/N7,-+1(a/)
= Var(/Nwo(a/), ) Bi—l(a/)v Ei+1(a/)7

Varb/(g) = Var(/~70(b’), cay Fl,'_l(b/), B,(b,), f~7,'+1(b/),
= Var(/~70(b’), RN Fl,'_l(b/), F?,_H(b,), ..

Auf diese Weise konnen wir fiir alle j mit h;(c) = 0 die Eintrige h;(a’) und

h;(b') eliminieren.

Wir erhalten somit

Vary(5) = Var(g(d),...,g:(a))
)

Vary (5) = Var(go(b), ..., &:(b))
wobei die Polynome gy, ..., g+ keine Nullstelle in [4’, b'] haben.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Also haben g;j(a’) # 0 und g;(b’) # 0 das gleiche Vorzeichen fiir alle
0 <i < t, woraus

Vara/(g) = Var(go(d'),...,g:(a))
= Var(go(b'),...,g:(b))
= Vary(5).
folgt. =

Lemma B
Seien f,g € R[x] \ {0}, " #0, ggT(f,g) =ggT(f,f')=1, a,b,c € R,
a<c<b, f(c)=0,Vde[ab]\{c}:f(d)+#0. Dann gilt

1 falls g(c) > 0

Vara([f, f'g]) — Vary([f, f'g]) = {_1 falls g(c) <0
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Beweis von Lemma B:

Wegen ggT(f,g) = ggT(f,f’) =1 haben f und g keine gemeinsamen
Nullstellen, und f hat keine mehrfache Nullstelle (Folie 94 und 95).

Insbesondere gilt g(c) # 0 und es gibt ein Polynom h(x) mit
f(x) = (x —c) - h(x) und h(c) # 0.

Alsogilt ff'g=Ff-(h+(x—c)h)-g=(x—c)-(hPg+(x—c)hh g).
u(x)

Sei [f,f'g] = (f,f'g, ha,..., hs) mits> 1.
Gelte g(c) > 0 (der Fall g(c) < 0 kann analog analysiert werden).
Es gilt u(c) = (h(c))?g(c) > 0 und f'g(c) # 0.

Da u(x) stetig ist und a < ¢ < b gilt, gibt es a’ < b’ mit
a<d <c<b <bundVxeld,b]:u(x)>0und fg(x)+#0.

Wegen f f'g = (x — c) - u(x) folgt f(a') - f'g(a’) <0< f(b)- f'g(b).
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Wir erhalten damit im Fall s > 2 (wo h; existiert):

Lemma A
Var,([f,f'g]) = = Vary([f,f'g])
= 1+ Vary([f'g, h2])
Lemga A 1+ Varb/([f'g, h2])
= 1+ Vary ([f, f'g])

Lemma A

= 1+ Vary([f, f'g])

Im Fall s =1 (d.h. [f,f'g] = (f,f'g)) gilt
Varo([f, f'g]) ™" Var,([f, f'g])
= 1
= ]. +Varb/([f, f’g])
emma A1 4 Vary([f, fg])
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Beweis des Satzes von Tarski und Sturm:

Seien f,g € R[x] \ {0}, ' #0, ggT(f,g) = geT(f,f')=1, a,b € R,
a<b, f(a) #0# f(b).

Sei N ={c € (a,b) | f(c) =0} (endlich).
Falls N = () gilt wegen Lemma A:

(#x: f(x)=0Ag(x) >0 — (#x: f(x) =0Ag(x) <02 =0 =
Var,([f, f'g]) — Vary([f, f'g]).

Sei nun N = {c1,co,...,cp} mit n > 1.
Wahle Punkte a= g < g <ai<o<a<-:---<api1<c,<ap,=b
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Dann gilt wegen Lemma B fiiralle 1 </ < n:

1 falls g(¢;) >0
Var,,_.([f,f'g]) — Var,.([f,f'g]) =
s ([f, Fel) — Vara ([, Fel) {_1 falls g(c;) < 0

Aufsummieren ergibt

Var([f, f'g]) — Vary([f, f'g]) =
(#x: f(x) =0Ag(x) > O)g —(#x:f(x)=0Ang(x) < 0)5

Dies beendet den Beweis des Satzes von Tarski und Sturm.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Korollar aus dem Satz von Tarski und Sturm
Seien f,g € R[x] \ {0}, " #0, ggT(f,g) =geT(f,f')=1, a,b € R,
a< b, f(a) # 0 # f(b). Dann gilt

#x(f(x) =0 A g(x) > 0);

= %(Vara([f, f'g]) — Vary([f, f'g]) + Vara([f, f']) — Varp([f, f'])).

Beweis: Nach dem Satz von Tarski und Sturm gilt:

(- F(3) = 0 A g(x) > 0)2 — (#x - F(x) = 0 A g(x) < O):
= Var,([f, f'g]) — Vary([f, f'g]).
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

sowie (da f und g wegen ggT(f,g) = 1 keine gemeinsame Nullstelle
haben)

(#x: F(x) =0A g(x) > 0)2 + (#x: f(x) =0 A g(x) < 0)°
= (#x:f(x) =0)] =

= (#x:f(x)=0A1>0)5 —(#x: f(x) =0A1<0)’

= Var,([f, f']) — Vary([f, f']).

Addieren der beiden Gleichungen ergibt:

2-#x(f(x) =0/ g(x) > 0);
= Var,([f, f'g]) — Varp([f, f'g]) + Var,([f, f']) — Varp([f, f])

O
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Wir brauchen auch noch Cauchys Schranke fiir die Nullstellen eines
Polynoms.

Lemma (Cauchys Schranke fiir Nullstellen eines Polynoms)

Sei f(x) = amx™ + -+ 4+ a1x + ap € R[x], am # 0. Dann liegen alle
Nullstellen von f im Intervall (—c, ¢) mit

max{|aol, ..., |am— 1\}

=1
c + ‘am|

Beweis:

Indem wir f(x) durch das Polynom x™ 4 2z=txm=1 4 ... 4 a;x—i— 20
ersetzen, geniigt es, Cauchys Schranke fiir den Fall a,, =1 zu ze|gen
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Sei also f(x) = x™ + am_1x™ 1 4 - 4+ a;x + ap und
h=max{|a;| |0 <i<m-—1}.
Gelte f(a) = a™ + am_1a™ 1+ -+ aja+ a9 = 0, d.h.
Q™ = —ap_1a™ - = a0 — ap.
Zu zeigen: |a| < 1+ h.
Wenn h =0 (d.h. f(x) = x™) dann gilt @ = 0 und somit || =0 < 1+ h.
Sein nun h > 0.

Wenn |a| < 1, dann gilt |a] < 1+ h.

Gelte also || > 1.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Es folgt:
™ < am-l | ™7 Ja] - o] + [aof
< he(lo]™ 4t el 1)
o™ —1
= p.2 -
ol -1
Da |a| > 1 gilt, folgt:
m—1
ol —1<h. 1 <h
|alm
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Wir kommen nun zuriick zu Fall 1 (siehe Folie 85):

Erinnerung: Wir miissen eine quantorenfreie arithmetische Formel fiir
(#x :s=0At>0) = k finden, wobei

s = Zg+zx+-zZpx™

t = Zm+1+Zm+2X+"'Z,,X"_m_1

und 1 < m < n (wenn t =0 dann gilt (#x:s=0At>0)=0).

Die gesuchte quantorenfreie Formel hat die freien Variablen z,. .., z,.
Ausserdem konnen wir uns auf den Fall beschrinken, dass alle z; einen
Wert # 0 annehmen.

Seien y und z zwei neue Variablen.

Wegen Cauchys Schranke geniigt es fiir (#x :s =0At > 0) = k
(siehe Folie 96) eine quantorenfreie Formel in den freien Variablen
Y,2Z,20,---,2Zm 2u finden.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

In dieser Formel kénnen wir dann die Intervallgrenzen y und z durch

zm| + max{|zo|, - - -, [zm-1]} b |zm| + max{|zol, ..., |zm-1|}
|Zm| |Zm|
ersetzen.
Anwendungen von | - | und max kdnnen mittels einer Fallunterscheidung

(&hnlich zu Folie 82) eliminiert werden.

Beispiele:
|zil +y=zwirdzu (z; >0 = zi+y=2zAz <0— y =z+ z).
max{zj,zj} = x wird zu (z; > z; > x = zi N z; < zj = X = Zj).

Anwendungen von = (im Fall zp, # 0) kénnen durch Multiplizieren mit
geniigend groBen Potenzen von z,, eliminiert werden.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Mittels des Korollars aus Sturm-Tarski von Folie 108 konstruieren wir eine
quantorenfreie Formel fiir

(#x:5s=0At>0); =k
mit den freien Variablen y, z, z, ..., z,.
Aber: Gelten auch alle Vorbedingungen fiir f = s und g = t von Folie 1087

» s#0und s’ #0, da m>1 auf Folie 113 und alle z; ungleich Null
sind.

» t # 0, da alle z; ungleich Null sind und der Fall m = n auf Folie 113
ausgeschlossen werden kann ((#x : s =0A 0> 0); = 0).

» ggT(s,t) =ggT(s,s’) = 1: Gilt im Allgemeinen nicht!
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Wie stellen wir die Vorbedingung ggT (s, t) = ggT(s,s’) = 1 sicher?
Beachte hierzu:
> (#x:s=0At>0); = (#x:5/ggT(s,t) =0At>0).
> (#x:s=0At>0)] = (#x:5/ggT(s,s') =0At>0);.
Begriindung:
» Indem wir s durch s/ggT(s, t) ersetzen, eliminieren in s nur
gemeinsame Nullstellen von s und t (fiir die also t > 0 nicht gilt).

» s und s/ggT(s,s’) haben die gleichen Nullstellen (nur mehrfache
Nullstellen von s werden bei Division durch ggT(s,s’) eliminiert).
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Auf diese Weise konnen wir den Grad von s solange reduzieren, bis
schlieBlich ggT(s,t) = ggT(s,s’) =1 gilt.

Bei den ggT-Berechnungen miissen wir den Euklidischen Algorithmus
symbolisch durchfiihren, denn die Koeffizienten von s und t sind
Parameter z; # 0.
Besipiel: m =2, n=4, d.h.

s(x) = 20 + z1x + zox? und t(x) = z3 + z4x

Wir berechnen zunachst symbolisch

geT(s,t) =ggT(z0 + z1x + 2ox%, 723 + z4X).
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Um die Berechnung leichter zu machen, multiplizieren wir s mit z2 # 0.
Dann gilt (#x:s=0At>0)2 = (#x:27-s=0At>0)Z.
Division mit Rest:

222X + 2122x + 2022) : (zax + 23) = mozax + (2124 — 2023)

2224x + zp2423x)

(2122 — 222423)x + 2023)

(
—(
(
—(

(2122 — 202423)x + (212423 — 2022))

2078 — 212423 + 2223 (Rest)
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Also:

» Wenn zpz? — z1z423 + 222 # 0, dann ggT(2Zs,t) = ggT(s,t) = 1.
» Wenn z0z7 — z12423 + 20253 = 0, dann ggT(22s,t) = t = (zsx + z3)
2
und th5 = npzx + (2124 — 2223).

Ausserdem gilt
(#x:5s=0At>0); = (#x: 22z4x + 2124 — 2223 =0 t > 0)}

Es gilt noch nicht unbedingt ggT(z2zax + 2124 — 2223, t) = 1, aber
der x-Grad von zyz4x + z1z4 — zpz3 ist kleiner als der x-Grad von s.

Wir kénnen also nach dem gleichen Prinzip weiter machen.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

In unserer konkreten Situation ist es recht einfach:
Die einzige Nullstelle von zyz4 - x + z1z4 — zpz3 ist %

Die einzige Nullstelle von t = z3 - x + z3 ist —2.

Gilt also % #* —i—z (dh 7174 # 22223) dann gilt

geT(z0zax + z124 — 2223, t) = 1.

Gilt andererseits z1z4 = 27,73 so ergibt sich (#x:s=0At > O)f, =0.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Zusammengefasst gilt also fiir s(x) = zg + z1x + zox? und t(x) = z3 + zsx:
» Wenn zpz? — z1z423 + 222 # 0, dann ggT(s,t) = 1.

» Wenn zozf — 212423 + 2223% =0 und z1z4 # 2223, dann
(#x:s:O/\t>O); = (#x : z0z4x + 2124 — 2273 :0/\t>0);

und ggT(zozax + 2124 — zp2z3,t) = 1.

» Wenn zozf — z1z423 + 22232 =0 und z1z4 = 22523, dann
(#x:5s=0At>0); =0.

Auf die gleiche Weise kann die Voraussetzung ggT(s,s’) = 1 sichergestellt
werden.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Unter den Voraussetzungen ggT (s, t) = ggT(s,s’) =1 und
s(y) # 0 # s(z) ist (#x :s =0At > 0); = k dquivalent zu

Var([s,s't]) — Var,([s,s't]) + Var,([s, s']) — Var,([s,s']) = 2k

Dies kann als eine Boolesche Kombination von Aussagen der Gestalt
Var,([s,s't]) = i1, Var,([s,s't]) = i, Var,([s,s']) = i3, Var,([s,s]) = ia
geschrieben werden.

Eine Aussage Var,([s, s't]) = i (analog fiir die anderen Polynome) kann
schlieBlich durch eine quantorenfreie Formel ausgedriickt werden.

Hierzu lassen wir wieder symbolisch den Euklidischen Algorithmus fiir s
und s’t laufen, berechnen so die Sturmfolge [s, s’t] symbolisch und setzen
dann y in die Polynome aus der Sturmfolge ein.

Dies beendet Fall 1 und wir kommen zu Fall 2 von Folie 85.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Fall 2: G =(s=0AA";t >0), m>1, und x kommt in s vor.
Induktion iiber m:
Induktionsanfang: m = 1. Siehe Fall 1.
Induktionsschluss: Sei m > 2.
Sei G' = (s =0A A";*t; > 0). Dann gilt:
#x(G' A tm—1>0Atm >0) +
#x(GC' AN tm1 >0Aty <0) = #x(G' Atm_1t2 > 0)

#x(G' A tm_1>0Aty, >0) +
Hx(G' Ntm_1 <OAty, >0) = #x(G' At2_ tm >0)

#x(G' A tm_1>0Atm <0) +
#X(G' AN tmo1 <OAtm >0) = #x(G' Atm_1tm <0)
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
(2) + (3) - (4) ergibt:

2-#xG = 2-#x (G//\tm 1>0At, >0)
= #x(G' Aty 1t3 >0) +
#x(G' AN t2 1ty >0) —
#x(G' N —tm_1tm > 0)

Fall 3 von Folie 85: s =0, d.h. G = A"; t; > 0 mit t; # 0.
Sei t =titr--- tp.
Behauptung: 3x G ist dquivalent in R zu
IxVx < xp: G V Vx> x: G V Ix (t'(x) =0AG).
Die Implikation (5) = Ix G ist klar.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Gelte nun R = 3x G.

Hieraus folgt:

R E3IxVx<x:G V IxxVx >xp: GV
Ixg Ix Ixe (1 < x <x2 A 2G[x/x1] A G A=G[x/x2])

Angenommen es gilt

RE3xIxIxn (x1 <x<x2 A =G[x/x1] A GA-G[x/x2])

Also gibt es x1,x,x € Rund i,j € {1,..., m} mit
> X1 < X < X0,
> ti(x1) <0,
> tj(x2) <0,
» tx(x) >0firallel1 <k <m
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Dann muss es x1,x; € R mit x; < x < xj und ti(x]) = tj(x3) = 0 geben.
Also gilt t(x1) = t(x) = 0.

Da t nur endlich viele Nullstellen hat, kénnen wir fiir x; (x}) die groBte
(kleinste) Nullstelle von t, die kleiner (groBer) als x ist, wahlen.

Dann gilt x{ < x < x5, t(x1) = 0 = t(x5) und t,(y) > O fiir alle
y € (x{,x5) und 1 < k < m.

Also gilt t(y) > 0 fiir alle y € (x],x5).
Nach dem Satz von Rolle muss es ein x mit t/(x) = 0 und t;j(x) > 0 fir
alle 1 < i < m geben, d.h.

REIVx<xp: G V IxVx>x: G V Ix (f'(x) =0AG)

sieche z.B. https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Rolle.
Dies zeigt die Behauptung.
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Es geniigt also, eine quantorenfreie Formel fiir

IxgVx <xp: G V IxVx > x0: G V Ix (t'(x) =0A G)
anzugeben.

Fiir die Formeln dxpVx < xp G und dxpVx > xp G kann man leicht
quantorenfreie Formeln angeben.

Beachte hierzu: Fiir ein Polynom a,x" + - -+ + ayjx 4+ ag mit a, # 0 gilt
IxoVx < xp (apx" + -+ a1x + ag > 0)

genau dann, wenn einer der beiden folgenden Fille gilt:
» n gerade und a, > 0
> n ungerade und a, <0
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik
Die Formel 3x (t'(x) = 0 A G) kann iiber Fall 1 bzw. 2 behandelt werden,

falls x in t’(x) vorkommt.

Falls x in t/(x) nicht vorkommt, so hat t(x) = t1(x) - - tm(x) einen
x-Grad von hochstens 1.

Dies bedeutet, dass x in hochstens einem t; vorkommt; sei dies ohne
Beschrankung der Allgemeinheit t;.
Ausserdem hat t;(x) einen x-Grad von héchstens 1.

Falls t; = z; und t; = z; fiir 2 < j < m, ist Elx/\;”:1 t; > 0 dquivalent zu
/\7;1 z; > 0.

Falls ti =z x4+ zund t; =z fir2<i<m,ist Ix A\, t; >0
dquivalent zu A", ti >0

Dies beendet den Beweis des Satzes von Tarski. O
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Entscheidbarkeit der reellen Arithmetik

Aus dem Satz von Tarski folgt sofort, dass es keine arithmetische Formel
F(x) mit der einzigen freien Variablen x gibt, so dass fiir alle r € R gilt:

(R7+7')[X/r] ): F(X) < reN
Denn gabe es solch ein Formel F(x) so wiirde mit Godels Satz (Th(N, +,-)
unentscheidbar) sofort die Unentscheidbarkeit von Th(R, +, -) folgen.

Erstaunlicherweise hat Julia Robinsion 1949 solch ein Formel fiir Q anstatt
R angegeben.

Satz (Robinson 1949)

Es existiert eine arithmetische Formel F(x) mit der einzigen freien
Variablen x, so dass fiir alle rationalen Zahlen r € Q gilt:

(Q+, ) EF(x) & reN

Konsequenz: Th(Q, +, -) ist unentscheidbar.
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Monadische Logik 2. Stufe

Monadische Logik 2. Stufe (kurz MSO fiir monadic second order) ist eine
Erweiterung der Pridikatenlogik (welche auch als Logik 1. Stufe bezeichnet
wird), bei der iiber Teilmengen des Universums quantifiziert werden darf.

Wir fixieren hierzu zwei Mengen von Variablen:
» Variablen 1. Stufe: Var; = {x1,x2,x3,...}

» Variablen 2. Stufe: Vary = {X1, X5, X3,...}

Es gelte Var; N Var, = ().

Variablen aus Var; bezeichnen wir im folgenden mit x,y, z, X', xg, . . .,
wahrend wir Variablen aus Vary mit X, Y, Z, X', Xp, ... bezeichnen.

Wie in der Pradikatenlogik (siehe Logik 1) haben wir Pradikatensymbole
P (k-stellig) und Funktionssymbole % (k-stellig).

Terme sind dann wieder genau wie in der Pradikatenlogik definiert.
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Monadische Logik 2. Stufe

Die Menge MSO aller MSO-Formeln ist die kleinste Menge mit:
» Wenn ty, t, Terme sind und X € Var,, dann sind
(tl = t2),(t1 S X) € MSO.
» Wenn ty, to, ..., tx Terme sind, und P ein k-stelliges
Pradikatensymbol ist, dann ist, dann ist P(ty, ..., tx) € MSO.
» Wenn F, G € MSO, dann auch =F, FA G, FVv G € MSO.

» Wenn F € MSO und x € Vary, X € Vary dann
dxF, dXF, VxF, VXF € MSO.

Die Menge free(F) C Var; U Vary aller in F € MSO freien Variablen ist
wie in der Pradikatenlogik definiert.

Fiir F € MSO schreiben wir auch F(x1,...,%n, X1,..., Xm) um
free(F) = {x1,...,Xn, X1, ..., Xm} auszudriicken.

Ein Formel F € MSO ist ein MSO-Satz, falls free(F) = 0 gilt.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Logik 11 Sommersem. 2020 131 / 150



Monadische Logik 2. Stufe

Eine Struktur ist nun ein Paar A = (U4, [4), wobei U4 eine nicht-leere
Menge (das Universum) ist und /4 eine partiell definierte Abbildung, die

> jedem k—stelligen Pradikatensymbol P aus dem Definitionsbereich
von 14 eine k—stellige Relation 14(P) C UK zuordnet,

> jedem k—stelligen Funktionssymbol f aus dem Definitionsbereich von
I 4 eine k—stellige Funktion /4(f) : Ufjl — Uy zuordnet,

> jeder Variablen x € Var; aus dem Definitionsbereich von [4 ein
Element [4(x) € U4 zuordnet, und

» jeder Variablen X € Var, aus dem Definitionsbereich von 4 eine
Teilmenge [4(X) C U4 zuordnet.

Die Struktur A heiBt passend zur Formel F € MSO, falls /4 auf allen in F
vorkommenden Pradikatsymbolen, Funktionssymbolen und freien Variablen

definiert ist.
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Monadische Logik 2. Stufe

Wenn A passend zu F ist, schreiben wir A |= F genau dann, wenn einer
der folgenden Fille gilt (die Auswertung A(t) € U4 eines Terms t ist
genau wie in der Pradikatenlogik definiert):

» F=(t1 = t2) und A(t1) = A(t2)

F = (t e X)und A(t) € 14(X)

F = P(t1,...,tx) und (A(t1),..., A(tx)) € 14(P)
» F=-Gund A£G

F=GAHund (A Gund A = H)

F =GV Hund (A= G oder A= H)

> F =3x G und es gibt ein a € Uy mit Ay, =G
F =Vx G und fiir alle a € Uy gilt A5 G

F =3X G und es gibt ein B C Uy mit Ajx/g = G
F =VX G und fiir alle B C U gilt Ajx/g) = G.

v

v

v

v

v

v

v
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Monadische Logik 2. Stufe

Konventionen:

» Im folgenden bezeichen wir die Interpretation /4(P) eines Symbols P
ebenfalls mit dem Symbol P.

» Eine Struktur A = (Ug, [4) mit dom(/4) = {P1,...,Pn,f1,...,m}
schreiben wir auch als (Ua, [4(P1), .-, la(Pn), La(f1), ..., [a(fm))
oder kurz (Ug, P1,...,Pn,fi, ..., fm).

» Fiir eine MSO-Formel F = F(x,...,Xn, X1,...,Xm) und
ai,...,an € Uy, A1,...,An C U4 schreiben wir auch
AlE F(a1,...,an A1, ..., Apy) fur A[Xl/al,---,Xn/an,Xl/Al,---7Xm/Am] = F.

Die MSO-Theorie einer Struktur A ist die Menge aller MSO-Satze F mit
AEF.
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Monadische Logik 2. Stufe: Beispiel

Ein Beispiel fiir eine niitzliche MSO-Formel:

Sei G = (V/, E) ein gerichteter Graph, also eine Struktur mit dem
Universum V und der zweistelligen Relation E C V x V.

Die folgende Formel reach(x, y) driickt aus, dass in G ein Pfad vom
Knoten x zum Knoten y existiert:

reach(x,y) = VX((X € XAVWz(E(y,z) Ay e X —z€ X)) > y€ X>

Begriindung: Wir sagen, dass eine Teilmenge U C V von Knoten unter
der Kantenrelation E abgeschlossen ist, wenn fiir jede Kante (u,v) € E
gilt: wenn u € U dann auch v € U.

Die Formel reach(x,y) driickt also aus, dass jede unter der Kantenrelation
E abgeschlossene Teilmenge U, die x enthilt, auch y enthalt.
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Monadische Logik 2. Stufe: Beispiel

Dies ist in der Tat dquivalent zu der Aussage, dass es einen Pfad von x
nach y gibt, d.h. (x,y) € E*:
» Angenommen es gibt keinen Pfad von x nach y.

Sei U={veV|(x,v)e€ E*} die Menge aller von x erreichbaren
Knoten.

Dann ist U unter der Kantenrelation E abgeschlossen und es gilt
xelU, yé¢U.

» Angenommen es gibt einen Pfad (uy, u2,. .., uy) von x nach y, d.h.
v =x, up =y und (uj,uj41) € E firalleie {1,...,n—1}.

Sei nun U C V eine unter der Kantenrelation E abgeschlossene
Menge mit x € U.

Durch Induktion iiber i folgt sofort u; € U fiir alle i € {1,..., n}.
Also gilt y = u, € U.
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MSO-definierbare Sprachen

Wir wollen MSO-S&tze benutzen, um (formale) Sprachen zu definieren.
Hierzu miissen wir zundchst Worter als Strukturen reprdsentieren.

Sei ¥ ein endliches Alphabet im Folgenden.

Ein nicht-leeres Wort w = ajay -+ - a, (n > 1, a; € X) identifizieren wir mit
der Struktur

Aw =({1,2,...,n}, <, (P3)aex),
wobei gilt:
» < ist die gewdhnliche Ordnung auf {1,2,...,n}

» P, ist die einstellige Relation P, = {i|1<i < n,a; = a}
(die Menge aller Positionen in dem Wort w, wo das Symbol a steht)
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MSO-definierbare Sprachen

Fiir die folgenden Beispiele sei das Alphabet X = {a, b}.
Beispiel: Fiir das Wort w = abbaa gilt

'AW = ({17 27 37 4, 5}7 < {17 4, 5}7 {27 3})
——

P 'Db
Im Folgenden schreiben wir einfach w fiir A,,.

Eine Sprache L C X1 von nicht-leeren Wértern ist MSO-definierbar, falls
ein MSO-Satz F existiert mit L={w € ¥* | w = F}.
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MSO-definierbare Sprachen

Beispiel 1: Der MSO-Satz

AxTyTz(Vu(x < uAu<z)APy(x) A Py(y) A Pa(2))
definiert die Sprache aX*bY *a.

Hier ist x < u eine Abkiirzung fiir x < uV x = u.

Beispiel 2: Der MSO-Satz

IX (B Ay(Vu(x <unu<y)Axe XAy eX)A
VxVy(y =x+1—=(x € X <y & X)))
definiert die Sprache {w € {a, b}* | |w| ist gerade}.

Hier ist y = x + 1 eine Abkiirzung fiir die Formel
X<yANVz(x<z<y—(x=2zVy=2z)).
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Der Satz von Biichi

Satz (Biichi, Elgot 1958 und Trachtenbrot 1958)

Eine Sprache L ist MSO-definierbar genau dann, wenn sie regulér ist.
Beweis:
1. Sei L C X* reguldr. Wir zeigen, dass L MSO-definierbar ist.

Sei A= (Q,X,J,qo, F) ein deterministischer endlicher Automat (DFA) mit
L(A) = L, wobei

» @ die endliche Menge der Zustédnde ist,
» §:Q x ¥ — Q die Uberfiihrungsfunktion ist,

> go € @ der Anfangszustand ist, und
» F C Q die Menge der Endzustidnde ist.
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Der Satz von Biichi
O.B.d.A.sei Q={1,...,n}.
Dann definiert der folgende MSO-Satz die Sprache L = L(A):

IXi3AXo - - 3X,
A XonXg=0 A ¥x\/ x€Xq A
p#q qeQ
Ix(Vy(x < y) A\ (Pa(x) A x € Xsgo,2))) A
acx
Ix(Vy(y < x) A \/ x € Xq) A
qeF
VxVy(y =x+1— \/ \/ (xeXgAPs(y) Ny € X(;(q7a)))
geR acx

Hierbei ist X, N Xy = 0 eine Abkiirzung fiir —3x(x € X, A x € Xg).
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Der Satz von Biichi

Idee hinter der Formel: Die existentiell quantifizierte Menge Xj ist
Menge aller Positionen in dem Wort bei der der DFA A im Zustand
g €{1,...,n} ankommt.

> /\XpﬂXqZ(Z) A Vx\/XEXq:
p#q qeQ

An jeder Positionen kommen wir genau in genau einem Zustand an.

> Ix(Vy(x < y) A V,es(Pa(x) A x € Xs(q0,2))):

Wenn an der ersten Position 1 in dem Wort (ist x in obiger Formel)
das Symbol a steht, kommen wir an Position 1 im Zustand 06(qo, a)
an (qo ist der Anfangszustand).
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Der Satz von Biichi

> Ix(Vy(y < x) A Vgepx € Xq):

An der letzten Position des Wortes kommen wir in einem Endzustand
des DFA an.

» UxVy(y=x+1— \/qu Vaes(x € Xg ANPa(y) Ny € X(;(q7a))):

Seien x und y = x 4+ 1 zwei beliebige aufeinanderfolgende Positionen
in dem Wort, wobei an Position y das Symbol a steht. Falls wir an
Position x im Zustand g ankommen, kommen wir an Position y im
Zustand 6(q, a) an.
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Der Satz von Biichi
2. Sei L C ¥* MSO-definierbar. Wir zeigen, dass L regulér ist.

Sei V C Varj U Var; eine endliche Menge von Variablen.

Ein nicht-leeres Wort
w = (31, Vl)(az, Vz) v (ak, Vk) S (Z X 2\/)*

(k>1, aj € X, Vi C V) nennen wir giiltig falls es fiir jede Variable
x € VNVar; genauein 1 <7 < k mit x € V; gibt.

Fiir solch ein giiltiges Wort w definieren wir die Abbildung
fo 1 V= {1,..., k} u2tlkt durch:

» fu(x) =i falls x € Vi N Var;.
» fw(X)={i| X € V;} fir X € VN Var,.
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Der Satz von Biichi

Weiter identifizieren wir ein giiltiges Wort w = (a1, V1)(a2, V2) - - - (ak, Vi)
mit der Struktur A, = ({1,..., k}, ), wobei

> lw(x) = fu(x) fir x € V N Vary,
> 1y (X) = £, (X), fir X € VN Vary,

» und /,, auf den Pradikatenymbolen < und P, (a € ¥) genau so
definiert ist wie die Struktur A, fiir v = a1a> - - - ag.

Ein giiltiges Wort w definiert also neben einem Wort aja; ... ax zusatzlich
noch eine Belegung der Variablen aus V/, wobei

» jede Variable x € V N Var; mit genau einer Position i € {1,..., k}
belegt wird, und

> jede Variable X € V N Vary mit einer Menge von Positionen belegt
wird.
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Der Satz von Biichi

Fiir eine MSO-Formel F mit den freien Variablen free(F) sei L(F) die
Menge aller nicht-leeren giiltigen Worter w iiber dem Alphabet
¥ x 2free(F) mit w = F.

Beweisstrategie: Wir konstruieren fiir jede Formel F durch Induktion
iber den Aufbau von F einen endlichen Automaten Ag fiir die Sprache
L(F). Am Ende interessieren wir uns nur fiir den Fall free(F) = (.

Zunichst kann man fiir jede endliche Variablenmenge V C Var; U Var;
einen Automaten Ay konstruieren, der genau die giiltigen Woérter aus
(X x 2V)* akzeptiert.

Der Automat Ay muss lediglich liberpriifen, ob jede Variable x € V N Var;
an genau einer Position in dem Eingabewort steht.

Hierfiir merkt sich Ay im Zustand, welche Variablen aus V N Vary er
bereits gesehen hat.
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Der Satz von Biichi
Nun zur Konstruktion des Automaten Af:

1. Fall: F = (x = y). Konstruiere Af so, dass
L(AF) = (X x {03)" (X x {x, y}) (£ x {0})".
2. Fall: F = (x < y). Konstruiere Af so, dass
L(AF) = (2 > {03)" (X x {x}) (£ x {0})" (£ x {y}) (£ x {0})".
3. Fall: F = P,(x). Konstruiere Af so, dass
L(AF) = (X x {0})" (a, {x}) (X x {0})".
4. Fall: F = (x € X). Konstruiere Af so, dass

L(AF) = (2 x {0, AX}}H)™ (& x {x, X}) (B x {0, {X}})".
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Der Satz von Biichi

Fiir die folgenden Falle verwenden wir wieder die Abschlusseigenschaften
der reguldren Sprachen (Abschluss unter booleschen Operationen,
Homomorphismen und inversen Homomorphismen), die wir schon im
Beweis des Satzes von Khoussainov und Nerode verwendet hatten

(Folie 60-70).

5. Fall: F = —G. Sei V = free(G). Konstruiere Af so, dass

L(AF) = L(Av) \ L(Ac).

6. Fal. F=GVH.
Sei Vi = free(G), Vi = free(H) und V = free(F) = Vg U V4.
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Der Satz von Biichi

Definiere Homomorphismen g : (¥ x 2Y)* — (X x 2V¢)* und
h: (X x2Y)" — (L x 2YH)* durch

g(a,9)
h(a, S)

(a,S N VG),
= (3,5 N VH)

Konstruiere nun Automaten A% und A}, so dass

Der Automat Ar wird dann
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L(Av) N g Y (L(AG)),
L(Av) N A (L(AR)):

konstruiert, dass L(Af) = L(A;) U L(A}).
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Der Satz von Bilichi
7. Fall: F =3dx G.

Sei V = free(G) und damit free(F) = V' \ {x}.

Definiere den Homomorphismen £ : (£ x 2V)* — (X x 2Y\UH)* durch

f(a,S)=(a, S\ {x}).
Konstruiere dann den Automaten Af so, dass L(AF) = f(L(Ag)).
8. Fall: F=3X G.
Sei V = free(G) und damit free(F) = V' \ {X}.

Definiere den Homomorphismen f : (X x 2Y)* — (X x 2Y\MXH* durch
f(a,5) = (a, S\ {X}).

Konstruiere dann den Automaten Af so, dass L(AF) = f(L(Ag)).

Dies beendet den Beweis des Satzes von Biichi. O
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