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Aufgabe 1
Geben Sie zu jeder der folgenden pridikatenlogischen Formeln ein Modell und eine nicht-
erfiillende Struktur an.

a) Javy(f(f(y)) = z)

b) Jz3y(P(z,y) A =Py, z))

(c) Va(f(g(f(x))) # a(f(9())))

(d) R(z) AQy) AVz(=R(z) V =Q(x))

Loésung

(
(

(a) Die Formel sagt aus, dass ein Element x existiert, so dass fiir jedes Elemente y gilt,

dass f(f(y)) = =.

e Modell: A = (N, 1), wobei fA(z) =1 (fiir alle x € N)
Die Struktur A ist ein Modell fiir die Formel, weil das Element 1 € N existiert,
so dass fiir beliebige y € N gilt, dass f4(f4(y)) = 1.
Anderes Beispiel: A’ = ({1}, Ly, wobei f4(1) = 1.

e Nicht-erfiillende Struktur: B = (N, Ig), wobei f5(z) =z
Die Struktur B ist kein Modell fiir die Formel, weil kein Element x existiert,
so dass fiir beliebige y € N gilt, dass f5(f®(y)) = x. Zum Beispiel haben wir
FE(fEQ)) = 1 # 2 = f5(f5(2)).
Anderes Beispiel: B’ = ({0, 1}, Iz, wobei f5(z) =1 — 2.

(b) Die Formel sagt aus, dass Elemente x und y existieren, so dass = in Relation zu y steht
(bzgl. der Relation P) , aber y nicht in Relation zu « steht (bzgl. der Relation P).

e Modell: A = (N, I4), wobei PA={(x,y) e NxN |z <y}
Die Struktur A ist ein Modell fiir die Formel, weil beispielsweise fiir die Elemente
1 € Nund 2 € N gilt, dass 1 < 2 und somit (1,2) € P4, aber 2 < 1 gilt nicht und
somit (2,1) ¢ P4
Anderes Beispiel: A" = ({0, 1}, Iy), wobei PA = {(1,0),(0,0)}.

e Nicht-erfiillende Struktur: B = (N, Is), wobei P = ()
Die Struktur B ist kein Modell fiir die Forme 1, weil die Relation P? leer ist und

somit kein Paar (z,y) existiert mit (z,y) € P5.
Anderes Beispiel: B' = ({1}, I/), wobei P% = {(1,1)}.
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(c) Die Formel sagt aus, dass f(g(f(x))) und g(f(g(x))) fiir alle  unterschiedliche Ergeb-
nisse liefern.

e Modell: A = (N, I4), wobei f4(z) =1 und g*(z) = 2 (jeweils fiir alle z € N)
Die Struktur A ist ein Modell fiir die Formel, weil f4(g*(f4(x))) = 1 fiir alle
r € N gilt und g*(f*4(g*(x))) = 2 fiir alle 2 € N gilt.

Anderes Beispiel: A' = (Z, Ly), wobei fA(z) =2 — 1 und ¢ (z) =z + 1.

e Nicht-erfiillende Struktur: B = (N, Is), wobei f5(z) = ¢%(z) = =
Die Struktur B ist kein Modell fiir die Formel, weil f5 = ¢® und somit gilt ebenso
FE(B(f5(2))) = g5(f5(5 () fir alle z € N.
Anderes Beispiel: B’ = (R, I'), wobei 5 (2) = 22 und ¢% (z) = 2°.

(d) Die Formel sagt aus, dass das Element x (eine freie Variable) in der Menge R (eine
einstellige Relation) liegt. Auerdem liegt das Element y (ebenfalls eine freie Variable)
in der Menge @ (ebenfalls eine einstellige Relation). Zusétzlich gilt fiir alle Elemente
x (diese Variable reprisentiert alle Elemente des Universums und ist von der freien
Variable mit dem gleichen Bezeichner zu unterscheiden), dass sie nicht in der Menge
R oder nicht in der Menge @) liegen.

e Modell: A = (N, I4), wobei 24 =2, y* =3, R* = {22 | x € N} und Q* = N\ R4
Die Struktur A ist ein Modell fiir die Formel, weil R4 die geraden natiirlichen
Zahlen sind und Q# die ungeraden natiirlichen Zahlen sind. Es gilt, dass 4 = 2
gerade ist und y* = 3 ungerade ist, auBerdem ist jede natiirliche Zahl nicht gerade
oder nicht ungerade.

Anderes Beispiel: A" = ({0,1}, Ly), wobei 24 = 0, y* = 1, RY = {0} und
QY = {1}.

e Nicht-erfiillende Struktur: B = (N, I), wobei 2% = y® =1 und R¥ = Q¥ =N
Die Struktur B ist kein Modell fiir die Formel, weil alle Elemente des Universums
in R® und QF liegen und somit kein Element nicht in R? oder nicht in Q7 liegt.
Anderes Beispiel: B’ = ({0, 1}, Iz, wobei 2% = 4% =1 und R¥ = Q¥ = {0}.



Aufgabe 2
Gegeben seien ein zweistelliges Funktionssymbol f und ein einstelliges Pradikatensymbol
R. Betrachten Sie die folgenden drei Strukturen:

o A = (N, Iy,), wobei fA(z,y) =z-y, RY" ={n € N|n ist eine Primzahl}
o Ay = (R, Iy,), wobei fA2(z,y) =22y, R2={zcR |z <0}

In welchen Strukturen gelten die folgenden Aussagen?

(a) Va(R(z) V R(f(z,2)))

(b) VaIyR(f(z,y))

(¢) Vavy(f(z,y) = f(y,z))

Losung

(a) A ist kein Modell fiir diese Formel, weil zum Beispiel weder 4 eine Primzahl ist und
damit in R*' liegt noch f#1(4,4) = 4-4 = 16 eine Primzahl ist und damit in R4 liegt.
Aj ist ein Modell fiir diese Formel, da f#2(z,7) = 2 — 2z = —x und fiir jede reelle
Zahl z gilt, dass z < 0 oder —z < 0 und somit x € R*2 oder f42(z,z) € R™.

(b) Aj; ist kein Modell fiir diese Formel, weil z.B. fiir z = 4 kein y € N existiert, so dass
x -y eine Primzahl ist.
A ist ein Modell fiir diese Formel, da man fiir jedes z € R ein y € R findet, so dass
x — 2y < 0 gilt. Falls x < 0 bereits gilt, so wiahlt man z.B. y = 0. Andernfalls, fiir
x > 0 wahlt man z.B. y = x und somit gilt © — 2y = — 2z = —x < 0.

(c) Ay ist ein Modell fiir diese Formel, da die Multiplikation kommutativ ist, also z-y = y-z.
A ist kein Modell fiir diese Formel, da zum Beispiel fiir z = 1 und y = 2 gilt, dass
r—2y=-3#0=y—2x.



Aufgabe 3
Sei L C ¥* eine Sprache iiber dem Alphabet 3.

(
(

a) Wie ist das Komplement von L definiert?

b) Wann ist L entscheidbar?

(
(d) Wann ist L rekursiv-aufzahlbar ?

)
)
¢) Wann ist L semi-entscheidbar 7
)
(e) Welche Zusammenhénge bestehen zwischen (b), (¢) und (d)?

Loésung

Die exakten Definitionen mit Kontext entnehmen Sie bitte dem Skript fiir Grundlagen der
theoretischen Informatik.

(a) Fiir L C * ist das Komplement L definiert als L = X* \ L. Mit anderen Worten
enthélt das Komplement von L alle Wérter, die nicht in L enthalten sind.

(b) Die charakteristische Funktion x einer Sprache L ist wie folgt definiert:
(w) 1 wel
w) =
XL 0 wé¢l

Eine Sprache L ist entscheidbar, genau dann wenn die Funktion y; berechenbar ist,
d.h. eine Turing Maschine (bzw. ein Programm) existiert, welche bei Eingabe w die
Ausgabe x(w) produziert.

(c) Die halbe charakteristische Funktion x’ einer Sprache L ist wie folgt definiert:

 (w) = 1 we L
X = ) undefiniert w ¢ L

Eine Sprache L ist semi-entscheidbar, genau dann wenn die Funktion x; berechenbar
ist, d.h. eine Turing Maschine (bzw. ein Programm) existiert, welche bei Eingabe w
die Ausgabe 1 produziert falls w € L und andernfalls nicht terminiert.

(d) Eine Sprache L C ¥* ist rekursiv-aufzéhlbar, genau dann wenn L = () oder eine totale
berechenbare Funktion f : N — ¥* existiert, so dass

L={f(n)|neN}.

(e) Eine Sprache L ist entscheidbar, genau dann wenn L und L semi-entscheidbar sind.
Eine Sprache L ist semi-entscheidbar, genau dann wenn L rekursiv-aufzéhlbar ist.



