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Ubungsblatt 2

Aufgabe 1
Sei A eine beliebige Struktur. Zeigen Sie, dass Th(.A) genau dann entscheidbar ist, wenn
Th(A,e) entscheidbar ist.

Losung
Wir haben zwei Richtungen zu zeigen:

Zuerst zeigen wir, dass wenn Th(A) entscheidbar ist, dann ist auch Th(A,¢) entscheidbar.
Dazu wandeln wir eine Formel F' (A, ist passend zu F') in eine Formel F’ (A ist passend
zu F') um, so dass A, = F genau dann gilt, wenn A |= F’ gilt. Wenn wir diesen Schritt
erfolgreich durchgefiihrt haben, dann kénnen wir mit Hilfe des Entscheidungsalgorithmus
fiir Th(A) priifen ob F’ € Th(A) und wissen somit auch ob fiir die urspriingliche Formel
F € Th(A,¢) gilt. Somit wire auch Th(.A,;) entscheidbar.

Sei F' also eine Formel und A, passend zu F. Jede atomare Formel in F' ist von der

Gestalt R(z1,...,x,), wobei x1,...,z, Variablen sind. Wenn R in A ein Relationssymbol
ist, dann lassen wir R(xy,...,z,) in F’ unverdndert. Wenn R in A ein Funktionssymbol
ist, so ersetzen wir R(xq,...,x,) in F’ durch x,, = R(z1,...,z,_1). Die Korrektheit dieser

Umwandlung folgt direkt aus der Definition von A,.;.

Es fehlt noch zu zeigen, dass wenn Th(A,¢) entscheidbar ist, dann ist auch Th(.A) ent-
scheidbar. Analog zur Vorgehensweise von oben wandeln wir eine Formel F' (A passend zu
F) in eine Formel F’ (A, passend zu F”), so dass A |= F genau dann gilt, wenn A,.; = F’
gilt. Wir beginnen mit einem Beispiel, welches verdeutlichen sollte, wie das Prinzip funktio-
nieren wird: Die Formel F' = JzR(f(x)) wird umgewandelt zu F’ = JaVy(f(z,y) — R(y)).
Dabei ist zu beachten, dass f(z,y) bzgl. A, eine Relation ist, die “f(x) = y” bzgl. A aus-
driickt (siehe Definition von A,¢). Nun formal: Sei ¢ ein beliebiger Term. Wir definieren
induktiv eine Variable v;, die den Platz von t einnimmt, eine Menge X;, die die neuen
Variablen fiir ¢ enthélt, und eine Formel F}, die die Zusammenhénge von ¢ zur restlichen
Formel ausdriickt. Sei 1 irgendeine Formel, die eine Tautologie ist. Fiir jede Variable x
definieren wir v, = 2, X, = 0 und F, = 1. Sei t = f(t4,...,t,) ein Term. Wir wéhlen eine
neue Variable v; und setzen X; = {v;} U U{Xs, | 1 <@ < n}und F; = f(vey,... 0, 0).
Im Beispiel haben wir v, =z, X, =0, F, = 1, vy = ¥, Xy@) = {y} und Fy) = f(z,v).
Sei R(ti,...,t,) eine atomare Formel in F und sei {x1,..., 2z} = U{X4,..., X, }. Wir
ersetzen R(ty,...,t,) in F’ durch

Vay .. Ve ((Fy A~ ANFL) = R(vg, ..o, 0,)).

Im Beispiel wird R(f(z)) durch Vy(f(z,y) — R(y)) ersetzt. Die Korrektheit dieser Um-
wandlung im Sinne der geforderten Eigenschaften folgt wiederum aus der Definition von
A,.; und der beschriebenen Konstruktion.



Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass Th(N, +, -, s,0) genau dann unentscheidbar ist, wenn Th(N, +,-) unent-
scheidbar ist.

Loésung

Wir zeigen die Aussage fiir “entscheidbar” an Stelle von “unentscheidbar”, was dquivalent
ist. Offensichtlich gilt fiir jede Formel F' mit (N, +,-) passend zu F, dass (N,+,:) = F
genau dann gilt, wenn auch (N, +,-,s,0) | F gilt (die Formel F' enthdlt weder s noch
0, da bereits (N, +,-) passend zu F ist). Damit folgt direkt, dass wenn Th(N,+, - s,0)
entscheidbar ist, dann auch Th(N, +, ).

Fiir die andere Richtung sei F' eine Formel, wobei (N, +,- s,0) passend zu F' ist. Wir
konstruieren eine Formel F’ ((N,+,-) passend zu F’) so dass (N, +,-) = F’ genau dann
gilt, wenn auch Th(N, +,+,5,0) = F gilt. Zur Vereinfachung gehen wir zuerst zur Rela-
tionsschreibweise iiber, d.h. sei F” eine Formel so dass (N, +,+,5,0), E F” genau dann
gilt, wenn (N, +,-,5,0) = F gilt (siche Aufgabe 1). Die resultierende Formel F” erhalten
wir, indem wir folgende Ersetzungen in F” durchfithren: Alle Vorkommen von 0(x) in F”
ersetzen wir durch Vy(-(x,y,z)) (also z = y - x und somit x = 0). Alle Vorkommen von
s(x,y), was y = x + 1 bedeutet, ersetzen wir durch YuVz(-(z,u,2) — +(z,u,y)) (wobei
u=1,da z-u = z fir alle z gelten muss und +(z,u,y) ist die Relationsschreibweise fiir
r+u=y).

Aufgabe 3
Betrachten Sie die Struktur (N, +,-, s,0). Verdeutlichen Sie sich das Prinzip von Godels
[B-Funktion und beschreiben Sie mit deren Hilfe die folgenden Aussagen:

(a) ¥ = z (mit freien Variablen z, y und z)
(b) Formulieren Sie den Grofien Fermatschen Satz.
(c) Formulieren Sie das Collatz-Problem.

Losung
Die Formeln werden hier nur (detailliert) beschrieben. Setzen Sie als selbststindige Ubung
die Formeln in der Schreibweise der Priadikatenlogik ordentlich zusammen.

(a) 2¥ = z wollen wir ausdriicken als: Es gibt eine Folge (ay,...,ay,ay4+1) mit a3 = 1,
ai41 = a; - fiir 1 <4 <y und ay41 = 2. Dies gilt genau dann, wenn es ¢,p € N gibt
mit B(¢,p,1) =1, B(t,p,i +1) = B(t,p,i) - x fir alle 1 <i <y und B(t,p,y+1) = 2.

(b) Der Grofle Satz von Fermat besagt: Fiir alle natiirlichen Zahlen a,b,¢ > 1 und n > 2
gilt a® + b* # ¢*. Wir wissen bereits, wie man z¢¥ = z ausdriickt. Aus Ubungsblatt 1,
Aufgabe 2 wissen wir, wie man die 1, die 2 und die Relation > ausdriickt. Wir kénnen
also schreiben: Wenn a,b,¢ > 1 und n > 2 und a" = @', b" = b und " = ¢/, dann gilt
a +b #£c.



(c) Sei f: N — N definiert als f(2n) = n und f(2n + 1) = 3(2n + 1) + 1. Sei C,, die
unendliche Folge (n, f(n), f(f(n)),...). Wir schreiben C,[i] fiir das i’te Element der
Folge. Das Collatz-Problem ist nun definiert als: Gibt es fiir jedes n eine Stelle 7 so
dass C,[j] = 1?7 Die Funktion f kénnen Sie beschreiben in dem Sie zwischen geraden
(2n) und ungeraden (2n + 1) Zahlen unterscheiden und die Zahlen 2 und 3 definieren
(siche Ubungsblatt 1, Aufgabe 2). Mit der -Funktion lisst sich dann das Collatz-
Problem wie folgt ausdriicken: Fiir jedes n € N gibt es t,p € N, so dass f(¢,p,1) = n,
B(t,p,i+ 1) = f(B(t,p,1)) fir alle : € N, und es gibt ein j € N mit 3(¢,p,j) = 1.



