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Ubungsblatt 7

Aufgabe 1
Uberpriifen Sie, ob (N, <) | JaVy(zx < y) gilt, indem Sie den Satz von Khoussainov und
Nerode verwenden.

Losung
Auf Ubungsblatt 5, Aufgabe 1. a) hatten wir gezeigt, dass (N, <) isomorph zu der folgenden,
automatischen Struktur ist: ({a}*, <,) mit a’ <, @/ genau dann, wenn i < j. Dabei ist

(a,a) (#;0a)

@ (#,a) @

ein 2-Bandautomat fiir <,.

Als erstes wandeln wir die Formel 32Vy(x <, y) so um, dass kein V-Quantor vorkommt,
da dieser im Beweis zum Satz von Khoussainov und Nerode nicht vorkommt und mit Hilfe
der Negation und des 3-Quantors ausgedriickt werden kann. Es gilt

JeVy(x <, y) = Fz—Fy—(x <, v).

Sei nun F' = Jr—-Jy—(x <, y). Wir beginnen mit der Teilformel F} = x <, y, welche im
Fall 1 (Folie 67) aus dem Beweis zum Satz von Khoussainov und Nerode behandelt wird.
Das bedeutet, dass wir einen synchronen 2-Bandautomen Bp, konstruieren, so dass

K(Br,) = {(wi,w2) € {a}" x {a}" | w1 <, wa}

In diesem Fall sind wir bereits fertig, da der oben gezeichnete 2-Bandautomat genau diese
Sprache erkennt. Beachten Sie, dass hier nichts zu tun ist, weil alle Variablen von F' bereits
in F} frei vorkommen und wir die Reihenfolge der Variablen so annehmen, wie Sie auch
in F} auftritt - daher ist der Homomorphismus aus Fall 1 auf Folie 67 die Identitdtsfunktion.

Als néchstes kommt die Teilformel Fy, = =F; = —=(x <, y). Entsprechend dem Fall 3
(Folie 68) suchen wir einen 2-Bandautomaten Bp, mit

L(Bp,) = {w1 @ wa | wi,wz € {a}*} \ L(BR,).
Entsprechend suchen wir einen 2-Bandautomaten Bp,, so dass
K(Bp,) = {(a",a™) [ n >m}

gilt. Dies realisiert der folgende Automat:



(a,#)

(a,a)
oG

Als néchstes kommt die Teilformel F3 = JyFy = Jy—(x <, y). Diese Situation entspricht
Fall 5 (Folie 69). Sei f so, dass f(w; ® wy) = w; (siehe Folie 69). Wir suchen einen
Automaten Bp, mit

L(BFS) = f(L<BF2>>

Das bedeutet, dass die zweite Komponente wird einfach ignoriert werden kann:

a a
H :
Beachten Sie, dass dieser nicht-deterministische Automat die gleiche Sprache akzeptiert
wie der folgende deterministische Automat:

H

Als néchstes betrachten wir die Teilformel Fy = —F3 = -3y—(z <, y), die wiederum Fall
3 (Folie 68) entspricht. Es ist leicht zu sehen, dass das Komplement von L(Bp,) nur das
leere Wort ¢ enthélt. Von daher ist Bp, der folgende Automat, den man auch erhélt in dem
man die Endzustédnde und Nicht-Endzustdnde im zuletzt dargestellten deterministischen

Automat vertauscht:

Die Formel F' hat die gewiinschte Form F' = 3z F} (siehe Folie 70). Nun gilt ({a}*, <,) E F
genau dann wenn L(Bp,) # (0. Wie wir bereits gesehen haben ist L(Bp,) = {¢} und somit
ist F' € Th(N, <).

®



Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass Th(C, +, -) entscheidbar ist.

Losung

Man kann Th(C, +, -) mit Hilfe von Th(R, +, ) entscheiden:

Dazu wandeln wir eine Formel F fiir die wir priifen wollen ob F' € Th(C, +, -) gilt, in eine
Formel F’ um und priifen stattdessen F” € Th(R, +, ). Es gilt dann F' € Th(C, +, -) genau
dann wenn F’ € Th(R, +, ).

Die einfache Idee dahinter ist, dass wir eine komplexe Zahl eindeutig durch zwei reelle
Zahlen beschreiben kénnen, ndmlich den Realteil un den Imaginérteil der komplexen Zahl.
Dementsprechend ersetzen wir jede Variable x in F' durch zwei neue Variablen x, x5 in F”,
wobei z; den Realteil und x5 den Imaginérteil von x reprasentiert. Entsprechend iibersetzt
man Teilformeln der Form dxG zu dridz,G und VG zu Vi, Ve,G. Die Rechenregeln
ergeben sich entsprechend: Man iibersetzt x +y = z zu

(1314‘3/1221)/\(3724‘3]2:22)
und x -y = z zu

(xlyl — T2Y2 = Zl) A (I2y1 + 21Y2 = 22).

Diese Falle geniigen, da Th(R, +, -)re entscheidbar ist genau dann, wenn Th(R, +,-) ent-
scheidbar ist, und ebenso Th(C,+,)ge entscheidbar ist genau dann, wenn Th(C, +,-)
entscheidbar ist.



