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Ubungsblatt 8

Aufgabe 1
Sei h*: ¥* — I'* ein Monoid-Homomorphismus.

(a) Sei B ein e-NDEA iiber I'. Geben Sie ein Konstruktionsverfahren an, das zu B einen
e-NDEA A liefert mit

L(A) = {v e ¥ | h*(v) € L(B)}.

Losung

Die Konstruktion ist analog zu der Konstruktion auf Folie 64/65 im Skript. Es gilt
nur zu beachten, dass der Weg der mittels 2*(a) im Automaten B vom Zustand p zum
Zustand ¢ fithrt, nun auch e-Ubergéinge enthalten kann.

(b) Sei A ein e-NDEA iiber ¥. Geben Sie ein Konstruktionsverfahren an, das zu A einen
e-NDEA B liefert mit
L(B) = h*(L(A)).

Losung
Die Konstruktion ist analog zu der Konstruktion auf Folie 62/63 im Skript. Zusitzlich
werden e-Ubergiinge p — ¢ von A auch in B genauso iibernommen.

Aufgabe 2
Sei A = (A, R) eine automatische Struktur (R ist eine r-stellige Relation) und F'(z,y) eine
pradikatenlogische Formel mit freien Variablen x und vy, so dass

=r = {(a,b) € AX A| Apsa,yp = F(z,y)}
eine Aquivalenzrelation ist. Der Quotient A/F = (B, R') ist wie folgt definiert:
e B={lal, |ac A}
o R ={([ai]=p, .-, [ar]=p) | 3@}, ... a.) € Rmit Vi:a; =F a,}
Zeigen Sie, dass A/F wieder automatisch ist.

Losung )
Fiir eine Struktur A = (A, Ry, ..., R;,) und eine Aquivalenzrelation £ C A? schreiben wir
entsprechend A/E = (A/E, R /E, ..., Ry/FE) fir die Quotientstruktur mit

o« A/E={lds|ac A},



o Ri/E={(lm]g,. - lar]g) | 3(ay, ... a.) € Ri, Vj €{1,...,7}: (a;,a}) € E'}, wobei
R CA"und 1 <1i<k.

Lemma 1
Sei A = (A, Ry, ..., R;) eine automatische Struktur und £ C A? eine in A definierbare
Aquivalenzrelation. Dann ist A/ E automatisch préasentierbar.

Beweis. Wir betrachten folgende Darstellung der Aquivalenzklassen:
A ={reA|Vyly <pxc ANy € A— (z,y) ¢ E)} C A.

Da E definierbar in A ist, ist auch A’ definierbar in A (den Automaten fiir die lingen-
lexikographische Ordnung finden Sie im Ubungsblatt 4). Da A auferdem automatisch
ist, liefert der Satz von Khoussainov/Nerode einen Automaten, der A’ erkennt, d.h. A’
ist auch synchron-rational. Wir definieren nun die Struktur A" = (A, R},..., R},), wobei
R, = R;N(A)" fir R; C A", 1 <i < k. Jede Relation R, (1 <i < k) ist synchron-rational,
da R; und A’ synchron-rational sind, und synchron-rationale Mengen unter Produktbildung
und Schnitt abgeschlossen sind. \A/E und A’ sind isomorph, also ist A/E automatisch
prasentierbar. O

Die zu beweisende Aussage folgt direkt, da = mittels A definierbar ist.



