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Ubungsblatt 9

Aufgabe 1 Sei ¥ = {a,+} und G; = ({S},%, P, S), i € {1,2}, wobei P,
und P, gegeben sind durch:

PyS—)SS—i—’a
PQZS—>+SS|CL

(a) Konstruieren Sie die Item-Kellerautomaten Méz) zu Gy, 1€ {1,2}.

Loésung:
Mg =(Q.%, 6, qo, F) mit

Q = {[5" = o5, [" = Se]}
U{[S — ea],[S — ae|}
U{[S — eSS+],[S — SeS+],[S — SSe+],[S — SS+e|}

=[S — oS]
F={[S"— Se|}
§={([S" — eS],&,[S" — eS][S — eda])}
U{([S" — eS],¢,[S" — eS][S — eSS+])}
S — eS5S+],e,[S — 0SS+]|[S — ea])}
S — eS5S+],e,[S — eSS+][S — eSS+])}
S — SeS+] e, [S — SeS+]|[S — ea])}
S — SeS+].e,[S — SeS+][S — eSS+])}
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(S — eal,a,[S — ae])}

(S — SSe+],+,[S — SS+e])}
[S" — oS][S — ae],e,[S" — Se])}

[S" — &S][S — SS+e],e,[S" — Se|)}

(S — SS+|[S — ae], e, [S — SeS+]|)}

(S — eSS+H]|[S — SS+e], e, [S — SeS+])}
(S — SeS+|[S — ae],e,[S — SSe+]|)}

[S — SeS+]|[S — SS+e], e[S — SSe+])}
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MéQ) = (Q,E,(S, q0>F) mit

Q ={[S" — &S], [S" — Se]}
U{[S — eqa],[S — ae]}

U{[S — e+S5],[S — +eS55],[S — +SeS5],[S — +S5Se|}

=[5 — o]
F=A{[S — Se|}
0 ={([9" — o5],,[S" — oS][F — ea])}
U{([S" — e5],¢,[S" — eS][S — e+S55])}
(S — +55],¢,[S — +eSS|[S — ea])}
S — +e55],¢,[S — +055][S — &+S55])}
(S — +5e5],¢,[S = +5e5][S — ea))}
(S — +SeS],¢,[S — +S5eS5][S — o+55])}
[S — eal,a,[S — ae])}
[S — e+SS],+,[S — +eS5])}
[S" — oS|[S — ael, e, [S" — Se|)}
[S" — oS][S — +5Se], e, [S" — Se])}
[S — +0SS5|[S — ael.e,[S — +SeS])}
(S — +eSS|[S — +S5Se],c,[S — +SeS))}
(S — +S5eS5][S — ael,&,[S — +5Se])}
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(b) Geben Sie fiir Mgl) eine akzeptierende Konfigurationsfolge fiir aa+a+
an.
Losung: o
: . 2
Konfigurationsfolge fiir M/ :

~—~
—

S" — eS], aa+a+)
S" — eS][S — eSS+], aa+a+)
S" — oS][S — eSS+][S — €SS+|, aa+a+)
S' = oS|[S — 0S5+][S — 8S5+][S - ea, aata+)
oS][S — eSS+|[S — eSS+]|[S — as], a+a+)
[S — SeS+], a+a+)
oS][S — eSS+|[S — SeS+]|[S — ea],a+a+)
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oS][S — eSS+|[S — SeS+][S — as], +a+)
[S — eSS+]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]
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oS S = SSet], +at)
S — eSS+][S — SS+e|,a+)
S' = oS][S —5 SeS+], a+t)
S — oS][S — SeS+|[S — ea],a+)
S" — oS][S — SeS+][S — ae|,+)
S' s oS][S — SSe+], +)
S" — eS][S — SS+e],¢)
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(c) Geben Sie fiir Mgz eine akzeptierende Konfigurationsfolge fiir +a+aa
an.

Losung:
Konfigurationsfolge fiir Mé?

(

©«

— ¢S], +a+aa)
S" — oS|[S — e+S55], +a+aa)

oS|[S — +SeS5][S — +SeS
oS][S — +S5eS5][S — +SeS
S||S — +SeS|[S — +SeS
SIS — +SeS][S — +S5Se],¢)
SIS — +S5Se],¢)

€)

Aufgabe 2 Sei im Folgenden X ein endliches Alphabet und £ € N. Mit
o: ¥* x ¥* — X* bezeichnen wir die Konkatenation zweier Worter. Sei
o U* — ¥=F (die ersten k Zeichen eines Worts) definiert als

,a)
(S — ea,a)
B

— a0],6)
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S" — eS|[S — +eS585], at+aa)
S" — eS][S — +eS5][S — eal, at+aa)
S" — oS][S — +eS5][S — ae], +aa)
S" — eS|[S — +S5e5], +aa)
S" — oS][S — +SeS][S — e+S55], +aa)
S" — oS|[S — +S5eS5][S — +55], aa)
oS][S — +SeS5][S — +eSS5][S — eal,aa)
S|[S — +SeS [S — ae],a)
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or(ar...a,) = ay ... amin(n,k)
B {al...ak falls £ < n,

ai...a, sonst.

Sei auBerdem ®f: X=F x Y=k — Y=k definiert als
W1 O Wo = <>k(w1 o ’lUQ).

(a) Welche Fille treten bei o (w; o ws) fiir wy, wy € ¥* auf?

Lo6sung:
Wenn k < |wy|, dann gilt ox(w; o we) = o (wy). Wenn k > |w;q|, dann
gilt o (wy 0 wa) = Wy 0 Opfyyy | (W2).



(b) Zeigen Sie: Fiir alle wy, we € ¥* gilt, dass
<>k(w1 o} wg) = <>k(<>k(w1) o <>k<w2)).
Losung:
kE < |wi|: Es gilt ox(wy 0 wy) = o (wy). AuBerdem folgt aus |(ox(w1))| =
]{, dass <>k(<>k(w1) o] Ok(wg)) = <>k(<>k(w1)) = <>k(w1).
k> |wi|: Es gilt fir alle w € ¥*, dass ox(w; o w) = wy 0 O, ((w).
AuBerdem gilt, dass ¢ (w;) = wy, also
<>k(<>k(w1) o Ok(w2)) = <>k(w1 ¢} <>k(UJ2))
= W1 O O |w, | (0K (w2))
= Wy © <>k_‘W1|(w2).
Der letzte Schritt folgt aus der Tatsache, dass fiir alle w € ¥* und
E' € N mit & <k gilt, dass op(ox(w)) = or(w).
(c) Zeigen Sie, dass (3=F, @y, €) ein Monoid ist, also:

o Fiir alle w € X5F gilt w Op e = e Op w = w.
Losung:
Es gilt o, (w) = w fiir alle w € L=k, also
wERe=9o(woe) =ox(w) =w
e Orw = oK ow) = o (w) = w.
o Fiir alle wy, wy, w3 € LK gilt w; Oy, (we O w3) = (w1 O wy) Op w3.
Losung:
Aus (b) und der Tatsache, dass o (o (w)) = o (w) fiir alle w € ¥,
erhalten wir fiir alle w, w’ € ¥*, dass
<>k(w @) w’) = <>k(<>k(w) o ok(w’))
= ok (oK (w) o ok (ok(w')))
= o (w o o (w')).
Analog gilt, dass
o(wow') = o (o (w) o w').
Somit erhalten wir fiir alle wy, wq, w3 € ¥*, dass
(’LUI ®k U)Q) ®l€ w3 = <>k(<>k(w1 e} U}g) ) w3)
= <>k((w1 (@) U)Q) o 'll)g)
= ox(wy o (wz o ws))
= <>k(w1 e} <>k(w2 ) wg))

= wy O (w2 Of w3).



(d) Schliefien Sie aus Teilaufgabe (b), dass oi: (3*,0,&) — (X=F, O, €) ein
Monoid-Homomorphismus ist, also:
o o) =e.
Losung:
Klar.
o Fiir fiir alle wy, wy € X* gilt o (wq 0 wy) = ok (wy) O ok (ws).
Losung:

<>k(w1 o ’UJQ) = <>k(<>k(w1) o <>k(w2)) = Ok(wl) Ok Ok(’wg).

Aufgabe 3 Zeigen Sie die Aussagen iiber die Operation ® : Dy x Dy — Dy,
von Folie 134:

a) Lod=10
b) 0O L=0
Lo6sung:

Es gilt Ly o Ly = {uv | u € Ly,v € Ly} per Definition. Wenn also Ly oder
L, keine Elemente enthélt, so ist LyoLy = (). Folglich ist LOO = 0O L = 0.

¢) LO(LiULy) = (LG L) U(L® Ly)
Losung:
Es gilt:
L ® (LU Ly) = Firsty(L o (L U Ly))
= Firstg((L o L) U (L o Ly))
= Firstg(L o Ly) U Firstg(L o Ly)
=(LOL)U(LO Ly)

d) (L4ULy) L= (L1 ®L)U(L;®L)

Losung:

Vollig analog zur c).

Beachte: Bei Aufgabe 2 wurde eine Operation ©; auf Wortern der Linge
hochstens k definiert, genauso wie der Abschneideoperator <. Mit dieser

Notation kann man bei dieser Aufgabe, wo es um Sprachen geht, eine
neue Definition einfiihren:

L1 ® L2 = FiI‘Stk(Ll o Lz) = {ok(w) | w=uv,u < Ll,U c L2}



