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Übungsblatt 1

Lösung (Allgemeine Anmerkungen)
Axiom der Extensionalität: Seien X und Y Mengen. Dann gilt:

(∀z .z ∈ X ⇔ z ∈ Y )⇒ X = Y

Das heißt, um zu beweisen, dass zwei Mengen gleich sind, können wir statt-
dessen beweisen, dass die Mengen auf ∈ übereinstimmen. Oft ist es einfacher,
⇔ in zwei Richtungen, ⇐ und ⇒, aufzuteilen. Wir können also auch zeigen:

(∀z .z ∈ X ⇒ z ∈ Y ) ∧ (∀z .z ∈ X ⇐ z ∈ Y )

Die Kontraposition einer Implikation α ⇒ β ist ¬β ⇒ ¬α. Beide sind
äquivalent zueinander:

(α⇒ β)⇔ (¬β ⇒ ¬α)

Mit ⊥ bezeichnet man eine Aussage, die immer falsch ist. Es gilt also insbe-
sondere für alle α, dass ⊥ ⇒ α.

Aufgabe 1
Seien A,B und C Mengen. Beweisen Sie die folgenden Identitäten:

1. A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C )

2. A \ (B ∪ C ) = (A \ B) ∩ (A \ C )

3. A \ (B ∩ C ) = (A \ B) ∪ (A \ C )

Lösung
1.

x ∈ A ∩ (B ∪ C )⇔ x ∈ A ∧ x ∈ (B ∪ C )

⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B ∨ x ∈ C )

⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C )

⇔ x ∈ A ∩ B ∨ x ∈ A ∩ C

⇔ x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C )
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2.

x ∈ A \ (B ∪ C )⇔ x ∈ A ∧ x /∈ B ∪ C

⇔ x ∈ A ∧ (x /∈ B ∧ x /∈ C )

⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∧ (x ∈ A ∧ x /∈ C )

⇔ x ∈ A \ B ∧ x ∈ A \ C
⇔ x ∈ (A \ B) ∩ (A \ C )

3.

x ∈ A \ (B ∩ C )⇔ x ∈ A ∧ x /∈ B ∩ C

⇔ x ∈ A ∧ (x /∈ B ∨ x /∈ C )

⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x /∈ C )

⇔ x ∈ A \ B ∨ x ∈ A \ C
⇔ x ∈ (A \ B) ∪ (A \ C )

Aufgabe 2
Bestimmen Sie die folgenden Mengen:

1. 2{1,2,3} \ 2{1,2}

2. 22{1,2}

3.
⋃

a∈{2,4,6,8,10}{
a
2
, 5 + a

2
}

4.
⋃

n∈N{n, n + 1, n + 2}

Lösung
1.

2{1,2,3} \ 2{1,2}

={∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}} \ {∅, {1}, {2}, {1, 2}}
={{3}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}

2.

22{1,2} = 2{∅,{1},{2},{1,2}}

= {∅}
∪ {{∅}, {{1}}, {{2}}, {{1, 2}}}
∪ {{∅, {1}}, {∅, {2}}, {∅, {1, 2}}, {{1}, {2}}, {{1}, {1, 2}}, {{2}, {1, 2}}
∪ {{∅, {1}, {2}}, {∅, {2}, {1, 2}}, {∅, {1}, {1, 2}}, {{1}, {2}, {1, 2}}}
∪ {{∅, {1}, {2}, {1, 2}}}
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3.
⋃

a∈{2,4,6,8,10}{
a
2
, 5 + a

2
} = {1, . . . , 10}

4.
⋃

n∈N{n, n + 1, n + 2} = N

Aufgabe 3
Beweisen Sie:

1. Für alle Mengen A ist
⋃

a∈A{a} = A.

2. M2 :=
⋂

n∈N{m ∈ N | m ≥ n} = ∅

3. M3 :=
⋂
ε∈R\{0}{x ∈ R | |x − π| ≤ |ε|} = {π}

Lösung
1. x ∈

⋃
a∈A{a} ⇔ ∃a ∈ A.x ∈ {a} ⇔ ∃a ∈ A.x = a ⇔ x ∈ A

2. x ∈ ∅ ist äquivalent zu ⊥.

⇐: ⊥ ⇒ x ∈ M2 gilt trivialerweise.

⇒: x ∈ M2 ⇒ ∀n ∈ N.x ≥ n ⇒ x ≥ x + 1⇒ ⊥.

3. ⇐: x ∈ {π} ⇒ ∀ε ∈ R \ {0}| x − π︸ ︷︷ ︸
=0

| ≤ |ε| ⇒ x ∈ M3

⇒: Wir zeigen statt x ∈ M3 ⇒ x ∈ {π} die Kontraposition: Sei x /∈
{π}, also x 6= π. Daraus folgt, dass |x − π| > |x−π|

2
. Somit gilt

∃ε ∈ R \ {0}.|x − π| > ε⇔ ¬∀ε ∈ R \ {0}.|x − π| ≤ ε⇔ x /∈ M3.

Aufgabe 4 Beweisen Sie:

1.
(⋂

i∈I Ai

)
∪ B =

⋂
i∈I (Ai ∪ B)

2.
(⋃

i∈I Ai

)
∩ B =

⋃
i∈I (Ai ∩ B)

Lösung
1.

x ∈

(⋂
i∈I

Ai

)
∪ B ⇔ x ∈

(⋂
i∈I

Ai

)
∨ x ∈ B

⇔ (∀i ∈ I .x ∈ Ai) ∨ x ∈ B

⇔ ∀i ∈ I .x ∈ Ai ∨ x ∈ B

⇔ ∀i ∈ I .x ∈ Ai ∪ B

⇔ x ∈
⋂
i∈I

(Ai ∪ B)
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2.

x ∈

(⋃
i∈I

Ai

)
∩ B ⇔ x ∈

(⋃
i∈I

Ai

)
∧ x ∈ B

⇔ (∃i ∈ I .x ∈ Ai) ∧ x ∈ B

⇔ ∃i ∈ I .x ∈ Ai ∧ x ∈ B

⇔ ∃i ∈ I .x ∈ Ai ∩ B

⇔ x ∈
⋃
i∈I

(Ai ∩ B)

Aufgabe 5
Seien A1,A2 und A3 Mengen. Beweisen oder widerlegen Sie:
Ist A1∩A2 6= ∅, A1∩A3 6= ∅ und A2∩A3 6= ∅, so ist auch

⋂
i∈{1,2,3}Ai 6= ∅.

Lösung
Sei A1 = {1, 2}, A2 = {2, 3} und A3 = {1, 3}. Dann gilt A1 ∩ A2 = {2},
A1 ∩ A3 = {1} und A2 ∩ A3 = {3}, aber A1 ∩ A2 ∩ A3 = ∅.
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