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Ubungsblatt 8

Aufgabe 1 Beweisen Sie:

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph und sei jeder Knoten v € V
vom Grad hochstens 2 (Vo € V @ dg(v) < 2). Dann ist G entweder ein
einzelner Knoten, der P, oder der C,.

Hinweis: Versuchen Sie vollstandige Induktion iiber die Anzahl der Kanten.

Losung
|E| =0: Da|V|>1und G zusammenhéngend ist, muss | V| = 1 gelten.

|E| =1: G kann nur P, sein.

|E| > 1: jei G' = (V',E') mit £/ = EW {v;,v;} und V' C V. Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist G’ entweder ein P, oder ein C,. Letzteres ist
nicht moglich, da G einen Knoten mit Grad 3 hatte. Also muss G’ ein
P, sein. Erweitert man einen P, so um eine Kante, dass alle Knoten
hochstens Grad 2 haben, so erhilt man entweder P, .; oder C,,.

Aufgabe 2 Gegeben folgender Graph
und das Matching M = {{h,f},{c, e}, {a,d}}:

Y

(a) Ist M maximal/perfekt?

(b) Finden Sie einen erweiternden Weg, der die Kanten {h, f} und {c, e}
enthalt?

(c) Geben Sie ggf. das aus dem resultierenden Weg entstehende Matching
an. Ist dieses Matching maximal /perfekt?



Losung
(a) M ist maximal, da sich keine Kante mehr hinzufiigen lésst, aber nicht
perfekt, da b, g ¢ M.

(b) [g:h,f ¢ e, b]
(©) (MU{{g, h},{f, ct, {e, b3 )\{{c, e}, {h, [} = {{a, d} {g, h} {f, e}, {e, b}

Das resultierende Matching ist perfekt.

Aufgabe 3 Bestimmen Sie die Anzahl der perfekten Matchings im bipar-
titen Graphen K, , und im vollstdndigen Graphen Ko,.

Loésung
K, , besitzt n! perfekte Matchings. Ka, besitzt [[}_, 2 — 1 perfekte Mat-
chings.

Aufgabe 4 Zeichnen Sie den Graph
G=(V,E)mit V=1{1,2,3,4,5}, E = {{1,2},{1,3},{1,5},{2,4},{2,5},{3,4},{3,5}}.

(a) Enthélt G einen Eulerweg / Eulerkreis?

(b) Sei G' = (V U{6}, EU{{1,6},{2,6}}).
Enthélt G’ einen Eulerweg / Eulerkreis?

(¢) Sei G" = (V'U{6,7}, EU{{1,6},{2,6},{3,7},{4,7}}).
Enthélt G” einen Eulerweg / Eulerkreis?

Losung

(a) Kein Eulerweg und kein Eulerkreis, da d, = 4.
(b) Eulerweg [5,2,1,6,2,4,3,5,1,3|, aber kein Eulerkreis, da d, = 2.
(c¢) Eulerweg [5,2,1,6,2,4,3,5,1,3,7,4], aber kein Eulerkreis, da d, = 2.
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Aufgabe 5 Bestimmen Sie ein Kriterium, so dass ein Graph G = (V, F)
einen Eulerweg, aber keinen Eulerkreis hat.

Losung
d, =2

Aufgabe 6 Beweisen oder widerlegen Sie: In jedem Graph G = (V, E) mit
Eulerkreis gibt es eine Menge von echten Kreisen, so dass jede Kante e € £
in genau einem dieser Kreise liegt.

Losung

Induktion iiber die Anzahl der mehrmals besuchten Knoten im Eulerkreis:
Sei (v, ..., Uy, Upy1] mit v,41 = vy ein Eulerkreis in G. Wihle das kleins-
te k so, dass es ein j < k gibt mit v; = v;. Falls 7 = 1 und £ = n + 1,
S0 ist [vy,..., Upq1] ein echter Kreis. Ansonsten ist K = [v;, vj41,..., v] ein
echter Kreis mit den Kanten E' = {{v;,vis1} | j < i < k}. Der Graph
G' = (V, E\ E') enthélt noch den Eulerkreis [v1, ..., v, Vg11, . .., Upt1]. Nach
Induktionsvoraussetzung kann G’ in echte Kreise {Kj, ..., K, } zerlegt wer-
den und G somit in {Kj,..., K, K}.

Aufgabe 7 Sei G ein Graph mit n Knoten.

(a) Was ist die kleinste Anzahl an Kanten m, die man braucht, so dass G
zusammenhéingend ist?

(b) Wie viele Kanten muss G mindestens haben, so dass G in jedem Fall
zusammenhéngend ist?

Losung
(a) P, besitzt die kleinste Anzahl an Kanten: n — 1.

(b) K,_1 besitzt die grofite Anzahl an Kanten fiir n — 1 Knoten. Erwei-
tert man diesen um einen Knoten, so muss man noch eine Kante hin-
zufiigen, damit der resultierende Graph zusammenhéngend ist. Insge-

samt benotigt man also mindestens ("LQ("_Q) + 1 Kanten.



