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Aufgabe 1 Geben Sie die Verknüfungstabellen der folgenden Monoide an
und bestimmen Sie, welches Monoid eine Gruppe ist:

1. S3

2. (Z5 \ {0}, ·)

3. (Z4, ·)

Lösung
1. Seien e = (1), d = (1, 2, 3), d2 = (1, 3, 2), s1 = (2, 3), s2 = (1, 3),

s3 = (1, 2). Hierbei steht d für ,,nach rechts drehen“ (d2 für zwei mal
nach rechts drehen) und si für ,,Spiegeln um i“ (die i -te Komponente
wird festgehalten und die beiden anderen getauscht).

Zeile ◦ Spalte:

e s3 s1 s2 d2 d

e e s3 s1 s2 d2 d
s3 s3 e d2 d s1 s2
s1 s1 d e d2 s2 s3
s2 s2 d2 d e s3 s1
d2 d2 s2 s3 s1 d e
d d s1 s2 s3 e d2

S3 ist eine Gruppe.

2.

1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1

(Z5\{0}, ·) ist eine Gruppe, da 1 das neutrale Element ist und 2−1 = 3,
3−1 = 2 und 4−1 = 4.
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3.

0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

(Z4, ·) ist keine Gruppe, da 2−1 nicht definiert ist.

Aufgabe 2

1. Geben Sie alle Untergruppen der folgenden Gruppen an:

(a) S3

(b) (Z8,+)

2. Finden Sie, falls möglich, zu den beiden Gruppen je zwei Untergruppen,
deren Vereinigung keine Untergruppe ist.

Lösung
1. (a) Seien wieder e = (1), d = (1, 2, 3), d2 = (1, 3, 2), s1 = (2, 3),

s2 = (1, 3) und s3 = (1, 2). Idee: d und d2 sind zueinander invers.
Ebenso sind alle si (i = 1, . . . , 3) zu sich selbst invers. Die Unter-
gruppen von S3 sind also: {e}, S3 selbst, {e, d , d2}, {e, s1}, {e, s2}
und {e, s3}.

(b) Die Untergruppen von (Z8,+8) sind: (Z8,+8) selbst, ({0, 2, 4, 6},+8),
({0, 4},+8) und ({0},+8). Diese Gruppen sind isomorph zu den
Teilern von 8, also (Z8,+8), (Z4,+4), (Z2,+2) und (Z1,+1).

2. Es gilt {0} ⊆ {0, 4} ⊆ {0, 2, 4, 6} ⊆ {0, . . . , 7}, also lassen sich keine
zwei Untergruppen von (Z8,+8) finden, die vereinigt keine Gruppe sind.
Hingegen ist M = {e, s1} ∪ {e, s2} keine Gruppe, da s2 ◦ s1 = d2 /∈ M .

Aufgabe 3 Berechnen Sie:

1. 540 mod 3

2. (77 · 34) + (85 · 44) mod 4

3. 234 mod 5
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Lösung
1.

540 mod 3 = (5 mod 3)40 mod 3

= 240 mod 3

= (22 mod 3)20 mod 3

= 120 mod 3

= 1

2.

(77 · 34) + (85 · 44) mod 4 = ((77 · 34) mod 4 + (85 · 44) mod 4) mod 4

= ((77 · 34) mod 4 + (85 mod 4 · 44 mod 4) mod 4) mod 4

= ((77 · 34) mod 4 + (1 · 0) mod 4) mod 4

= ((77 · 34) mod 4) mod 4

= (77 mod 4 · 34 mod 4) mod 4

= (1 · 2) mod 4

= 2

3.

234 mod 5 = (23 mod 5)3
3

mod 5

= 333 mod 5

= (33 mod 5)3
2

mod 5

= 232 mod 5

= 29 mod 5

= 2

Aufgabe 4 Beweisen Sie: Es ist (a + b)5 ≡ a5 + b5 mod 5 für alle a, b ∈ Z.
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Lösung

(a + b)5 mod 5 =

(
5∑

i=0

(
5

i

)
a ib5−i

)
mod 5

=

(
5∑

i=0

(
5

i

)
a ib5−i mod 5

)
mod 5

=

(
5∑

i=0

5!

(5− i)!i !
a ib5−i mod 5

)
mod 5

=

(
a5 mod 5 + b5 mod 5 +

4∑
i=1

5!

(5− i)!i !
a ib5−i mod 5

)
mod 5

=

(
a5 mod 5 + b5 mod 5 +

4∑
i=1

5i

i !
a ib5−i mod 5

)
mod 5

= (a5 + b5) mod 5

Aufgabe 5 Zeigen Sie, dass ϕ mit

ϕ : (Z,+)→ (mZ,+), ϕ(x ) = mx

für m ∈ N ein Isomorphismus ist.

Lösung
ϕ ist injektiv, denn ϕ(x ) = ϕ(y) ⇒ mx = my ⇒ x = y . Außerdem ist ϕ
surjektiv, denn: Sei b ∈ mZ = {mx | x ∈ Z}, dann gibt es ein a ∈ Z mit
b = ma und somit ϕ(a) = ma. ϕ ist ein Homomorphismus, denn ϕ(a + b) =
m(a + b) = ma + mb = ϕ(a) + ϕ(b).
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