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Einfiihrung
Korrekte Software/Hardware

Drei beriihmte Software/Hardware Fehler:

@ Pentium-Fehler (1993): Kosten ca 475 Millionen Dollar
@ Ariane 5 (1996): Kosten ca 600 Millionen Dollar
@ Mars Orbiter (1999): 125 Millionen Dollar

Wie koénnen solche Fehler verhindert werden?

@ Fehlervermeidung durch Verwendung von
Software-Engineering-Methoden

@ Testen
@ Deduktive Verifikation (z.B: Hoare-Kalkiil)
@ Model-Checking
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Idee des Model-Checking

Eigenschaften von Systemen (Hardware oder Software) sollen automatisch
verifiziert werden.

Beispiele fiir Systemeigenschaften:

@ Fiir jede Eingabe terminiert das Programm P.
@ Jeder Druckjob wird irgendwann auch bedient.

@ In jedem Systemablauf gilt: BuffergroBe < 1GB

In der Informatik haben wir es mit zwei Typen von Systemen zu tun:
@ Hardwaresysteme: typischerweise endlicher aber extrem groBer

Zustandsraum (25peichergroBe)

@ Softwaresysteme: typischerweise unendlicher Zustandsraum, z. B.
aufgrund von Variablen mit unendlichen Wertebereichen (integers,
reals)
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Einfiihrung

Transitionsgraphen

Systeme (endlich oder unendlich) kdnnen abstrakt als Transitionsgraphen
modelliert werden.

Definition (Transitionsgraph)
Ein Transitionsgraph ist ein Tupel T = (V, E, I, 7) mit:

@ V ist ein beliebige Menge (die Zustandsmenge oder Menge der
Knoten).

@ E C V x V ist die Menge der Kanten (Transitionen oder
Systemiibergange).

@ [1 ist eine endliche Menge von Knotenmarkierungen (Propositionen).

o m:V —2M 7(v) fiir v € V ist die Menge der in v geltenden
Propositionen (21 = Menge aller Teilmengen von ).

Alternative Bezeichnungen: Kripke-Struktur, knotenbeschrifteter
(gerichteter) Graph.
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Einfiihrung
Transitionsgraphen

Beispiel: Die Symbole in den Knoten sind die Propositionen, die dem

Knoten zugeordnet sind.

P

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Model-Checking WS 2015/2016 6 /279



Einfiihrung
Transitionsgraphen

Beispiel: Sequentieller Schaltkreis C mit

@ n Inputbits x1, ..., Xp,
@ m Outputbits y1,...,ym und
@ k internen Bits (Register) zi, ...,z

Die Dynamik von C kann durch zwei Funktionen f, : {0,1}"k — {0, 1}™
und £, : {0,1}"% — {0,1}k dargestellt werden.

Falls xq, ..., x, die aktuellen Werte der Inputbits sind und zi, ..., zx die
aktuellen Werte der internen Bits sind, dann sind
® f,(x1,...,Xn, 21,...,2k) sind die Werte der m Outputbits y1,..., ym,
und
o f(x1,...,%Xn, 21,-..,2x) die neuen Werte der k internen Bits
21y .y Zk.
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Einfiihrung
Transitionsgraphen

C kann durch den folgenden Transitionsgraphen T = (V, E, N, 7)
modelliert werden:

o V ={0,1}"*k

Ein Knoten v € V reprasentiert die aktuellen Werte der n Inputbits
und k internen Bits.

e E={((a,c), (@, (3rc)) |33 c{0,1}",cc {0,1}*}

Beachte: Die Inputbits werden bei einer Transition
nichtdeterministisch neu gesetzt.

Idee: Inputbits kénnen nicht kontrolliert werden.

o 1= {X17"'7Xn7.y17"'7_ymazl7~~~7zk}

=) 7'('(5,?) = {X,' | aj = 1} U {y,- | fy(ﬁ,f),’ = 1} U {Z,' | Ci = 1} fir alle
ac{0,1}", cc{0,1}*
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Einfiihrung

Reprasentation endlicher Transitionsgraphen

Die Standardreprasentation eines endlichen Transitionsgraphen
T =(V,E,N,x) besteht aus Adjazenzlisten.

Wir speichern fiir jeden Knoten v € V

@ eine Liste mit allen v € V, fiir die (v, u) € E gilt
(alle Nachfolger von v), sowie

@ eine Liste mit allen Propositionen in 7(v).

Fiir manche Anwendungen ist es niitzlich, fiir jeden Knoten v € V eine
weitere Liste mit allen Vorgéngern (also allen Knoten u € V mit
(u,v) € E) zu haben.

Diese Vorgangerlisten konnen in Zeit O(|V| + |E|) aus den Adjazenzlisten
erzeugt werden.

Spater werden wir kompaktere Reprdsentationen sehr groBer
Transitionsgraphen, wie sie in der Hardwareverifikation auftreten,

kennenlernen (ordered binary decision diagrams).
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Einfiihrung
Abstraktion

Transitionsgraphen sind ein abstrahiertes Modell fiir reale Systeme:

@ Systemzustinde (Momentaufnahmen) werden auf endlich viele
Systemeigenschaften (= Propositionen) reduziert.

@ Konkrete Werte von z.B. Integervariablen gehen dabei verloren.

@ Dies ist der Preis, den man zahlen muss, um der Unentscheidbarkeit
zu entgehen.
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Einfiihrung
Erreichbarkeit

Die wohl wichtigste Frage, fiir die man sich beim Model-Checking
interessiert, ist Erreichbarkeit.

Genauer: Fiir einen Transitionsgraphen T = (V/, E, I, ), einen initialen
Knoten v € V, und eine Zielmenge U C V/, will man wissen, ob es einen
Pfad von v in die Menge U gibt (kurz: U ist von v erreichbar).
Solch ein Pfad ist eine Folge von Knoten vy, vo, v3, ..., v, mit:

o vy =V

o v, U

o Firalle1 <i<n-1gilt (vj,vi+1) € E.

Die Menge U konnte z.B. eine Menge von kritischen Systemzustédnden, die
auf jeden Fall vermieden werden soll, reprasentieren.

Wenn dann U von v erreichbar ist, heiBt das, dass v nicht sicher ist.
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Einfiihrung
Erreichbarkeit

Durch Tiefensuche kann Erreichbarkeit in linearer Zeit O(|V| + |E|)
tberpriift werden.

Aber:

o Wenn z.B. |V| = 2102% (Hardware mit 1024 bits) ist dies nicht mehr
praktikabel.

@ Ist V gar unendlich, so muss Erreichbarkeit nicht mehr entscheidbar
sein.

@ In der Tat: Das unentscheidbare Halteproblem fiir Turingmaschinen
(oder z.B. C-Programme) kann als ein Erreichbarkeitsproblem
betrachtet werden:

Kann von der Anfangskonfiguration einer Turingmaschine eine
Konfiguration, wo der Zustand ein Endzustand ist, erreicht werden?
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Einfiihrung
Logiken

Komplexere Eigenschaften von Systemen (= Transitionsgraphen) werden
wir durch Logiken beschreiben.

Typische Logiken zur Beschreibung von Systemeigenschaften:

@ LTL: linear temporal logic

@ CTL: computation tree logic
Das Model-Checking Problem:
Fiir eine Formel ¢ einer Logik L und einen Transitionsgraphen T wollen
wir tberpriifen, ob ¢ in T gilt, kurz T = ¢.

Vorteile der Beschreibung von Systemeigenschaften mittels Logik:

@ Formal definierte Semantik
@ Modulare Definition von Systemeigenschaften
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Erfolge des Model-Checking

Es gibt mittlerweile eine Reihe von (zum Teil auch industriell eingesetzten)
Model-Checking Wergzeugen, siehe z.B.
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_model_checking_tools.

Einige Erfolge:

@ 1992: Validierung des Cache-Kohéarenz-Protokolls des
|IEEE-Futurebus+ mittels SMV (Symbolic Model Verifier), siehe

http://www.cs.cmu.edu/~emc/papers/Conference’20Papers/95_verification_fbc_protocol.pdf .

@ 2001: Verifikation der FlieBkomma-Einheit des Pentium 4. Fehler im
FADD-Befehl gefunden, siehe
http://www.cs.rice.edu/~vardi/comp607/bentley.pdf.

@ 2000-2004: SLAM Projekt zur automatischen Verifikation von
Windows XP Geratetreibern, siehe
http://research.microsoft.com/pubs/70038/tr-2004-08.pdf
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LTL: linear temporal logic
Syntax von LTL

LTL (linear temporal logic) ist eine beliebte Logik zur Beschreibung
(un)erwiinschter Systemablaufe.

Sei I eine endliche Menge von Propositionen und sei ¥ = 2.

Definition (LTL-Formeln)

Die Menge LTL() aller LTL-Formeln iiber I ist die beziiglich Inklusion
kleineste Menge von Formeln mit:

o I C LTL(N)
@ Wenn ¢,v € LTL(M), dann auch —p, (p A1), (¢ V) € LTL(M)
@ Wenn ¢, € LTL(MM), dann auch Xy, (pU1) € LTL(N).

Uberfliissige Klammern lassen wir auch weg.
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LTL: linear temporal logic

Unendliche Worter

Wir interpretieren LTL-Formeln liber unendlichen Wortern iiber dem
Alphabet ¥ (auch bekannt als w-Woérter).

Definition (w-Worter)

Mit X% bezeichnen wir die Menge aller w-Woérter iiber dem Alphabet X:

Y¥ ={ajapazas--- |Vi>1:a,€ X}

Formal kann man ein w-Wort w = ajarazas - -- auch als eine Funktion
w : N — X definieren (hier: w(i) = a;).

Fiir ein w-Wort w = ajarasas--- und i > 1 definieren wir das w-Wort
i
W= aidit1dit2" " -

Insbesondere gilt w! = w.
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LTL: linear temporal logic

Semantik von LTL auf w-Wortern

Fir w = (aja2---) € X und ¢ € LTL(M) gilt w |= ¢ (¢ gilt in w) genau
dann, wenn einer der folgenden Fille gilt:
e p=pecllundpea
o=t und w £
=1 A6 und (w =1 und w = 0)
=1 VH0und (w =1 oder w |= 6)
¢ =Xy und w? =9
@ =1 U0 und es existiert ein kK > 1 mit

o wk =0 und
ow vy firallel<i<k-1

Intuitive Bedeutung von

@ X¢b (NEXT 1): Im ndchsten Schritt gilt 1.
@ U# (¢» UNTIL 6): Irgendwann gilt # und bis dahin gilt 1.
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LTL: linear temporal logic

Wichtige LTL-Abkiirzungen

@ Fy:=(pV —p)U1: irgendwann (finally) gilt ¢
Fiir jedes w-Wort w gilt:
w = Fy
= wk(pV-p)Uy
— Fk>1:whkEgundVi<i<k—1:w|=(pV-p)
— Fk>1:wkEvy

o Gy := —F(—%): ¢ gilt immer (globally).
Fiir jedes w-Wort w gilt:
w = Gy
= Vk>1:wkp -
— Vk>1:wkEvy
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LTL: linear temporal logic

Wichtige LTL-Abkiirzungen

@ Ry := =(—pU—1): Release- oder Ablésungs-Operator
Fiir jedes w-Wort w gilt
w = ¢RY
w = =(=pU )
Vk>1:wkE—poder N<i<k—1:w -y
Vk>1:whEgoderII<i<k—1:w ko
(Vk >1:wX =) oder 3k >1: wk = ¢ und
Vi<i<k:w 4

<~
<~
—
<~
Intuition: ¢ wird durch ¢ abgelost.
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LTL: linear temporal logic
LTL-Beispiele

Wir schreiben im folgenden p (bzw. g) fiir die Menge {p} (bzw. {q}) in
w-Wortern.

Fiir u € £1 schreiben wir u® fiir das unendliche Wort vuuuuu - - - .
@ FGp: Ab einen bestimmten Zeitpunkt gilt p fiir immer.

Es gilt z.B. gpgpgp” = FGp.
o GFp: p gilt unendlich oft.

Es gilt z.B. H,-Zl(qip) = GFp.

o G(g — Fp): Wann immer q gilt, gilt zu einem spateren Zeitpunkt
irgendwann p.

Es gilt z.B. [[;>1(¢'p) = G(q — Fp) aber auch §* |= G(g — Fp).
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LTL: linear temporal logic

GroBe einer LTL-Formel

Fiir genaue Aussagen liber die Laufzeit von Algorithmen miissen wir die
GroBe einer LTL-Formel sinnvoll definieren.

Definition (GroBe einer LTL-Formel)

Fiir eine LTL-Formel ¢ € LTL(IM) definieren wir die GroBe |¢| induktiv wie
folgt:

o |pj=1firpen

° |[—9| = [X¢| = [Fp| = |G| = 1+ [¢)]

o [0y =10V =[0U¢|=|0Rp|=1+]0]+[¢]
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LTL: linear temporal logic

Aquivalenz

Definition (Aquivalenz von LTL-Formeln)

Zwei LTL-Formeln ¢, € LTL(N) sind dquivalent, kurz ¢ = v, genau
dann, wenn fiir alle w-Woérter w € (21« gilt:

Wk — wk.

Beispiele:

o X(p A1) =XpAXep

o X(p V) =XpVXep

o G(pAY)=Gp NGy

e F(p V) =FpVFy

o FFp=Fp

e GGp =Gy

@ ARy =Gy Vv (YU (6 AYY))
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LTL: linear temporal logic
Abwicklung von U and R

Die beiden folgenden Aquivalenzen sind besonders wichtig, daher
formulieren wir sie als Lemma:

Lemma 1 (Expansionsgesetze)

Folgende Aquivalenzen gelten fiir alle LTL-Formeln ¢ und -

Ut = 9V (pAX(pUy))
eRY = YA (pVX(pRe))

Beweis: Ubung
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LTL: linear temporal logic
Positive Normalform

Im folgenden erlauben wir den release-Operator R in LTL-Formeln.

Definition (positive Normalform)

Eine LTL-Formel ist in positive Normalform, falls das Negationssymbol —
nur direkt vor Propositionen aus I auftaucht.

Beispiel: Die Formel
~((pA=q)U(Xp))
ist nicht in positiver Normalform.

Sie ist aber dquivalent zu folgender Formel in positiver Normalform:

(—=pV q)RX(=p).
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LTL: linear temporal logic
Positive Normalform

Zu jeder LTL-Formel existiert eine dquivalente LTL-Formel in positiver
Normalform.

Beweis: Negationen kénnen durch Ausnutzen folgender Aquivalenzen
direkt vor Propositionen gedriickt werden.

°o Y =1

° (pAY)= oV
° (pVY)= A
o Xy =X

o ~(pUy)=—pR~
° ~(pRY) = U~
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LTL: linear temporal logic

Semantik von LTL auf Transitionsgraphen

Definition (Menge der in v beginnenden unendlichen Pfade)

Fiir einen Transitionsgraphen T = (V,E, M, 7) und v € V sei

path(T,v) = {(ivavz---) € V¥ | vi = v, (vj, viy1) € E fiir alle i > 1}

Definition (Menge der in v beginnenden w-traces (Spuren))

Fiir einen Transitionsgraphen T = (V,E,MN,7) und v € V sei

w-tr(T,v) = {m(vi)m(va)m(v3) -+ | (vivavs---) € path(T,v)} C T*.

Definition (Semantik von LTL auf Transitionsgraphen)

Fiir ¢ € LTL(M) schreiben wir (T, v) = ¢, falls w = ¢ fiir alle
w € w-tr(T, v) gilt.

Vorsicht: (T, v) [~ ¢ ist nicht dquivalent zu (T, v) = —¢!
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LTL: linear temporal logic

Semantik von LTL auf Transitionsgraphen

Beispiel: Sei T folgender Transitionsgraph und vy der mit dem
eingehenden Pfeil markierte Knoten.

Dann gilt z.B.

e (T,vw) =GFp
° (T,wv) = G(pV Xp)
e (T,vw) = GFr

Aber ( Ty, v) = GFq gilt nicht.
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LTL: linear temporal logic

LTL-Model-Checking

Definition (LTL-Model-Checking auf endlichen Transitionsgraphen)

INPUT: Ein endlicher Transitionsgraph T = (V, E, I, 7), ein Knoten
v € V, und eine LTL-Formel ¢ € LTL(I).

FRAGE: Gilt (T, v) = ¢?

Apriori ist nicht klar, ob das LTL-Model-Checking Problem iiberhaupt
entscheidbar ist.

Unser Ziel im folgenden ist zu zeigen, dass LTL-Model-Checking
entscheidbar ist.

Wir verwenden hierzu den automatentheoretischen Ansatz und iibersetzen
eine LTL-Formel in einen sogenannten Biichiautomaten.
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LTL: linear temporal logic
Biichiautomaten

Rein syntaktisch ist ein Biichiautomat genau das gleiche wie ein
nichtdeterministischer endlicher Automat (siehe GTI).

Definition (nichtdeterministischer Biichiautomat, kurz NBA)

Ein nichtdeterministischer Biichiautomat (iiber dem Alphabet ¥) ist ein
Tupel B = (S,%,6,s0, F), wobei gilt:

@ S ist eine endliche Menge von Zustanden.

@ X ist ein endliches Alphabet.

@ ) CS x X x S ist die Transitionsrelation.

°

°

sp ist der Anfangszustand.

F C S ist die Menge der Endzustande.
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LTL: linear temporal logic
Biichiautomaten

Definition (Lauf und akzeptierender Lauf)
Sei B=(S,%,0,50, F) ein NBA und w = (ajapaz---) € Xv.

Ein Lauf von B auf w ist ein w-Wort (spsisp---) € S¥ mit
(si,yai+1,Si+1) € 0 fur alle i > 0.

Dieser Lauf ist ein akzeptierender Lauf von B auf w, falls es unendlich
viele i > 0 mit s; € F gibt (oder dquivalent: es gibt ein g € F so dass
s; = q fiir unendlich viele i gilt).

Definition (die von einem NBA akzeptierte Sprache)
Die von dem NBA B = (S, %, 0, sp, F) akzeptierte Sprache ist

L(B) = {w € X% | es existiert ein akzeptierender Lauf von B auf w}.
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LTL: linear temporal logic

Beispiele fiir Blichiautomaten

Wir verwenden zum Zeichnen von Biichiautomaten die gleichen
Konventionen wie bei normalen endlichen Automaten.

Beispiel 1: Dieser NBA akzeptierte alle w-Woérter, die unendlich viele a's
enthalten.

Beispiel 2: Dieser NBA akzeptierte {a, b}*a®.
60—
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LTL: linear temporal logic
Regulare w-Sprachen

Definition (reguldre w-Sprachen)
Eine Sprache L C ¥¥ ist w-regular, falls ein NBA B mit L(B) = L existiert.

Lemma 3

Eine Sprache L C Y% ist w-reguldr genau dann, wenn
@ n>0und
@ regulire Sprachen Uy, Vi ..., U,,V, C Xt

existieren mit

n
L= ]Juwvy.
i=1

Beweis: Ubung.
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LTL: linear temporal logic
LTL — BA

Satz 4 (Vardi, Wolper 1994)

Fiir eine gegebene Formel ¢ € LTL(IM) kann man einen NBA B iiber dem
Alphabet ¥ := 2™ mit 1+ |¢| - 221#| vielen Zustsnden konstruieren, so dass

L(B)={w e X¥|wE ¢} gilt.

Fiir den Beweis von Satz 4 ist es hilfreich, mit sogenannten
verallgemeinerten Biichiautomaten zu arbeiten.

Definition (verallgemeinerter Biichiautomat, kurz VBA)

Ein verallgemeinerter Biichiautomat (iiber dem Alphabet ¥) ist ein Tupel
B=(S,%,0,1,Fg,...Fk_1), wobei gilt:

@ S, X und § wie bei einem (normalen) Biichiautomaten,

e |, Fy,...,Fr_ 1 CS, und

o k>1.

v
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LTL: linear temporal logic

Verallgemeinerte Biichiautomaten

Definition (Lauf und akzeptierender Lauf eines VBA)
Sei B=(S,%,0,1,Fg,...,Fx_1) ein VBA und w = (ajapasz---) € X¥.

Ein Lauf von B auf w ist ein w-Wort (spsisp -+ ) € S¥ mit sp € / und
(si,ai+1,Si+1) € 0 fur alle i > 0.

Dieser Lauf ist ein akzeptierender Lauf von B auf w, falls es fiir alle
0 <j < k —1 unendlich viele i > 0 mit s; € F; gibt.

Definition (die von einem VBA akzeptierte Sprache)
Die von dem VBA B = (S,X%,6,/, Fo, ..., Fx—1) akzeptierte Sprache ist

L(B) = {w € X% | es existiert ein akzeptierender Lauf von B auf w}.
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LTL: linear temporal logic
VBA — NBA

Aus einem VBA B = (5,%,6,1, Fo, ..., Fx_1) kann ein NBA A mit
1+ |S| - k vielen Zustanden und L(A) = L(B) konstruierte werden.

Beweis: Sei k > 2.
Schritt 1. Wir reduzieren zunichst k auf 1.
Definiere den VBA

B'=(Sx{0,....k—1},%,8,1 x {0}, F x {0})
wobei ¢ C (S x{0,...,k—1}) x X x (§x{0,...,k—1}) wie folgt
definiert ist:
& ={((s,i),a,(p,i)) | (s,a,p) € 6,s & Fi} U
{((s,i),a,(p,i +1mod k)) | (s,a,p) € 6,s € Fi}
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LTL: linear temporal logic
VBA — NBA

Behauptung 1: L(B) C L(B').

Sei w € L(B).

Also hat B einen akzeptierenden Lauf r = (spsisz -+ - ) auf w.

Fiir alle 0 < j < k — 1 existieren also unendlich viele i > 0 mit s; € F;.

Wir wahlen nun Positionen 0 =71 < g < i1 < i < --- wie folgt aus:
ip =min{j > ip—1| S € Fpmod «} fiiralle p >0

Also kann der VBA B’ zum Zeitpunkt i, die Transition
((si,» p mod k), a, (si,+1, p + 1 mod k)) durchfiihren.

Damit durchlduft B’ unendlich oft die Menge Fo x {0}, d.h. w € L(B’).
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LTL: linear temporal logic
VBA — NBA

Behauptung 2: L(B’) C L(B).

Sei w € L(B').

Also hat B’ einen akzeptierenden Lauf r = (sp, jo)(s1,/1)(S2,J2) - - - auf w.
Es existieren also unendlich viele i > 0 mit s; € Fg und j; = 0.

Damit aber die zweite Komponente j; in r unendlich oft 0 durchlauft,
muss unendlich oft der Zyklus 0,1,2, ...,k — 1 durchlaufen werden.

Insbesondere gibt es fiir alle 0 < j < k — 1 unendlich viele i > 0 mit
S € FJ

Also ist spsisy - - - ein akzeptierender Lauf von B auf w, d.h. w € L(B).
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LTL: linear temporal logic
VBA — NBA

Schritt 2: Wir reduzieren die Menge der Anfangszusténde / auf einen
Zustand.

Sei hierzu B = (S,%,4, 1, F) ein VBA mit einer einzigen
Endzustandsmenge.

Sei sp € S ein neuer Zustand.

Definiere den NBA
A=(SU{s},%,8, {0}, F)
mit
§ =06U{(s0,a,p) | Ise€l:(s,ap)ecd}
Dann gilt in der Tat L(A) = L(B).

Schritt 1 und 2 kombiniert fiihren auf einen NBA mit 1 + |S| - k vielen
Zustanden. O
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

Sei ¢ € LTL(M), wobei alle p € I auch in ¢ vorkommen sollen. Wegen
Lemma 2 kdnnen wir voraussetzen, dass ¢ in positiver Normalform ist.

Definition (Fischer-Ladner-Abschluss)

Der Fischer-Ladner-Abschluss FL(y) von ¢ ist die beziiglich Inklusion
kleinste Menge von LTL-Formeln mit folgenden Eigenschaften:

o {puNuU{-p|pel} CFL(y)

@ Wenn 6V ¢ € FL(p), dann 6 € FL(y) und ¢ € FL(y).
@ Wenn 8 Ay € FL(p), dann 6 € FL(p), ¢ € FL(p).

@ Wenn Xy € FL(p), dann ¢ € FL(yp).

@ Wenn 8U ) € FL(y), dann X(0U ) € FL(p), 8 € FL(y), ¢ € FL(y).
@ Wenn OR 1 € FL(p), dann X(§ Ry) € FL(p), 6 € FL(p), ¥ € FL(y)

4
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

Beispiel: FL((—p) U (g A r)) besteht aus folgenden Formeln:

X((—\p)U(q/\r)), (_‘p)U(q/\r)7 gqAr, p, 2p, q, 0q, r, r.

Beachte: |[FL(p)| < 2 |g|, denn fiir jede Teilformel ¥ von ¢ enthalt
FL(p) hochstens zwei Formeln (¢ und X1, bzw. p und —p).
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

Definition (Hintikka-Mengen)

Sei ¢ € LTL(IM) wieder in positiver Normalform, und alle p € 1 kommen
in ¢ vor.

Eine Hinitikka-Menge fiir ¢ ist eine Menge M C FL(g) mit folgenden
Eigenschaften.

o Fiir alle p € T1 gilt entweder p € M oder -p € M

@ Wenn 6 Ay € M dann (§ € M und ¢ € M).

@ Wenn 6 V¢ € M dann (6 € M oder ¢ € M).

@ Wenn Uy € M, dann (¢ € M oder (0 € M und X(OU ) € M)).
@ Wenn R € M, dann (p € M und (6 € M oder X(# Rv)) € M)).
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

H(yp) C 2FH(#) sei die Menge aller Hintikka-Mengen fiir (.

Intuition: Sei w € X, Sei weiterhin M = {¢ € FL(p) | w = ¢ }.
Offensichtlich muss M eine Hintikka-Mengen fiir ¢ sein.

Die Mengen in H(¢y) sind also die Teilmengen des
Fischer-Ladner-Abschlusses, die in einem w-Wort wahr sind.
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

Wir konstruieren nun aus einer LTL-Formel ¢ (wie immer in positiver
Normalform) einen dquivalenten VBA B,.

Sei 61 Uh1,02 Uy ... 0 Uiy eine Auflistung aller in FL(¢p)
vorkommenden U -Formeln.

Dann ist B, wie folgt definiert, wobei wie immer ¥ = oM.
B, = (H(p),x,0,1,F1,..., Fk)
mit
I = {M|pe M}

Fi = {M| wenn 6;U1; € M, dann auch v¢); € M}
§ = {(M,a,M)|a=NnNM, wenn X¢p) € M, dann yp € M'}.
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

Sei nun w = a1apaz--- € XV,
Behauptung 1: Wenn w |= ¢, dann gilt w € L(B,,).
Gelte also w = .

Wir definieren einen akzeptierenden Lauf von B, auf w indem wir fiir alle
i > 1 definieren:

M; = {¢ € FL(p) | w' = ¢},
Dann gilt:

O Fiiralle i > 1 gilt M; € H(y).

Q@ oveMdaw=w!und wl o

O Fiir alle i > 1 gilt: Wenn Xty € M;, dann ¢ € M.
Q Fiir alle i > 1 gilt: 3, = NN M;.

O Firalle1 <j < kundi>1gilt: Wenn 6; Uv; € M; dann existiert
ein i’ > i mit ¢; € My.
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

Dann ist M{M>Mjz --- in der Tat ein akzeptierender Lauf von B, auf w:

@ Wegen Punkt 1 ist jedes M; ein Zustand von B,.
® Wegen Punkt 2 ist M; ein Anfangszustand von B,.
@ Wegen Punkt 3 und 4 gilt (M;, a;, M;11) € ¢ fir alle i > 1.

@ Wegen Punkt 5 wird jede Endzustandsmenge F; (1 < j < k)
unendlich oft besucht:

Sei hierzu i > 1 beliebig.

Wir zeigen, dass ein i’ > i mit M, € F; existiert.
Falls 0; Uvy; & M;, gilt M; € F;.

Falls 0; Uy; € M;, gibt es ein i’ > i mit ¢ € M.
Dann gilt M;» € F;.
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

Behauptung 2: Wenn w € L(B,), dann gilt w = ¢.

Gelte w € L(B,) und sei My MyMsMy, - - ein akzeptierender Lauf von B,
auf w.

Wegen ¢ € M; geniigt es folgende Behauptung zu zeigen.

Behauptung 3: Fiir alle i > 1 und alle v € M; gilt w' |= .
Wir zeigen Behauptung 3 durch Induktion iiber den Aufbau der Formel ).
1. Fall: vy = p e NN M.

Da (M;, aj, Mi+1) € d gelten muss, folgt aus der Definition von 9:
a; = NN M; und damit p € a;.

Also gilt w' = p.
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

2. Fall: v = —-pe M; mit pe Tl

Wieder gilt a; = TN M,;.

Da —p € M; € H(y) gilt p&€ M;, d.h. p & a; und w' = —p.
3. Fall: v = /' AW € M;.

Da ¢ € M; € H(p) gilt ¥ € M; und ¢ € M;.

Mit Induktion folgt w' |= ¢/ und w/ = 4", d.h. w' |= .

4. Fall: = ¢/ Vo € M.

Kann analog zu Fall 3 erledigt werden.
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

5. Fall: ¢ = X' € M;.

Da MiMyMs--- MiM;y1--- ein Lauf von B, auf w ist, muss ¢’ € M1
gelten.

Mit Induktion folgt w/*! |= /.
Also gilt w' |= 1.
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

6. Fall: v = 0; U9, fiirein 1 < j < k.
O.B.d.A.seij=1.
Aus 61 Uy € M; € H(yp) folgt:

@ Y1 € M; oder

@ 01 € M; und X(01 Ue1) € M;. d.h. 01 U1 € Mig.

Falls 41 € M; folgt mit Induktion w' = 17 und damit w' |= 6; Uy und
wir sind fertig.

Gelte also 11 & M;, 81 € M; und ;U1 € M.

Wir kénnen nun das obige Argument wiederholen, und erhalten
® 1 € Mij1 oder
@ 01 € Mi11 und 61 U1 € Mo,
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

Durch iterierte Anwendung des Arguments kommen wir auf einen der
beiden folgenden Fille:

o Es gibt ein i/ > i mit ¢1 € My und 6, € M; fiir alle i < j < /.
Mit Induktion erhalten wir w' =141 und w/ |= 6, fiir alle i < j < /'.
Also gilt w' = 61 U)y.

o Fiir alle i/’ > i gilt 1 € M;s und 6, U1 € M.
Dann wiirde aber M, ¢ F; fiir alle i’ > i gelten.

Dann ware aber der Lauf My MyMs - -+ nicht akzeptierend.
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

7. Fall: ¢y = /Ry € M;.
Aus ' RY" € M; € H(p) folgt:
@ ¢ € M; und
o ¢/ € M; oder X(¢/ R¢") € My. d.h. ¢/ Ryp” € M1

Durch iterierte Anwendung dieses Arguments erhalten wir einen der beiden
folgenden Fille:

o ¢y € My fiir alle i/ > i.

@ Es gibt ein i/ > i mit ¢/ € My und ¢" € M fiir alle i < j < i’
Mit Induktion erhalten wir einen der beiden folgenden Fille:

o w' = fiiralle i > i.

@ Esgibtein /' > i mit w' = ¢ und w/ = fiiralle i < j < i

Also gilt w' = ¢’ Ry,
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Beweis von Satz 4 (LTL — VBA)

Wir haben nun gezeigt, dass L(B,) = {w | w |= ¢} gilt.

AuBerdem hat B, hochstens 22l¢l yiele Zustinde, da es 2214l viele
Teilmengen von FL(y) gibt.

Die Anzahl der Endzustandsmengen von B, ist hochstens |¢).

Nach Lemma 5 kann B, in einen dquivalenten NBA mit 1 + || - 221!
vielen Zustanden umgewandelt werden.

Dies beendet den Beweis von Satz 4. O
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LTL: linear temporal logic
Bemerkungen zu Satz 4

@ Der exponentielle Blow-Up ist unvermeidbar.

@ Ein in der Praxis relativ effizienties Verfahren zur Umwandlung einer
LTL-Formel in einen NBA findet sich in: Gastin, Oddoux. Fast LTL to
Biichi automata translation. In Proceedings of CAV'01, Lecture Notes
in Computer Science 2102, S. 53-65, Springer 2001.

@ Es gibt einen NBA, fiir den es keine dquivalente LTL-Formel gibt.
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LTL: linear temporal logic

LTL-Model-Checking

Wir konnen nun folgenden Satz beweisen:

Satz 6 (Entscheidbarkeit von LTL-Model-Checking)

Fiir eine LTL-Formel ¢ € LTL(IN), einen endlichen Transitionsgraphen
T =(V,E,N,x) und einen Knoten vy € V kann in Zeit
200D . (|V| 4 |E|) entschieden werden, ob (T, v) = ¢ gilt.

Beweis: Sei ¥ = 21

Zunachst wandeln wir mit Satz 4 die Formel = in einen NBA
B =(S,%,9,s, F) mit folgenden Eigenschaften um:

@ B hat 290¢D viele Zustinde
o L(B)={weX"|wkEp}
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LTL-Model-Checking

Es gilt folgende Aquivalenz:

(T, vo) = ¢
< Iw e w-tr(T,v) : w ¢
— Iw e w-tr(T,vw):wkE o
<= dw € w-tr(T,vw) : w € L(B)
< L(B)Nw-tr(T,vp) # 0

Wir definieren nun einen gerichteten endlichen Graphen G = (V/, E’) und
eine Teilmenge U C V' der Knoten wie folgt:

o VI=5xV
o E'={((s,v),(s,V) | (v,V) € E,(s,m(v),s") € 6}
e U=FxV
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LTL: linear temporal logic

LTL-Model-Checking

Es gilt dann folgendes:

o G hat 2904D . | V| viele Knoten und 20U#D) . |E| viele Kanten.

e L(B)Nw-tr(T,vp) # 0 genau dann, wenn in G ein in (sp, vo)
beginnender unendlicher Pfad existiert, der unendlich oft einen
Knoten aus U besucht.

Letzteres ist dquivalent zu:

3(s,v) € U: ((s0,w), (s, v)) € (E')* und ((s,v),(s,v)) € (E')"

Informel: Es existiert ein von (sp, vp) erreichbarer Knoten, der auf
einem Zyklus liegt.

Man nennt dies auch rekurrente Erreichbarkeit.
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Es geniigt also, den folgenden Satz zu beweisen. U

Fiir einen gerichteten Graphen G = (V, E), eine Knotenmenge U C V und
einem Startknoten vy € V kann in Zeit O(|V/| + |E|) tberpriift werden, ob
ein v € U mit (vo,v) € E* und (v,v) € ET existiert.

Beweis: Wir fiihren eine Variation von Tiefensuche in G durch.
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Algorithmus Tiefensuche

procedure dfs(G = (V,E), vy € V)
var S : stack of nodes; R : set of nodes; T : set of edges
begin
R:={w}; T:=0; S:=w;
while S # ¢ do
v = pop($)
if 3(v,v') € E\ T then
nimm eine beliebige Kante (v,v') € E\ T (1)
T:= TU{(v,V)}; push(S.v)
if v/ ¢ R then
push(S,v'); R:=RU{V'}
endif
endif
endwhile

endprocedure
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Tiefensuche erzeugt einen Tiefensuchbaum T mit der Knotenmenge
V'={veV|(w,v) € E*} und den Kanten (v,v’) € EN (V' x V'), fiir
die bei deren Auswahl in Zeile (f) v/ € R gilt.

Anhand dieses Baums T¢ kann man die Kanten von G in 4 Klassen
einteilen:

@ Baumkanten: Die Kanten von Tg.

@ Vorwartskanten: Die Nicht-Baumkanten, die zu einem weiter unten
im Baum liegenden Knoten fiihren.

@ Riickwartskanten: Die Kanten, die von einem Knoten zu einem
Vorgénger in Tg fiihren.

@ Querkanten: Alle anderen Kanten (fiihren zu einem weiter links in T¢
liegenden Knoten).
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Beispiel: Sei G = (V, E) der folgende Graph, vy der mit dem eingehenden
Pfeil markierte Knoten.

<Jx]

Dann wird der Tiefensuchbaum wie folgt aufgebaut:
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Beispiel: Sei G = (V, E) der folgende Graph, vy der mit dem eingehenden
Pfeil markierte Knoten.

eve
X
(U—2
Dann wird der Tiefensuchbaum wie folgt aufgebaut:

@
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Beispiel: Sei G = (V, E) der folgende Graph, vy der mit dem eingehenden
Pfeil markierte Knoten.

o [5]

Dann wird der Tiefensuchbaum wie folgt aufgebaut:

"
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Beispiel: Sei G = (V, E) der folgende Graph, vy der mit dem eingehenden
Pfeil markierte Knoten.

]

Dann wird der Tiefensuchbaum wie folgt aufgebaut:

7~
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Beispiel: Sei G = (V, E) der folgende Graph, vy der mit dem eingehenden
Pfeil markierte Knoten.

<Jx]

Dann wird der Tiefensuchbaum wie folgt aufgebaut:

)
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Beispiel: Sei G = (V, E) der folgende Graph, vy der mit dem eingehenden
Pfeil markierte Knoten.

<Jx]

Dann wird der Tiefensuchbaum wie folgt aufgebaut:

1)
2
©)
@
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Beispiel: Sei G = (V, E) der folgende Graph, vy der mit dem eingehenden
Pfeil markierte Knoten.

<Jx]

Dann wird der Tiefensuchbaum wie folgt aufgebaut:

1)
2)

AN
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Beispiel: Sei G = (V, E) der folgende Graph, vy der mit dem eingehenden
Pfeil markierte Knoten.

<Jx]

Dann wird der Tiefensuchbaum wie folgt aufgebaut:

’/@/’@
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Beispiel: Sei G = (V, E) der folgende Graph, vy der mit dem eingehenden
Pfeil markierte Knoten.

<Jx]

Dann wird der Tiefensuchbaum wie folgt aufgebaut:
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Beispiel: Sei G = (V, E) der folgende Graph, vy der mit dem eingehenden
Pfeil markierte Knoten.

<Jx]

Dann wird der Tiefensuchbaum wie folgt aufgebaut:
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

Sei E, C E die Menge der Riickwartskanten.

Folgende Aussagen sind damit dquivalent:

(a) Ave U:(w,v) € E*und (v,v) € ET

(b) 3(v, V') € E,: der Pfad von v/ nach v in Tg besucht Knoten aus U

Letzteres kann wie folgt tiberpriift werden:

@ Wir benutzen einen zweiten Stack Sy, auf dem die Teilsequenz der
U-Knoten des Stacks S gespeichert wird.

Angenommen S =7,1,6,9,8,4,5,11,10,13 und U = {5,7,10,12}.
Dann wiirde Sy = 7,5, 10 gelten.
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LTL: linear temporal logic
Rekurrente Erreichbarkeit

@ AuBerdem speichern wir fiir jeden Knoten v € V folgenden Wert A[v]:

AlV] = 0 falls sich v nicht im Stack S befindet
i falls S = S;v S, mit |Si|=i—-1

(ist einfach aufrecht zu erhalten).

In obigen Beispiel wiirde z.B. A[9] = 4 und A[12] = 0 gelten.

o Eine Riickwirtskante (v, v’) wie in (a) (vorherige Folie) liegt dann
vor, falls fiir den obersten Knoten u aus Sy (v = 10 im obigen
Beispiel) 0 < A[v'] < A[u] gilt.

Tiefensuche arbeitet in Zeit O(|V/| + |E|) und die Aufrechterhaltung der
zusatzlichen Datenstrukturen Sy und A benétigen nur Zeit O(1) pro
Operation der Tiefensuche. O
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LTL: linear temporal logic

Komplexitat von LTL-Model-Checking

o Die Zeitschranke 2904 . (]V| 4 |E|) in Satz 6 ist exponentiell in der
Eingabelange |p| + |V| + |E|.

Dies l&sst sich wohl auch nicht vermeiden: LTL-Model-Checking ist
ein PSPACE-vollstdndiges Problem.

o Andererseits: Die Zeitschranke 29U#D) . (|V| 4 |E|) ist nur exponentiell
in der FormelgroBe |¢p|.

Ist also die Formel nicht allzu groB, so ist die Laufzeit
200#D . (]V| + |E|) noch vertretbar.

Dies hat praktische Relevanz:

o In der Praxis ist zwar der Transitionsgraph haufig sehr groB (2"
Zustinde fiir Schaltkreise mit n Bits), aber

o die LTL-Formel ist haufig relativ klein, das sie von einem Menschen
aufgeschrieben wurde.
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LTL: linear temporal logic
SPIN

Einer der bekanntesten open-source LTL-Model-Checker ist SPIN (Simple
PROMELA Interpreter).

Wurde Anfang der 1980'er Jahre bei Bell Labs entwickelt.

Das zu verifizierende System wird in der Modellbeschreibungssprache
PROMELA (Process Meta Language) beschrieben.

Die zu verifizierende Systemeigenschaft wird in LTL spezifiziert und in
einen NBA transformiert.

Viele Optimierungen
Hauptanwendung: multi-threaded software

Wourde z.B. zur Verifikation der Kontrollalgorithmen der
Uberflutungsbarrieren bei Rotterdam verwendet.

2002: ACM System Software Award
Mehr Infos: http://spinroot.com/spin/whatispin.html
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LTL: linear temporal logic

Erfiullbarkeit fur LTL

Satz 4 hat noch weitere wichtige Konsequenzen:

Satz 8 (Entscheidbarkeit der Erfiillbarkeit fiir LTL)

Das folgende Problem ist entscheidbar:
INPUT: Eine LTL-Formel ¢ € LTL(M).
FRAGE: Existiert ein w-Wort w € (2™ mit w |= ¢ (i ist erfiillbar)?

Beweis: Konstruiere aus ¢ einen NBA B = (5,2, 6, s, F) mit

L(B) = {w e (2")* | w E ¢}

Teste, dann ob ein Endzustand s € F von sy erreichbar ist, der auf einem
Zyklus liegt. O
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LTL: linear temporal logic

Aquivalenz fiir LTL

Satz 9 (Entscheidbarkeit der Aquivalenz fiir LTL)
Fiir zwei LTL-Formeln ¢ und ¢ kann entschieden werden, ob ¢ = ¥ gilt.

Beweis: Es gilt ¢ = v genau dann, wenn (¢ A =) V (=@ A 1) nicht
erfiillbar ist. O
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LTL: linear temporal logic

Einschub: Abschlusseigenschaften reguldrer w-Sprachen

Zur Erinnerung: Eine Sprache L C Y% ist w-reguldr, falls ein NBA mit
L(B) = L existiert.

Abschluss der w-reguldren Sprachen unter Vereinigung und Schnitt ist
relativ einfach zu zeigen.

Aus NBAs By und By kann ein NBA B mit L(B) = L(B1) U L(B>)
konstruiert werden.

Beweis: Sei B; = (S;, X, 0;, s, F,') mit $1 NS, = 0.
Seisp €51 US, und B = (51 USu {So}, >.,0,s0, L U Fz), wobei

d=01UdU{(s0,a,s) | (s1,a,5) € 61 oder (sp,a,s) € d2}.

Dann gilt in der Tat L(B) = L(B1) U L(By). O
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LTL: linear temporal logic

Einschub: Abschlusseigenschaften reguldrer w-Sprachen

Aus NBAs By und By kann ein NBA B mit L(B) = L(B1) N L(B>)
konstruiert werden.

Beweis: Sei B; = (S;,Z,é,-,s,-, F,').
Konstruiere den VBA B = (51 x S2,X,6,{(s1,52)}, F1 X S2, 51 X Fp) mit
5 = {((P17P2)7 a, (qlu q2)) | (p17 a, ql) S 517 (P27 a, CI2) S 52}

Dann gilt L(B) = L(B1) N L(By).

Wegen Lemma 5 kann B in einen dquivalenten NBA umgewandelt
werden. O
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LTL: linear temporal logic

Einschub: Abschlusseigenschaften reguldrer w-Sprachen

Wir wollen nun zeigen, dass aus einem NBA B {iber dem Alphabet X ein
NBA B’ mit L(B’) = X* \ L(B) konstruiert werden kann.

Anders gesagt: Die reguldren w-Sprachen sind unter Komplement
abgeschlossen.

Erinnerung an GTI: Auch die regulire Sprachen (von endlichen Wértern)
sind unter Komplement abgeschlossen.

Zum Beweis haben wir aus einem nichtdeterministischen Automaten einen
dquivalenten deterministischen Automaten konstruiert
(Potenzmengenkonstruktion).

Deterministische Biichiautomaten (DBA) definiert man wie bei normalen
endlichen Automaten (9§ ist eine Funktion § : S x ¥ — S).

Aber: Es gibt eine reguldre w-Sprache L, die nicht durch einen DBA
akzeptiert werden kann: L = {a, b}*a®.
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LTL: linear temporal logic

Einschub: Abschlusseigenschaften reguldrer w-Sprachen

Sei B=(S,%,d,s0, F) ein NBA.

Fiir s,t € S und w € £ schreiben wir

s % t, falls ein mit w beschrifteter Pfad in B von s nach t existiert,
und

®s in: t, falls ein mit w beschrifteter Pfad in B von s nach t existiert,
welcher einen Zustand aus F besucht.

Wir definieren eine Aquivalenzrelation =g auf der Menge T wie folgt:
Fiir u,v € ¥ gilt u =g v genau dann, wenn gilt:

Vs, t€S:(s > t)< (s> t)und

Vs, t €S :(s Dpt)e (s 2F t)
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LTL: linear temporal logic

Einschub: Abschlusseigenschaften reguldrer w-Sprachen

Lemma 12

Die Relation =g ist eine Aquivalenzrelation, welche nur endlich viele
Aquivalenzklassen hat, und jede dieser Aquivalenzklassen ist eine regulare

Sprache.

Aus B kann eine Liste von endlichen Automaten A, ..., Ax berechnet
werden, so dass L(A1),...,L(Ak) eine Liste aller Aquivalenzklassen von
=B ist.

Beweis: einfache Ubung.

Seien U, V C Xt Aquivalenzklassen von =g. Falls UV N L(B) # 0 gilt,
so gilt bereits UV C L(B).
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LTL: linear temporal logic

Einschub: Abschlusseigenschaften reguldrer w-Sprachen

Beweis: Sei w € UV“ N L(B).
Wegen w € UV¥ gibt es u € U und v1,vo,v3,... € V mit
W = UviVovg - -+
Wegen w € L(B) gibt es Zustande s, s, s3,... € S mit
s — s1,Vi>1:s; RN Si+1, und s; iﬁ: Si+1 fiir co viele i > 1.
Sei nun w’ € UV beliebig.
Dann kénnen wir w’ schreiben als
w = u'vjvjvh -
mit u =g v’ und v; =g V/ fiir alle / > 1.

Also gilt
u . v v . . .
so — s1,Vi > 1:s; — sjp1, und s; —F sjqq fiir oo viele i > 1.
Dies impliziert w’ € L(B). O
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LTL: linear temporal logic

Einschub: Abschlusseigenschaften reguldrer w-Sprachen

Fiir jedes Wort w € ¥¥ gibt es Aquivalenzklassen U, V C ¥ F von =g mit
w e Uvvy.

Fir den Beweis von Lemma 14 verwenden wir einen beriihmten Satz aus
der Kombinatorik.

Erinnerung: (g) ist die Menge aller 2-elementigen Teilmengen von N.

Eine Farbung von (3) ist eine Abbildung x : (5) — C, wobei C eine
endliche Menge (von Farben) ist.

Satz 15 (Satz von Ramsey, 1930)

Sei x : ( ) — C eine Farbung. Dann existiert eine unendliche Teilmenge
M C N, so dass fiir alle A, B € ( ) gilt: x(A) = x(B).
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LTL: linear temporal logic

Einschub: Abschlusseigenschaften reguldrer w-Sprachen

Beweis von Lemma 14: Sei w = a;aaz--- mit a;,a,a3,... € L.

Fir i < j sei wli,j] = ajajy1---aj—1 € XT.

Wir definieren nun eine Farbung x der Menge (g) wie folgt: Fiir i < sei
x({i,j}) = die Aquivalenzklasse C von =g mit wli,j] € C.

Dies ist eine Farbung mit endlich vielen Farben.

Aus Ramseys Theorem folgt die Existenz einer unendlichen Menge | C N,
so dass fiir alle i,j, k, £ € | mit i <j und k < ¢ gilt: x({/,/}) = x({k, ¢}).

Sei l ={i,h,i3,... mitl< i <ih<iz<---.
Es gibt also eine Aquivalenzklasse V von =g mit
Vk > 1: wlig, ikp1] = aj, -+ aj,,-1 € V.
Sei ausserdem U die Aquivalenzklasse von =g mit
w[l, ] = ajax--- a1 € U.
Dann gilt w € UVY. O
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LTL: linear temporal logic

Einschub: Abschlusseigenschaften reguldrer w-Sprachen

Satz 16 (Biichi 1962)

Aus einem NBA B iiber ¥ kann ein NBA B’ mit L(B") = X* \ L(B)
konstruiert werden.

Beweis: Wir zeigen zunichst die Existenz von B’ und zeigen dann, wie
man B’ algorithmisch konstruieren kann.

Seien (U1, V1), ..., (Uk, Vi) alle Paare, wobei

o U, Vq,..., U, Vi Aquivalenzklassen von =g sind, und

o UiV¥NL(B)=0fiirallel <i< k.
Wegen Lemma 12 gibt es tatsachlich nur endlich viele solcher Paare.
Sei L' =, UiV

Wegen Lemma 3 is L’ w-regular.
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LTL: linear temporal logic

Einschub: Abschlusseigenschaften reguldrer w-Sprachen

Behauptung 1: ' =3\ L(B).
Da U;V¥ N L(B) = 0 fiir alle 1 < i < k gilt, folgt L' C ¥\ L(B).
Sei umgekehrt w € X\ L(B).

Wegen Lemma 14 gibt es Aquivalenzklassen U und V von =g mit
w e Uvv.

Aus UV¥ N L(B) # () wiirde wegen Lemma 13 UV* C L(B) folgen, was
jedoch w € UV¥ N (XY \ L(B)) widerspricht.

Also gilt UV“ N L(B) = 0 und es existiert ein 1 < i < k mit U = U; und
V=V.

Also gilt w € U; V¥ C L.
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LTL: linear temporal logic

Einschub: Abschlusseigenschaften reguldrer w-Sprachen

Behauptung 2: Ein NBA B’ mit L(B’) = L’ kann effektiv konstruiert
werden.

Nach Lemma 12 kann eine Liste Aj, ..., Ax von endlichen Automaten fiir
die Aquivalenzklassen von =g berechnet werden.

Es geniigt somit fiir gegebene 1 </ j < k effektiv zu iiberpriifen, ob
L(A,')L(Aj)w N L(B) #* 0 gilt.

Wegen Lemma 13 geniigt es fiir beliebige Wérter u € L(A;) und v € L(A;)
zu Uberpriifen, ob uv® € L(B) gilt.

Es gilt uv¥ € L(B) genau dann, wenn ein Zustand s € S und m,n < |§|

. uv™ v L
mit s — s und s —f s existieren. O
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CTL: computation tree logic
Computation Tree Logic (CTL)

LTL kann nur Eigenschaften von (unendlichen) Pfaden in
Transitionsgraphen ausdriicken.

Aber viele wichtige Systemeigenschaften gehen dariiber hinaus und
machen Aussagen liber das Verzweigungsverhalten.

Beispiel: Sei T = (V, E,l,7) ein Transitionsgraph und vy € V.
Folgende Eigenschaft kann nicht in LTL ausgedriickt werden:

Jeder von vg aus erreichbare Knoten v hat die Eigenschaft, dass man von
v aus einen Knoten u mit p € 7(u) erreichen kann.

Formal: Vv € V : (vo,v) € E* = Ju e V: (v,u) € E* Ap € w(u)

Solche Eigenschaften lassen sich in CTL ausdriicken.
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CTL: computation tree logic
Syntax von CTL

In CTL gibt es zwei Typen von Formeln: Zustandsformeln und
Pfadformeln, die sich wechselseitig rekursive definieren.

Sei 1 wieder eine endliche Menge von Propositionen.

Definition (Syntax von CTL)
Die Mengen CTL,(IM) (CTL-Pfadformeln) und CTL(IT)
(CTL-Zustandsformeln) sind die beziiglich Inklusion kleinsten Mengen von

Formeln mit:

e N C CTLs(M)

@ Wenn ¢,19 € CTLs(M), dann =, 0 Ap, o Vb € CTLg(M).
@ Wenn ¢, € CTLs(M), dann Xo, Uy € CTL,(N).

@ Wenn ¢ € CTL,(M), dann Vi, 3p € CTLs(M).
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CTL: computation tree logic
Semantik von CTL

Sei T =(V,E,N,x) ein Transitionsgraph.

CTL-Zustandsformeln (CTL-Pfadformeln) werten wir in Knoten (Pfaden)
von T aus.

Definition (Semantik von CTL-Zustandsformeln)

Sei v € V ein Knoten von T.

o (T,v) = pfalls pen(v).

,v) = =, falls (T, v) = ¢ nicht gilt.

(T,v)
° (T,v)
(T,v) EpeA, falls (T,v) =@ und (T,v) & ¢ gilt.
(T,v)
(T,v)

(]

(]

=@V, falls (T,v) = ¢ oder (T,v) = 9 gilt.
o (T,v) Vo, falls (T, p) | ¢ fiir alle Pfade p € path(T,v) gilt.
o (T,v) E Jo, falls ein Pfad p € path(T,v) mit (T, p) = ¢ existiert.

, vV
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CTL: computation tree logic
Semantik von CTL

Definition (Semantik von CTL-Pfadformeln)

Sei p=(vivov3---) € path(T,v;) ein Pfad in T.
o (T,p) E Xy, falls (T, v2) ¢
o (T,p) EpU, falls ein i > 1 existiert mit:

9 (T,V,') ’:1/) und
o (T,v)) Epfirallel <j<i.

Wir verwenden dhnliche Abkiirzungen wie fiir LTL:

o VFp = V(trueU ¢): Auf allen Pfaden gilt irgendwann ¢.

e JFp = J(trueU p): Es gibt einen Pfad, auf dem ¢ irgendwann gilt.
@ VGyp = —(IF—¢): Auf allen Pfaden gilt ¢ immer.

@ 3Gy = —(VF—y): Es gibt einen Pfad auf dem ¢ immer gilt.
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CTL: computation tree logic
CTL: Beispiel 1

Betrachte den folgenden Transitionsgraphen T und sei vy der mit dem
eingehenden Pfeil markierte Knoten

Dann gilt:

vo) = 3Fp
vo) = VFp
vo) = 3Gp
vo)

)

o (T,

° (T,

o (T.
° (T,
o (T

vo) = VGp
, W) = JFVGp
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CTL: computation tree logic
CTL: Beispiel 2

Betrachte den folgenden Transitionsgraphen T und sei vy der mit dem
eingehenden Pfeil markierte Knoten.

Dann gilt:

vo) = 3Fp
vo) = VFp
vo) = 3Gp
vo)

)

o (T,

° (T,

o (T.
° (T,
o (T

vo) = VGp
, W) = JFVGp
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CTL: computation tree logic
CTL: Beispiel 3

Betrachte den folgenden Transitionsgraphen T und sei vy der mit dem
eingehenden Pfeil markierte Knoten.

Dann gilt:

vo) = 3Fp
vo) = VFp
vo) = 3Gp
vo)

)

o (T,

° (T,

o (T.
° (T,
o (T

vo) = VGp
, W) = JFVGp
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CTL: computation tree logic
CTL: Beispiel 4

Betrachte den folgenden Transitionsgraphen T und sei vy der mit dem
eingehenden Pfeil markierte Knoten.

Dann gilt:

vo) = 3Fp
vo) = VFp
vo) = 3Gp
vo)

)

o (T,

° (T,

o (T.
° (T,
o (T

vo) = VGp
,w) = JFVYGp
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CTL: computation tree logic
CTL: Beispiel 5

Betrachte den folgenden Transitionsgraphen T und sei vy der mit dem
eingehenden Pfeil markierte Knoten.

CO——C0
Dann gilt:

vo) = 3Fp
vo) = VFp
vo) = 3Gp
vo)
)

o (T,

° (T,

o (T.
° (T,
o (T

vo) = VGp
,w) = JFVYGp
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CTL: computation tree logic
Alternative Syntax fiir CTL

Beachte: Nach einem Pfadquantor (V oder 3) muss stets ein temporaler
Operator (X oder U) folgen.

ZB.ist 3((pUq) A (rUs)) kein giiltige CTL-Formel.

Die Syntax von CTL I&sst sich daher auch nur iiber Zustandsformeln
definieren:

o M C CTLy(M)

@ Wenn ¢ € CTLg(M), dann = € CTLg(N).

@ Wenn ¢, € CTLg(MM), dann ¢ A, p V1 € CTLg(N).

@ Wenn ¢ € CTL¢(M), dann V(X¢p), I(Xp) € CTLs(M).

@ Wenn ¢, € CTLg(MM), dann ¥(p U ), (e U) € CTLg(MN).
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CTL: computation tree logic

Aquivalenz von CTL-Formeln

Definition (Aquivalenz von CTL-Formeln)

Zwei CTL-Zustandsformeln ¢, 1) € CTL¢() sind dquivalent, kurz ¢ = 1,
falls fiir alle Transitionsgraphen T = (V, E,l,7) und alle v € V gilt:

(T Ee = (T,v) F 9.

Einige wichtige CTL-Aquivalenzen:
o VGp = p AVXVGyp
o VFp = p VVYXVFp
e JGp = p A IXIGy
o JFp =V IXIFp
° V(pUy) =9 V(e AVXY(pU9))
° J(pUv) =9V (pAIXI(pUy))
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CTL: computation tree logic

Aquivalenz von CTL-Formeln

o IF(p V) = (FFp) Vv (FFY)

° VG(p A ) = (VGp) A (VGY)

0 VXp = ~dX—p

® VGp = -JF—yp

® VFp = —-3G—p

o V(pUy) = (=36¢) A=3(=p U (=p A =)

Die letzte Aquivalenz sollten wir beweisen.

Unter Benutzung des release-Operators aus LTL kdnnen wir schreiben:

V(pUv) = ~3(~pR—1).

Weiter haben wir fiir den release-Operators folgende LTL-Aquivalenz
gezeigt:

pRY =Gy V(YU (pAY)).
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CTL: computation tree logic

Aquivalenz von CTL-Formeln

Aber Vorsicht: =3((G—v) V (- U (=¢ A —¢)))) ist keine CTL-Formel.

Folgende beide Aussagen sind dquivalent:

@ Es existiert ein Pfad mit der Eigenschaft AV B.

@ Es existiert ein Pfad mit der Eigenschaft A oder es existiert ein Pfad
mit der Eigenschaft B.

Damit folgt:

V(pUy) = —3I(~pR-y)
= —((369) VI(=y U (=p A 1))
(=3G=) A =3(= U (= A =)
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CTL: computation tree logic
Existentielle CTL-Formeln

Fiir CTL-Model-Checking ist es hilfreich, nur CTL-Formeln ohne den
universellen Pfad-Quantor V zu betrachten.

Erlauben wir Formeln vom Typ 3Gy, so kdnnen wir in der Tat den
universellen Pfad-Quantor eliminieren.
Definition (existentielle CTL-Formeln)

Die Menge der CTL3(MM) aller existentiellen CTL-Zustandsformeln ist die
kleinste Menge mit:

o M C CTL5(M)

@ Wenn ¢ € CTLg(M), dann = € CTL3(M).

@ Wenn ¢,v¢ € CTL3(M), dann ¢ A, Vb € CTLg(N).
@ Wenn ¢ € CTL3(M), dann 3(Xp), 3(Gyp) € CTL3(M).
@ Wenn ¢,1 € CTL3(M), dann I(p U ) € CTLg(M).

4
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CTL: computation tree logic
Existentielle CTL-Formeln

Zu einer CTL-Zustandsformel ¢ € CTL4(IM) kann eine dquivalente
existentielle CTL-Zustandsformel 1) € CTL5(IM) konstruiert werden.

Beweis: Ergibt sich durch Anwendung folgender Aquivalenzen:

90 VXp = ~IX—p

o V(pUy) = (=36¢) A=3(=p U (=p A =) O
Wichtige Beobachtung: Die obige Umwandlung macht i.A. die Formel

exponentiell groBer, da ¢ in (-3G—1) A =3(—p U (—p A —9p)) drei mal
vorkommt.

Aber: Die Anzahl der verschiedenen Teilformeln in der zu ¢ dquivalenten
existentielle CTL-Zustandsformel 1 ist beschrankt durch O(|¢|).
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CTL: computation tree logic
Existentielle CTL-Formeln

Andere Sichtweise: Der Syntaxbaum der existentiellen
CTL-Zustandsformel vy enthilt viele identische Teilbdume.

Indem diese durch Mehrfachverweise nur einmal hingeschrieben werden
erhilt man eine Repéasentation von 1 durch einen sogenannten DAG
(directed acyclic graph) der GroBe O(|¢]).

Beispiel:

V((pAq)U(mgVr)) = (-3G(=gVr))A
=3(=(=gV r)U(=(=gVr)A=(pAq))
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CTL: computation tree logic
Vergleich von LTL und CTL

Wir sagen, dass eine LTL Formel ¢ und eine CTL-Zustandsformel v
dquivalent sind, falls fiir jeden Transitionsgraphen T = (V, E, I, 7) und
alle v e V gilt:

(T Ee <= (T,v) =¢.

Auf den Beweis der folgenden beiden S&tze verzichten wir (siehe z.B. das
Buch von Baier und Katoen, S. 337):

Fiir die LTL-Formeln FGp und F(p A Xp) existieren keine dquivalenten
CTL-Formeln.

Fiir die CTL-Formeln VFVGp, VF(p A VXp) und YGIFp existieren keine
dquivalenten LTL-Formeln.
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CTL: computation tree logic

CTL-Model-Checking

Satz 20 (Entscheidbarkeit von CTL-Model-Checking)

Fiir eine CTL-Zustandsformel ¢ € CTLs(M) und einen endlichen
Transitionsgraphen T = (V, E, M, 7) kann in Zeit O(|p| - (V| + |E|)) die
Menge {v € V| (T,v) = ¢} berechnet werden.

Beweis: Wir wandeln zunichst in Zeit O(|¢|) die Formel ¢ in eine
dquivalente existentielle CTL-Formel ¢ um.

Hierbei wird ) durch einen DAG der GréBe O(|yp|) représentiert.
Die Knoten des DAGs reprasentieren die Teilformeln von .

Fiir jede solche Teilformel 8 berechnen wir die Menge

017 ={veVI(T,v) =0}

wobei diese Menge durch ein Bitarray der GroBe |V/| reprasentiert wird.
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CTL-Model-Checking

Wir machen dies induktiv, beginnend bei den Propositionen aus [1.
Am Ende haben wir [¢]+ = [¢] r berechnet.
Fall 1. [p]r ={v e V| p € n(v)} fiir alle p € I, die in ¢ vorkommen.

Da in ¢ nur |p| viele Propositionen vorkommen konnen, ist der Aufwand
hierfiir durch |p| - |V| beschrénkt.

Fall 2. [-6]7 = V \ [4] -

Fall 3. [01 A 6]+ = [61] 7 N [62] -

Fall 4. [01 Vv 6]+ = [01]7 U [02] T

In Fall 2-4 kann die Zielmenge in Zeit O(|V|) berechnet werden.
Fall 5. [3X0]r ={ve V|Jue[b]r:(v,u) € E}.

Zur Berechnung dieser Menge durchlaufen wir alle in Knoten aus [0] +
eingehenden Kanten riickwarts.

Dies kostet Zeit O(|V| + |E|).
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CTL: computation tree logic

CTL-Model-Checking

Fall 6. [[3(91 U 92)]]7'
Sei W = [91]]7’ und U = |[92]]T.

Wir miissen alle Knoten vy finden, bei denen ein Pfad vg, v1,..., v,
beginnt mit v, € U und vy,...,vy_1 € W.

Berechne den gerichteteten Graphen

G=(V,ETIn(V x W)).
T

Dann berechnen wir in Zeit O(| V| + |E|) alle Knoten von G, die im
Graphen G von U aus erreichbar sind.
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CTL-Model-Checking

Algorithmus JU

procedure 3U(G = (V,F),U C V)
begin
K :=U;
while K # () do
wahle einen beliebigen Knoten v € K;
K:=K\{v}
forall v € V mit (v,u) € F do
if u ¢ U then
U:=UU{u}; K:=KU{u}
endif
endfor
endwhile
return (U)
endprocedure
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CTL-Model-Checking

Fall 7. [3G6] 7.
Sei U = [0]

Wir miissen also alle Knoten finden, in denen ein unendlicher Pfad
beginnt, wo jeder Knoten in U liegt.

Berechne den gerichteteten Graphen
G=(UEn(UxU)),
indem alle Knoten aus V' \ U entfernt werden.

Wir missen nun in Zeit O(|V| + |E]) alle Knoten berechnen, in denen in
G ein unendlicher Pfad beginnt.

Hierzu entfernen wir in G alle Knoten mit Ausgangsgrad 0 (d.h. aus denen
keine Kante rausgeht) und wiederholen dies, bis jeder Knoten mindestens
eine ausgehende Kante hat.

Die iibrig gebliebenden Knoten bilden dann genau die Menge [3G6] 1.
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CTL-Model-Checking

Algorithmus 3G

procedure 3G(G = (U, E))
begin
forall u € U do d[u] := Ausgangsgrad(u) endfor
D :={u|d[u] =0},
while D # () do
wahle einen beliebigen Knoten v € D;
D:=D\{v};, U:=U\{v}
forall u € U mit (u,v) € E do
E:=E\{(u,v)}; d[u] :==d[u] - 1;
if d[u] =0 then D := DU {u} endif
endfor
endwhile
return (U)
endprocedure
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CTL: computation tree logic

CTL-Model-Checking

Die Prozeduren zur Berechnung von [3(61 U 62)]+ und [3GO]+ kénnen
auch als Fixpunktberechnungen betrachtet werden.

Fir [3(01 U 62)] 7
@ Sei Up = [02] 7 und W = [01] 7
o Fiir i > 0 definiere
Ump=UuWn{veV|IVeV:(vW)e EAV eU}).
@ Danngilt Uy CU; C U, CUsC---.

@ Da V endlich ist, gibt es ein i > 0 (sogar i < |V/|) mit U; = U; fiir
alle j > i und es gilt [3(61U62)]+ = U;
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CTL: computation tree logic

CTL-Model-Checking

Fir [3GO]
e Sei Up = [0]+
o Fiir i > 0 definiere
Upn=Un{veV |3 eV:(v,W)eEAV e U}
@ Danngilt Uy D U1 DU D U3D ---.

@ Da V endlich ist, gibt es ein i > 0 (sogar i < |V|) mit U; = U; fiir
alle j > i und es gilt [3GO]r = U;
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Funktionen

Normalerweise definiert man eine Boolesche Funktion als eine Funktion
f:{0,1}" — {0,1} fir ein m > 1.

Fiir unsere Zwecke ist eine alternative Definition niitzlicher.

Definition (Belegung)

Sei X eine endliche Menge von Booleschen Variablen.
Dann ist {0,1}X die Menge aller Funktionen von X nach {0,1}.
Eine Element 3 € {0,1}X ist eine Belegung fiir X.

Definition (Boolesche Funktion)

Eine Boolesche Funktion iiber der Variablenmenge X ist eine Funktion
f:{0,1}X — {0,1}.
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Funktionen

Im folgenden sei X' = {x’ | x € X} stets eine disjunkte Kopie von X.
Fiir 8 € {0,1}% sei 8/ € {0,1}X" definiert durch 8'(x') = B(x) fiir alle
x € X.

Bemerkungen:

@ Eine Belegung « € {0, l}XUX/ kann mit dem Paar
(alx,alx) € {0,1}% x {0,1}X" identifiziert werden.

Hierbei ist a|x die Einschrankung der Funktion oo : X U X’ — {0, 1}
auf die Menge X und analog fiir «|x:.

@ Eine Boolesche (oder aussagenlogische) Formel F, in der die
Variablen aus X vorkommen, kann mit einer Booleschen Funktion
fr: {0,1}% — {0, 1} identifiziert werden.

Hierbei ist fr(3) der Wahrheitswert von F unter der Belegung .
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Symbolisches Model-Checking

Symbolische Reprasentation von Transitionsgraphen

Ein Transitionsgraph T = (V, E, I, 7) kann symbolisch durch Boolesche
Funktionen kodiert werden (wir nehmen an, dass |V/| eine Zweierpotenz

ist):
e V = {0,1}X fiir eine Variablenmenge X.
o fg:{0,1}XX" — {0,1} mit:
V/B/Y € {071})( : fE(ﬂ’F}/) =1 (/877) cE.

o f,:{0,1}* — {0,1} fiir p € N mit:
VB e {0,1}X: f(B) =1 < pen(B).

Daher sind wir an kompakten Darstellungen von Booleschen Funktionen
interessiert.
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Symbolisches Model-Checking

Beispiel fiir symbolische Reprasentation

Sei T =(V,E,{p,q},m) der folgende Transitionsgraph (Zihler modulo 4):

(P, (9

O—®

Dann kann T durch die folgenden Booleschen Funktionen reprasentiert
werden:

fe(x1, X230, %0) = (a < 2xq) A(mxa = (O © ) A Ga = (O © =x)))

fp(Xl,Xg) = X1, fq(Xl,X2) = X2.
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Symbolisches Model-Checking
Entscheidungsbaume

Entscheidungsbaum

Ein Entscheidungsbaum (iiber der endlichen Variablenmenge X, m = |X])
ist ein Knotenbeschrifteter Bindarbaum T mit folgenden Eigenschaften

@ Die Knoten sind alle Bitstrings v € {0,1}* mit |v| < m.
@ Das linke (bzw. rechte) Kind von v ist v0 (bzw. v1).

@ Fiir alle 0 </ < m — 1 existiert eine Variable x; € X, so dass alle
Knoten v mit |v| =i mit x; beschriftet sind.

o x; # x; fiir i # j.
@ Jedes Blatt v (|v| = m) ist mit einem Bit b(v) € {0,1} beschriftet.

T definiert eine Boolesche Funktion fr : {0,1}X — {0,1} durch:

v5 € {0,1} : fr(B) = b(B(x0)B(x1) -~ Blxm-1))

o
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Symbolisches Model-Checking

Entscheidungsbaume: Beispiel 1

Ein Entscheidungsbaum fiir die Boolesche Funktion (x1 <+ x2) A (x3 <> xa)
(die Knotennamen v € {0,1}* lassen wir hier weg, dafiir haben wir die
Kanten von v nach vb mit b € {0,1} beschriftet):
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Symbolisches Model-Checking

Entscheidungsbaume: Beispiel 2

Und ein zweiter Entscheidungsbaum fiir die gleiche Boolesche Funktion:
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Symbolisches Model-Checking
OBDDs

Geordnete bindre Entscheidungsdiagramme (ordered binary decision
diagrams, kurz OBDDs) liefern eine kompakte Darstellung von
Entscheidungsbdumen.

Idee: Identische Teilbdume eines Entscheidungsbaums werden nur einmal
dargestellt.

Definition (Variablenordnung)

Sei X eine endliche Menge von Booleschen Variablen. Eine
Variablenordnung auf X ist eine lineare Ordnung < auf X.
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Symbolisches Model-Checking
OBDDs

Definition (OBDD)
Ein OBDD (bzgl. der Variablenordnung < auf X) ist ein Tupel
D = (V,outg,outy, r, A) mit folgenden Eigenschaften:

@ V ist eine endliche Menge von Knoten mit 0,1 € V.

® r € V ist der Wurzelknoten.

@ outg: V\{0,1} — V und out; : V\ {0,1} —» V

@ A\: V\{0,1} — X ist die Knotenbeschriftungsfunktion.

@ Fiir alle ve V\ {0,1} und i € {0,1} gilt:
Wenn out;(v) ¢ {0,1} dann A(v) < A(out;(v)).
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Symbolisches Model-Checking
OBDD als Graph

Beachte: Sei Ep := {(v,out;(v)) | ve V\{0,1},i € {0,1}}.

@ Der Graph (V, Ep) ist azyklisch.

@ Die beiden Knoten 0,1 € V (die Senken) sind die einzigen Knoten
ohne ausgehende Kanten in (V, Ep), und jeder andere Knoten hat
genau zwei ausgehende Kanten.
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Symbolisches Model-Checking
Navigation in OBDD

Sei D = (V/,outg, outy, r, \) ein OBDD bzgl. der Variablenordnung < auf
der Variablenmenge X = {x1,...,Xx,} mit xy < xp < -+ < X.

Fiir s = ajap---ax € {0,1}* (0 < k < n) und v € V definieren wir den
Knoten v® induktiv wie folgt:

v =

v falls v € {0,1} oder A\(v) = x; und i > k
(outy(v))®  falls A(v) = x; und i < k

Intuition: v® fiir s = ajas - - - ax berechnet sich wie folgt.

@ Starte im Knoten v.

@ Interpretiere a; als den Wert der Variablen x; und steige im OBDD
nach folgender Regel ab: Wenn wir aktuell im Knoten u sind,
A(u) = x; und i < k, dann folge der mit a; beschrifteten Kante.

@ Wiederhole dies so lange wie moglich, d.h. bis der aktuelle Knoten u
zu {0,1} gehort, oder A(u) = x; mit i > k gilt.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Model-Checking WS 2015/2016 113 / 279



Symbolisches Model-Checking

Durch einen OBDD berechnete Boolesche Funktion

Definition (Boolesche Funktion fp)

D definiert eine Boolesche Funktion fp : {0,1}* — {0,1} wie folgt:

VB € {0,1} : fp(B) = rPGa)Ble)B(xm)

Alternative Definition der Funktion fp:

Definition (die im Knoten v berechnete Funktion f,)

Wir ordnen jedem Knoten v € V eine Boolesche Funktion (die im Knoten
v berechnete Funktion) £, : {0,1}X — {0,1} zu:

o f,=0und f, =1

@ Sei v e V\{0,1} mit A(v) = x;j und v; = out;(v), i € {0,1}.
Dann gilt f, = (=xj A fi,) V (X A ).

@ SchlieBlich ist fp = f,

4
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Symbolisches Model-Checking

OBDDs: Beispiel 1

Ein OBDD fiir die Boolesche Funktion (x1 <> x2) A (x3 > xa):
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Symbolisches Model-Checking
OBDDs: Beispiel 2

Ein weiterer OBDD fiir die gleiche Boolesche Funktion:
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Symbolisches Model-Checking
Isomorphie von OBDDs

Definition (Isomorphie von OBDDs)

Zwei OBDDs D = (V/,outg, outy, r, A) und D" = (V', outy, outy, r’, \')
sind isomorph, falls eine Bijektion h: V — V'’ mit folgenden Eigenschaften
existiert:

o h(r) =, h(0) =0, h(1) = 1,
e N(h(v)) = A(v) fir alle v € V\ {0,1},
o outl(h(v)) = h(out,(v)) fir alle v e V' \ {0,1}, a € {0,1}.

Die Abbildung h ist dann ein Isomorphismus zwischen D und D’'.

Dies bedeutet, dass D’ aus D durch Umbenennung der Knoten gebildet
werden kann.

Beachte: D und D’ sind beziiglich der gleichen Variablenordnung definiert.
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Symbolisches Model-Checking

Restriktion von Booleschen Funktionen

Das weitere Ziel:

@ Fiir jede Boolesche Funktion f und jede Variablenordnung existiert ein
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter minimaler OBDD Dy fiir f.

@ Aus einem beliebigen OBDD D fiir f kann Dy effizient durch
Anwendung zweier lokaler Reduktionsregeln berechnet werden.

Fixiere die endliche Variablenmenge X = {x1,...,x,}.

Definition (Restriktion einer Belegung)

Fiir eine Belegung 5: X — {0,1}, 1 </ <nund a € {0,1} sei
Blxi = a] : X — {0,1} die Belegung mit

a falls i =
B(xj) sonst

Bl = al(5) = {

v
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Symbolisches Model-Checking

Restriktion von Booleschen Funktionen

Sei f : {0,1}X — {0,1} eine Boolesche Funktion mit X = {xi,...,x}.

Definition (Restriktion einer Booleschen Funktion)

Fir 1 <i<nundac{0,1} ist f[x; = a] : {0,1}X — {0,1} die
Boolesche Funktion mit:

VB e {0,1Y° : fx; = a](B) = f(B]xi = a]).

Intuition: Die Variable x; wird auf a festgesetzt.

Beispiel: Sei f die durch den Booleschen Ausdruck (xi <+ x2) A (x3 <> xa)
berechnete Funktion iiber der Variablenmenge {xi, x2, x3, x4 }.

Dann wird f[x2 = 0] durch den Ausdruck —x; A (x3 <> x4) berechnet.

Beachte: Wir betrachten f[x; = a] noch immer als eine Boolesche
Funktion iiber der gesamten Variablenmenge X, obwohl sie von x; nicht

mehr abhangt.
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Symbolisches Model-Checking
Shannon-Expansion

Lemma 21 (Shannon's Expansionsgesetz)

Fiir jede Boolesche Funktion f : {0,1}*X — {0,1} und jede Variable
xj € X gilt:
f=((xAf[lx;=0])V(xAflxi=1])

Beweis: Sei 5: X — {0,1} eine Belegung.
Fall 1. 5(x;) = 0: Dann gilt:
(—\X,' A\ f[X,‘ = 0]) V (X,' A\ f[X,' = 1])(,3) =
(IAfl =01(8)) v (O A flxi = 1](5)) =

flxi = 0](8) =
F(Blxi =0]) =
F(8)
Fall 2. 5(x;) = 1: Analog O
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Symbolisches Model-Checking
Variablenabhangigkeiten

Definition (Abhangigkeit von einer Variablen x;)
Die Boolesche Funktion f hdngt von x; ab, falls gilt: f[x; = 0] # f[x; = 1].

Beobachtungen:

o f[x; = b] hdngt nicht von x; ab.
@ Sei D = (V,outp,outy, r, ) ein OBDD bzgl. der Variablenordnung
x1 < Xp < --- < Xp.Sei v eV ein Knoten mit A\(v) = xj, j > I.

Dann héngt die im Knoten v berechnete Funktion f, nicht von x; ab.
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Symbolisches Model-Checking
Variablenabhangigkeiten

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir jede Boolesche Funktion f:

) f[X,':O]:f[X,':].]

o f="f[x=0]
o f="f[x=1]
Beweis:

Aus f = f[x; = 0] folgt:
flxi = 1](8) = f(Blxi = 1]) = fx = 0](B[xi = 1])
= f(Bxi = 1]lx = 0]) = f(Blx = 0]) = flxi = 0](8)-
Aus f[x; = 0] = f[x; = 1] folgt:
F(B) = f(Blxi = BO3)]) = flxi = BO)(B) = flxi = 01(5)-
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Symbolisches Model-Checking
Restriktion und OBDDs

Analog kann gezeigt werden: f = f[x; = 1] & f[x; = 0] = f[x; = 1]. O
Insbesondere: f = f[x; = 0] = f[x; = 1] falls f nicht von x; abh&ngt.

Sei D = (V,outg,outy, r,\) ein OBDD, v € V, A\(v) = x;, outo(v) = vo
und outy(v) = vg.

Dann gilt fiir die in den Knoten v, vo und vi berechneten Funktionen:
fvo = fu[xi = 0] und f,, = f,[x; = 1].

Beweis: Es gilt f, = (—x; A fy,) V (Xi A ).
Also gilt:
o f,[x; =0] = (-0Af,)V(0OAL,)="1,.
o f[xi =1 =(-1Af,)V(ILAL,)="1,. O
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Symbolisches Model-Checking
Restriktion und OBDDs

Sei nun x; < xp < -+ < x, die Variablenordnung auf X = {x1,...,x,}.

Fiir s = ajap---a; € {0,1}/ (0 <i < n)sei £5:{0,1}X — {0,1} die
Boolesche Funktion f* = f[x; = ai1][x2 = a2] - - - [x; = aj].

Lemma 24

Sei D = (V,outg,outy, r,\) ein OBDD bzgl. der Variablenordnung < auf
X={x1,...,xn} mit x1 < xp < -+ < Xp.

Seis=ajay---a;€{0,1} (0<i<n)undv=rs.

Dann ist 5 die im Knoten v berechnete Funktion f,.
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Symbolisches Model-Checking
Restriktion und OBDDs

Beweis: Induktion iiber j.

Induktionsanfang i = 0: f§ = fp = f, und r = r=.

Induktionsschritt: Sei s = s'a mit a € {0,1}, |s| =i —1und v/ = rs.
Nach Induktion gilt f5 = f5? = £5 [x; = a] = f,/[x; = a].

1. Fall: A(V') = x;.

Dann gilt v = r¥'2 = (v/)*'? = out,(v') und f,/[x; = a] = f, wegen
Lemma 23.

2. Fall: v/ € {0,1} oder A\(V) = x; mit j > i.
Dann gilt r* = v'.
Ausserdem hangt £,/ nicht von x; ab.

Aus Lemma 22 folgt f,.[x; = a] = f,. O
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Symbolisches Model-Checking
Reduktionsregeln

Seien D = (V,outg,outy, r, ) und D’ = (V’/, outg, out], r’, \') OBDDs
bzgl. der gleichen Variablenordnung.

Wir schreiben D — D’ falls einer der beiden folgenden Fille gilt:

@ 1. Reduktionsregel:
Es gibt Knoten v, v/ € V mit outg(v) = v/ = out;(v) und D’ entsteht
durch Verschmelzen von v und v'.
Formal: V! = V\{v}, r =rfallsre V' r =V falls r = v, und fiir
alle u e V"

outy(uv) falls out,(u) #

)\/(u) = Au) und out;(u) = {v,

14
falls out,(u) = v

@ 2. Reduktionsregel:
Es gibt v, v/ € V mit v # v/, A(v) = A(V/), outp(v) = outg(v'),
outi(v) = outy(v’), und D’ entsteht durch Verschmelzen von v und
v/ (wie oben).
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Symbolisches Model-Checking

Graphische Darstelllung der Reduktionsregeln

1. Reduktionsregel: —
o )

2. Reduktionsregel: (i) 10 —
01 0 1
O O
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Symbolisches Model-Checking

Reduktionsregeln erhalten die berechnete Funktion

Gelte D — D' fiir OBDDs D und D'. Dann gilt fp = fpr.

Beweis:

Angenommen die Knoten v und v/ von D werden bei der Reduktion
D — D’ verschmolzen.

Es geniigt zu zeigen: f, = f,1.
Wird die zweite Reduktionsregel angewendet, so ist dies klar.

Bei Anwendung der ersten Reduktionsregel gilt outo(v) = v/ = outy(v).

Sei A\(v) = x;.
Aus Lemma 23 folgt f,[x; = 0] = f,, = f,[x; = 1].
Aus Lemma 22 folgt schlieBlich f, = f,.. O
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

Im folgenden sei |D| die Anzahl der Knoten des OBDDs D.

Definition (minimaler OBDD)

Sei < eine Variablenordnung auf X. Ein OBDD D bzgl. der
Variablenordnung < ist minimal, falls fiir jeden OBDD D’ bzgl. der
gleichen Variablenordnung < gilt: Wenn fp = fp dann |D| < |D/|.

Beachte: Wir definieren minimale OBDDs fiir eine feste Variablenordnung.

Sind D; und D, minimale OBDDs fiir die gleiche Funktion f aber
bzgl. verschiedener Variablenordnungen, so kénnen Dy und D,
unterschiedlich viele Knoten haben.

Beispiel: Die beiden OBDDs auf den Folien 115 und 116 sind beide
minimal fiir die Funktion (x1 <> x2) A (x3 <> xa).
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

Wir bezeichnen im weiteren die konstante 0-Funktion f : {0,1}* — {0, 1}
(d.h. f(8) = 0 fiir alle Belegungen ) mit 0, und ebenso fiir die konstante
1-Funktion.

Der minimale OBDD fiir 0 sowie 1 ist offensichtlich der OBDD, der nur
aus den Knoten 0 und 1 besteht.

Im weiteren gehen wir stets davon aus, dass fiir die Boolesche Funktion
f:{0,1}X — {0,1} gilt: 0 # f # L.

Dies bedeutet, dass f von wenigstens einer Variable abhingt.
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

Definition (OBDD Dy)
Sei f : {0,1}X — {0,1} eine Boolesche Funktion, X = {x1,...,,},
X1 < Xop < -+ < Xp.

Wir definieren den OBDD Dy = (Vf, outg, outy, r, A) bzgl. der
Variablenordnung x; < x» < --- < x, wie folgt:

o Vi={f"|se{0,1}"s| < n}
o r=f

@ \(g) = x; falls i der kleinste Index ist, so dass g von x; abhingt.

@ outy(g) = g[x; = 3], falls g € V¢, A\(g) = x; und a € {0, 1}.

Beachte: Wegen 0 # f # 1, gilt 0,1 € V¢.
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

fp, = f, d.h. Dr ist ein OBDD fiir f.

Beweis: Sei g € V¢ ein Knoten des OBDD Dy.

Wir zeigen mit Induktion, dass die Funktion g die im Knoten g berechnete
Boolesche Funktion ist.

1. Fall: g =0 oder g = 1. Klar
2. Fall: M(g) = x; furein1 </ <n.
Es gilt g[x; = 0] = outo(g) und g[x; = 1] = out1(g).

Mit Induktion folgt, dass g[x; = a] die im Knoten g[x; = a] berechnete
Funktion ist.

Also wird die Funktion (—x; A g[x; = 0]) V (xi A g[x; = 1]) = g (siehe
Lemma 21) im Knoten g berechnet. 0
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

Dy ist ein minimaler OBDD bzgl. der Variablenordnung < fiir f.

Beweis:
Sei D ein beliebiger OBDD bzgl. der Variablenordnung < fiir f.
Sei V die Knotenmenge von D.

Aus Lemma 24 folgt, dass jede der Funktionen * (s € {0,1}*,|s| < n) in
einem Knoten aus V berechnet wird.

Also gilt |V/| > | V4. O
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

Lemma 28

Ein OBDD D fiir die Funktion f ist genau dann nicht minimal, wenn
Knoten u,v mit u # v und f, = f,, existieren.

Beweis:
Sei V die Knotenmenge von D.
Angenommen es gilt f, # f, fiir alle Knoten u,v € V mit u # v.

Aus Lemma 24 folgt, dass jede der Funktionen f* € Vs in genau einem
Knoten von D berechnet wird.

Also gilt |V| = |V¢| und D ist minimal (da Df minimal ist).

Falls es Knoten u,v € V mit u # v und f, = f, gibt, muss wieder wegen
Lemma 24 | V| > |V¢| gelten,

Also ist D nicht minimal. O
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Der minimale OBDD

Ein OBDD D st minimal (bzgl. der Variablenordnung <) genau dann,
wenn keine der beiden Reduktionsregeln auf D anwendbar ist.

Beweis:

Wenn auf D eine Reduktionsregel anwendbar ist, ist D nach Lemma 25
nicht minimal.

Sei nun D nicht minimal.
Wegen Lemma 28 gibt es Knoten u # v mit f, = f,.

Wir berechnen nun eine Folge von Knotenpaaren, wobei fiir das aktuelle
Knotenpaar (u', V') stets v’ # v/ und f,, = £,/ gilt.
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

Wir starten mit dem Knotenpaar (u, v).

Fall 1: \(v) = x; = A\(v).
Sei uj = out;(u) und v; = out;(v) fiir i € {0,1}.
Dann gilt f,, = f,, und f,, = f,,.

Falls up = vo und u; = vq gilt, kdnnen wir die 2. Reduktionsregel
anwenden, und wir sind fertig.

Ansonsten gilt u; # v; fiir ein i € {0, 1}.

Wir machen dann mit dem Paar (u;, v;) weiter.
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

Fall 2: A\(u) = x;i < xj = A(v) oder (A(u) = x; und v € {0,1}).
Dann hangt f, nicht von x; ab.

Sei uj = out;(u) fir i € {0,1}.

Dann gilt f,, = f,,.

Falls ug = uy gilt, konnen wir die 1. Reduktionsregel anwenden, und wir
sind fertig.

Falls u; # uy machen wir mit dem Paar (uy, up) weiter.

Obiger Prozess muss mit der Anwendung einer Reduktionsregel
terminieren:

Sei (v, V") das aktuelle Paar und sei A(¢) = x; und A(V') = x;.

Dann wird in jedem Schritt min{x;, x;} echt groBer. O
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

Jeder minimale OBDD fiir f bzgl. der Variablenordnung < ist isomorph zu
dem OBDD Ds.

Beweis:
Sei D' = (V/, outg, out}, r’, \') ein OBDD fiir f mit |V vielen Knoten.

Dann gibt es fiir jedes g € V¢ genau einen Knoten v, € V/, so dass g im
Knoten v, berechnet wird, d.h. h: g — v is bijektiv.

Wir zeigen, dass h ein Isomorphismus zwischen Df und D’ ist.
Offensichtlich gilt h(f) = v¢ = ¢/, h(0) =0 und h(1) = 1.

Angenommen es gilt nun A\(g) = x;, d.h. i ist der kleinste Index, so dass g
von x; abhangt.
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

Wir zeigen:

o N(h(g)) = N(vg) =xi.

o out}(h(g)) = out)(vg) = Vgx=a] = h(outa(g)) fiir a € {0,1}
Gelte X' (vg) = x;.

Da D’ minimal ist, hdngt g von x; ab (sonst ware die erste
Reduktionsregel anwendbar).

Also gilt j > i.

Wiirde j > i gelten, so wiirde g nicht von x; abhingen — ein Widerspruch.
Also gilt X'(vg) = x;.

Sei nun a € {0,1}.

Die im Knoten out/,(vg) berechnete Funktion ist g[x; = a] nach Lemma 23.

Also gilt out,(vg) = Vg[x=a]- O
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

Sei D ein OBDD mit fp = f. Durch iteriertes Anwenden der beiden
Reduktionsregeln (in beliebiger Reihenfolge) erhalten wir schlieBlich einen
zu Df isomorphen OBDD.

Beweis: Sei D ein OBDD fiir f.

Sei D’ ein OBDD der durch wiederholtes Anwenden der beiden
Reduktionsregeln aus D entsteht, und so dass auf D’ keine der beiden
Regeln angewendet werden kann.

Aus Lemma 25 folgt fpr = f.
Ausserdem ist D’ nach Lemma 29 minimal.

Wegen Lemma 30 ist D’ isomorph zu Ds. O
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Symbolisches Model-Checking
Der minimale OBDD

Aus den Lemmata 26, 27, 30 und 31 folgt nun:

Fiir jede Boolesche Funktion f und jede feste Variablenordnung < gibt
es einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten minimalen OBDD D¢
bzgl. <. Diesen erhilt man aus einem beliebigen OBDD fiir f durch
wiederholtes Anwenden der beiden Reduktionsregeln.

Fiir einen OBDD D kann man den Reduktionsalgorithmus (welcher die
Reduktionsregeln solange wie moglich anwendet) in Zeit O(|D|)
implementieren.

Hierzu geht man bottom-up vor:
Ist x1 < xp < - < x,, die Variablenordnung.

Dann wendet man zunichst Reduktionsregeln auf mit x,, beschriftete
Knoten an, gefolgt von mit x,_; beschrifteten Knoten, u.s.w.
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Symbolisches Model-Checking
GroBe des minimalen OBDD

Satz 33 (Liaw, Lin 1992)

Sei X = {x1,...,%n} und < eine beliebige Variablenordnung auf X. Fiir
Jjede Boolesche Funktion f : {0,1}X — {0,1} existiert ein OBDD D bzgl.

< mit fp = f und |D| = (2+¢,) - £, wobei e, — 0 fiir n — oo.

Fiir einen Bitstring s = agay - - - ap—1 sei

n—1 ]
(3031 cee an_1)2 = Z aj - 2’
i=0

die durch s reprasentierte Zahl.
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Symbolisches Model-Checking

Untere Schranke fiir die Multiplikation

Definition (mittlere Bit der Multiplikationsfunktion)
Sei fuie die folgende Boolesche Funktion auf den 2n vielen Variablen
X0y -y X2n—1-

fonutt(X05 « -+, Xn—1, Xny - - - , X2n—1) ist das Bit an Position n — 1 in dem
Produkt (Xo oo Xn_1)2 ° (Xn oo X2n_1)2.

Satz 34 (Bryant 1991)

Sei < eine beliebige Variablenordnung auf {xg,...,xon—1}. Jeder OBDD
fiir fpue bzgl. der Variablenordnung < hat mindestens 2(n/8) viele Knoten.
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Symbolisches Model-Checking

Aquivalenz von OBDDs

Fiir OBDDs D, D' (bzgl. der gleichen Variablenordnung) kann in Zeit
O(|D| + |D'|) entschieden werden, ob fp = fp: gilt.

Beweis: Reduziere D und D’ so lange wie mdglich.
Seien D und D’ die resultierenden OBBDs.
Teste nun, ob D und D’ isomorph sind. O

Bemerkung: Fiir Boolesche Funktionen f und g, die durch Boolesche
Ausdriicke (iiber =, A und V) gegeben sind, ist es recht schwierig
(coNP-vollstindig) zu testen, ob f = g gilt.
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Sei D ein OBDD. In Zeit O(|D|) kann ein OBDD fiir die Boolesche
Funktion —fp berechnet werden.

Beweis: Vertausche die Rollen des 0-Knotens und des 1-Knotens.

Seien D1 und D, OBDDs iiber der gleichen Variablenmenge X und
bzgl. der gleichen Variablenordnung.

In Zeit O(|D1| - |D2|) kénnen OBDDs fiir die Boolesche Funktionen
fp, N fp, und fp, V fp, berechnet werden.
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Beweis:
Sei D; = (V,-,out;,o,out,;l, ri, )\,').
Sei o eine beliebige bindre Boolesche Operation (z.B. A oder V).

Nach Shannon’s Expansionsgesetz (Lemma 21) gilt fiir alle Booleschen
Funktionen f, g : {0,1}X — {0,1} und alle Variablen x; € X:

fog = (mxiA(flxi = 0oghx = 0]))V (xi A(flx = 1]og[xi = 1])) (1)

Dies motiviert den folgenden Algorithmus apply(u, v, o) zur Erzeugung
eines OBDDs D fiir fp, o fp,, wobei u € Vi und v € V5.
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Algorithmus apply

procedure apply(u, v, o)
begin
if Knoten (u, v) existiert bereits then
exit
endif
erzeuge Knoten (u, v);
if )\1(U) =X = )\Q(V) then
AM(u,v)) = x;;
let up = outy o(u); ur = outy 1(u); vo = outag(v); vi = outp 1(v)
apply(uo, vo, 0);
apply(u1, v1,0);
outo((u, v)) := (uo, vo);
out;((v,v)) :== (u1,v1);
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Algorithmus apply (Fortsetzung)
if A\1(v) =x; und (A\2(v) = x; > x; oder v € {0,1}) then
A(u, v)) == x;
let up = outy o(u); up = outy 1(u);
apply(uo, v, 0);
apply(u1, v, o);
outto((u, v)) = (o, v);
out;((u,v)) == (ul, v);
endif
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Algorithmus apply (Fortsetzung)
if A2(v) =x; und (A\1(uv) = x; > x; oder u € {0,1}) then

A(u, v)) == x;;
let vo = outpo(v); vi = outo1(Vv);
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Algorithmus apply (Fortsetzung)

if ue {0,1} und v € {0,1} then
verschmelze Knoten (u, v) mit dem Knoten uo v
endif
endprocedure

Initialer Aufruf: apply(r1, 2, 0).

Korrektheit: Fiir jeden von apply erzeugten Knoten (u, v) gilt:
f(u,v) =fyof,.

Beweis: Induktion unter Verwendung von (1).
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Seien ug, u1, v, v1 wie im apply-Algorithmus definiert.
Fall 1. v € {0,1} und v € {0,1}: klar

Fall 2. \i(u) = x; = X2(v).
Es gilt (nK = nach Konstruktion, L = Lemma, IH = Induktionshypothese):

f(u,v) = (_‘Xl A qu vo)) \ (Xi A f(u1,v1))

B (% A (Fap © i) V (55 A (fn © )
L23 (=x;i A (fulxi = 0] o f,[x; = 0])) V (x; A fulxi = 1] o £, [x; = 1]))

= fof,
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Fall 3. \;(u) = x; und (X2(v) = x; > x; oder v € {0,1})
Dann hangt f, nicht von x; ab.
Also gilt f,[x; = 0] = f, = f,[x; = 1] und damit:
fun) = (5% A fg ) V(0 A Fg 1))
N (axi A (g 0 £)) V (50 A (Fi © £,))
2 (xi A (fulxi =00 £)) V (i A fulxi = 1] o £,))
(=xi A (fu]xi = 0] o f,[x; = 0])) V (xi A fulxi = 1] o £, [xi = 1]))

= fof,

—~
~

Fall 4. X\>(v) = x; und (A1(u) = x; > x; oder u € {0,1}):
Analog zu Fall 3. U

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Model-Checking WS 2015/2016 152 / 279



Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Beispiel: Sei fi = (x1 <> x2) und f; = (x3 <> xa), wobei wir f; und £, als
Boolesche Funktionen iiber {x1, x2,x3,xa} mit x1 < xp < x3 < xg
betrachten:

Hier sind OBDDs fiir f; und f>:
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Dann liefert apply den folgenden OBDD fiir f; A fa:
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Dann liefert apply den folgenden OBDD fiir f; A fa:

))(r1, 1)
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Dann liefert apply den folgenden OBDD fiir f; A fa:
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Dann liefert apply den folgenden OBDD fiir f; A fa:

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Model-Checking WS 2015/2016 154 / 279



Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs
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Symbolisches Model-Checking

Boolesche Operationen auf OBDDs

Dann liefert apply den folgenden OBDD fiir f; A fa:
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Bemerkung: Mehrfache Anwendungen von apply fiihrt zu i.A. sehr groBen
OBDDs.
Dies ist nicht iiberraschend: Erfiillbarkeit fiir eine boolesche Formel F
(NP-vollstindig) kann wie folgt gelost werden:

@ Konstruiere einen OBDD D fiir F unter Verwendung von apply.

@ Teste Erfiillbarkeit, indem uberpriift wird, ob in D ein Pfad von der
Wurzel zu der 1-Senke fiihrt.
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Definition (Existentielle Quantifizierung einer Booleschen Funktion)

Fiir eine Boolesche Funktion f : {0,1}* — {0,1} und x € X ist
(3x : ) : {0,1}X — {0,1} die Boolesche Funktion

(3x.f)=f[x=0]V flx =1]

Bemerkung: Wir konnten (3x.f) auch als eine Boolesche Funktion iiber
X\ {x} betrachten.

Lemma 38

Sei D ein OBDD fiir die Boolesche Funktion f : {0,1}* — {0,1} und sei
x € X.
Aus D kann ein OBDD der GréBe |D|? fiir (3x.f) berechnet werden.
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Beweis:

Wir konstruieren einen OBDD fiir f[x = a], indem wir jeden Knoten v mit
A(v) = x I6schen, und alle Kanten, die nach v gehen, nach out,(v)
richten.

Dann wenden wir die apply-Prozedur fiir V auf die beiden OBDDs fiir
flx =0] und f[x =1] an. O
Bemerkung: Eine einfachere Konstruktion ist moglich, wenn x die letzte
Variable in der Variablenordnung ist.
Dann identifizieren wir einfach jeden Knoten v mit A\(v) = x

@ der eine Kante zur 1-Senke hat mit der 1-Senke, bzw.

@ der keine Kante zur 1-Senke hat mit der 0-Senke.

Kann zur Konstruktion eines OBDDs fiir 3x;3xj41 - - - Ix,.f benutzt
werden, falls die Variablenordnung x; < xp < --- < x, ist.
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Beispiel: Diese beiden OBDDs entstehen aus dem OBDD von Folie 115
durch die Restriktionen [x; = 0] bzw. [xo = 1]:
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Symbolisches Model-Checking
Boolesche Operationen auf OBDDs

Beispiel (Fortsetzung): apply fiir \V ergibt folgenden OBDD fiir
Ixa.(x1 > x2) A (X3 > xa) = x3 <> xa:
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Symbolisches CTL-Model-Checking mit OBDDs

Sei der Transitionsgraph T = (V/, E, I, 7) symbolisch durch Boolesche
Funktionen kodiert (siehe Folie 105):

e V = {0,1}X fiir eine Variablenmenge X.
o fg: {0,1}XYX" — {0,1} mit:
V8,7 € {0, 1} : fe(B,7) =1 <= (8,7) € E.
o f,:{0,1}* — {0,1} fiir p € N mit:
VB e {0,1}X: f(B) =1 < pecn(B).

Sei 9 eine existentielle CTL-Zustandsformel.

Wir berechnen fiir jede Teilformel 6 von v einen OBDD Dy mit:

V3 € {0,1}% : fp,(B) =1 < Be[f]r.
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Symbolisches Model-Checking

Symbolisches CTL-Model-Checking mit OBDDs

Anders gesagt: Fiir eine Menge U C V von Belegungen (also Knoten des
Transitionsgraphen T) sei fy die charakteristische Funktion fiir U.

Wir berechnen dann OBBDs fiir die charakteristischen Funktionen der
Mengen [0] 7.

Hierzu verwenden wir die Algorithmen von Folie 96 — 102.

Sei X = {x1,...,%n} und fixiere eine Variablenordnung auf
XUX = {x1,...,Xn, X], .., Xp}.
Wichtig: x; < x; <= x{ < x; fiiralle 1 <i,j <n.
Mogliche Variablenordnungen:

@ X1 < X| <xp<xp <0< Xp <X,

0 xp <Xp < < Xp < X < X) < ek < X
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Symbolisches Model-Checking

Symbolisches CTL-Model-Checking mit OBDDs

Definition (Umbenennung von Variablen)

Fiir eine Belegung 5 : X — {0,1} der Variablen aus X sei 5’ : X’ — {0,1}
die Belegung mit £'(x]) = B(x;).

Fiir eine Boolesche Funktion £ : {0,1}X — {0,1} sei ' : {0,1}X — {0,1}
die Boolesche Funktion mit f/(8") = f(B) fiir alle 3 : X — {0,1}.

Einen Booleschen Ausdruck fiir f' erhilt man also aus einem Booleschen
Ausdruck fiir f durch Ersetzen jeder Variable x; durch x!.

Einen OBDD fiir f’ erhidlt man aus einem OBDD fiir f, indem jeder mit x;
markierte Knoten mit x,{ markiert wird.

Wichtig: Auf Grund der Annahme (x; < x; <= x; < x;) wird beim
Umbenennen die Variablenordnung erhalten.
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Symbolisches Model-Checking

Symbolisches CTL-Model-Checking mit OBDDs

Fall 1.0 =pc Tl
Konstruiere OBDD fiir f,.

Fall 2. § = —¢"

Wir erhalten Dy indem wir im OBDD Dy die 0-Senke mit der 1-Senke
vertauschen (siehe Lemma 36).

Fall 3. 6 = 6, A 5.
Wende apply-Prozedur fiir A auf die OBDDs Dy, und Dy, an (Lemma 37).

Fall 4. 0 = 01 V 0;: analog zu Fall 3.
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Symbolisches Model-Checking

Symbolisches CTL-Model-Checking mit OBDDs

Fall 5. 0 = 3IX¢:

Wir haben den OBDD Dy (iiber der Variablenmenge {xi,...,x,}) fiir die
charakteristische Funktion von [€] 1 bereits konstruiert.

Sei D ein OBDD fiir die Funktion f¢ : {0,1}*%X" — {0,1}
(Kantenrelation).

Sei ' := fE’,6 - {0,1}X" — {0, 1} (Variablenumbenennung).

Einen OBDD D’ fiir f’ erhalten wir durch Ersetzen jeder Variable x; in D¢
durch x/.

Konstruiere aus D’ und Dg unter Verwendung von Lemma 37 und 38
(existentielle Quantifizierung) einen OBBD fiir die Boolesche Funktion

Ixq - 3X . (FE (X0 ey Xy XTs s X)) A F (X s X0)-
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Symbolisches Model-Checking

Symbolisches CTL-Model-Checking mit OBDDs

Fall 6. 6 = 3(01 U 92)2
Zur Erinnerung (Folie 101):
@ Sei Uo = I]:HQ]]T und W = |[91]]T

o Fiir i > 0 definiere
U,'.HZU,'U(WQ{VEV‘HV,E V:(V,V’)EE/\V’EU,'}).

@ Danngilt Uy CU; C U, CUsC---.

@ Da V endlich ist, gibt es ein i > 0 (sogar i < |V/|) mit U; = U; fiir
alle j > i und es gilt [3(61 U 02)]+ = U;.

Wir haben die OBDDs D’ := Dy, und Dy := Dy, also bereits konstruiert.

Dann sind fy := fp, und g := fp/ die charakteristischen Funktionen von Uy
bzw. W.
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Symbolisches Model-Checking

Symbolisches CTL-Model-Checking mit OBDDs

Wir kénnen dann OBBDs D; (i > 0) fiir die charakteristischen Funktionen
der Mengen U; berechnen (sei X = (x1,...,%,) und X' = (x1,...,x})):

firi(x) = fi(x) v (g(x) A3X'. (fe(%,X) A (X))

Wir minimieren den OBDD D; mittels der Reduktionsregeln und stoppen,
wenn D; und Dj1; (beide minimal) isomorph sind.
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Symbolisches Model-Checking

Symbolisches CTL-Model-Checking mit OBDDs

Fall 7. 0 = 3G¢:
Erinnerung (Folie 102)

e Sei Up = [¢]+

@ Fir i > 0 definiere
Up=Un{veV|aVeV:(v,W)eEAV €U}

@ Danngilt UyD U1 DU, D U3D ---.

@ Da V endlich ist, gibt es ein i > 0 (sogar i < |V/|) mit U; = U; fiir
alle j > i und es gilt [3GE]+ = U;.

Wir haben den OBDD Dy := D also bereits konstruiert.

Dann ist fy := fp, die charakteristische Funktion von Up.
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Symbolisches Model-Checking

Symbolisches CTL-Model-Checking mit OBDDs

Wir kénnen dann OBBDs D; (i > 0) fiir die charakteristischen Funktionen
der Mengen U; berechnen (sei X = (x1,...,%,) und X' = (x1,...,x})):

fina(®) = 6®) A TR (F(%.7) A F(R)).

Wir minimieren den OBDD D; mittels der Reduktionsregeln und stoppen,
wenn D; und Dj1; (beide minimal) isomorph sind.

Dies beendet die induktive Konstruktion der OBDDs fiir die Teilformeln 6.

Nach jedem Schritt sollten die konstruierten OBDDs minimiert werden.
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Symbolisches Model-Checking

Symbolisches CTL-Model-Checking mit OBDDs

Kritisch ist die Wahl der Variablenordnung < auf {x1,..., X, X{,...,x1}.
0 xp <Xp < < Xp <X < x) < ee < X
Macht die existentielle Quantifizierung 3x] - - - 3x;, einfach fiir OBDDs.
@ x1 < x| <xp < xp<--+<xp<x, (verschrankte Variablenordnung):
Fiihrt haufig zu einfachen OBDD fiir fg (Kantenrelation).

Haufig ergibt sich E als direktes Produkt mehrerer Kantenrelationen
Eq, ..., Ex (synchrones Produkt von Transitionsgraphen):

E= {((ul,...,uk>,(v1,... , Vk>) | (U1,V1) € E,... (uk,vk) S Ek}

Hat man OBDDs fiir fg,,. .., fg, so kann man unter der verschrankten
Variablenordnung leichter einen OBDD fiir f¢ konstruieren.
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Symbolisches Model-Checking

SMV (symbolic model verifier), siehe
http://www.cs.cmu.edu/~modelcheck/smv.html:

@ Entwickelt von Ken McMillan an der Carnegie Mellon Universitat
Anfang der 1990'er Jahre.

@ symbolischer CTL model checker basierend auf OBDDs

o Weiterentwicklung: nuSMV (new SMV), siehe
http://nusmv.fbk.eu
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Unendliche Transitionsgraphen

Bisher haben wir in der Vorlesung nur Transitionsgraphen mit endlich
vielen Knoten betrachtet.

Eignen sich z.B. zur Modellierung von Hardware.

Aber: Transitionsgraphen, welche Softwaresysteme modellieren sind
typischerweise unendlich auf Grund von z.B.

@ Variablen mit unendlichen Wertebereichen (integers, reals),
@ dynamischer Erzeugung beliebig vieler Prozesse, oder

@ beliebig groBen Programmstacks
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Unendliche Transitionsgraphen

Bisher haben wir in der Vorlesung nur Transitionsgraphen mit endlich
vielen Knoten betrachtet.

Eignen sich z.B. zur Modellierung von Hardware.

Aber: Transitionsgraphen, welche Softwaresysteme modellieren sind
typischerweise unendlich auf Grund von z.B.

@ Variablen mit unendlichen Wertebereichen (integers, reals),

@ dynamischer Erzeugung beliebig vieler Prozesse, oder

@ beliebig groBen Programmstacks — Pushdownsysteme
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Pushdownsysteme

Pushdowngraphen kénnen zur Modellierung von rekursiven Programmen
eingesetzt werden, falls alle lokalen und globalen Variablen nur endliche
Wertebereiche haben (mehr dazu spater).

Pushdowngraphen werden durch Pushdownsysteme (Kellersysteme)
beschrieben.

Definition
Ein Pushdownsystem ist ein Tupel P = (Q, T, A, 1, p) mit:
@ Q ist eine endliche Menge von Zustdnden.
[ ist eine endliche Menge von Kellersymbolen (Q NT = ().
A ist eine endliche Teilmenge von (Q x I') x (Q x ).

°
°
@ [1 ist eine endliche Menge von Propositionen.
°op:Q—2N
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Der Pushdowngraph T(P)

Fiir ein Pushdownsystem P = (Q, I, A, I, p) definieren wir den

Transitionsgraphen
T(P) = (Qr*? =P, rl’ﬂ-)’

wobei
o =p ={(qAu,pwu) | u€T" (q,A p,v) € A} und
o m(qu) =p(q) firge Q, uerl™.
Elemente von QI'* werden auch als Konfigurationen von P bezeichnet.

Ein Pushdowngraph ist ein Transitionsgraph der Form T(P), wobei P ein
Pushdownsystem ist.
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Beispiel

Beispiel 1: Sei
P= ({P, q}a {A}7 A, {07 1}7 p)
wobei
o A={(p,A p,AA),(p,A,q,A),(q,A,q,¢)} und
e p(p) ={0,1},p(q) = {1}

Dann sieht T(P) wie folgt aus:

1 1
GAAA—(GAAAA)

pAAA—~(pAAAA)

0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit

Sei T =(V,E,N,x) ein Transitionsgraph und seien v € V, U C V.

Wir sagen, dass U vom Knoten v aus erreichbar ist, falls gilt:

Jue U:(v,u) € E*

Beachte: 1 und 7 spielen hierbei keine Rolle.

Motivation: U kann eine Menge von kritischen Systemzustanden sein.
Wenn U von v aus erreichbar ist, bedeutet dies, dass man von v aus in
einen kritischen Zustand gelangen kann, d.h. v ist nicht sicher.

Es sei

prer(U) = {veV|JueU:(v,u)e E"}
= {v e V| Uistvon v aus erreichbar}
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Im folgenden sei ein Pushdownsystem
P=(Q,lT,A,,p)
fixiert, und
T=T(P)=(Qr,=p,M,mx)
sei der zugehdrige Transitionsgraph.

Unser Ziel ist die Berechnung von pre*-(U) fiir eine Teilmenge U C QI'*
von Konfigurationen.

Problem: Wie soll eine Teilmenge U C QI'* reprasentiert werden?

Wir betrachten reguldre Mengen von Konfigurationen, diese werden durch
sogenannte P-Multiautomaten definiert.
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Definition

Ein P-Multiautomat ist ein Tripel M = (S, 6, F), wobei gilt:
@ S ist eine endliche Menge von Zustanden mit @ C S
@0CSxIxS

@ F C S (die Menge der Endzusténde)

Fiir w € I'* definieren wir die Relation =, C S x S wie folgt induktiv
iber |w|:

o Sy =Ids={(s,s)|sc S}

o 2 ={(s1,%) | 3s€S: (s1,As) €8s %y} firAcT, velr
Die durch M akzeptierte Konfigurationsmenge ist

LIM)={qw | g€ QweTlT*IfcF:qSyf}

Eine Menge U C QI™ ist regular falls ein P-Multiautomat M mit
U = L(M) existiert.
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Beispiel 2:
Sei P das Pushdownsystem aus Beispiel 1. Dann ist
M= ({p;q.s,t},{(q,; A 5),(s, A q).(p, A, 1), (t, A, 5), (s, A, t)}, {s})

ein P-Multiautomat, der durch das folgende Diagramm dargestellt werden
kann:

Dieser Automat akzeptiert die Menge von Konfigurationen
L(M) = {gA®™1 | n >0} U {pA®" | n>1}.
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Im Folgenden verlangen wir fiir einen P-Multiautomaten M = (S, 4, F)
(wobei P =(Q,I, AT, p)), dass 6 CSxT x(S\ Q) gilt.

Es gibt also keine Transitionen, die in einen Zustand aus @ fiihren.

Beachte: Aus einem P-Multiautomaten M = (S, 6, F) kann man durch
Hinzufiigen von hochstens | Q| vielen Zustdnden einen P-Multiautomaten
M = (5,8, F) mit LM)=L(M")und &’ CS' xT x(5\Q)
konstruieren.

Sei |A| = Z(q,A,p,v)EA(|V| + 1)

Satz 39 (Bouajjani, Esparza, Maler 1997)

Fiir ein Pushdownsystem P = (Q, T, A, I, p) und einen P-Multiautomaten
M = (S,5,F) kann in Zeit O(|S|? - |['| - |A|) ein P-Multiautomat
M' = (5,0, F) mit L(M') = pre*T(P)(L(I\/I)) berechnet werden.
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Korollar aus Satz 39

Fiir ein gegebenes Pushdownsystem P = (Q, I, A, T, p) und zwei
Konfigurationen qu, pv € QT* kann man in Polynomialzeit entscheiden, ob
qu =% pv gilt.

Beweis:

© Konstruiere einen P-Multiautomaten M mit L(M) = {pv} (ist
einfach)

@ Konstruiere einen P-Multiautomaten M’ mit L(M') = prei‘r(P)(L(I\/l))
(geht in Polynomialzeit nach Satz 39)
© Teste, ob qu € L(M’) (ist einfach) O
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Beweis von Satz 39:

Sei P=(Q,T,A,M, p) ein Pushdownsystem und M = (5,4, F) ein
P-Multiautomat.

Beachte: Es gibt keine Transition (s, A,q) € d mit g € Q.
Definiere Mengen X; fiir i > 0 wie folgt induktiv:
Xo = L(M)
Xiv1 = XiU{que QIr* |3Ipve X;: qu=p pv}

X; ist die Menge aller Konfigurationen, von denen man in hochstens i
vielen = p-Schritten nach L(M) kommt.

Somit gilt:

U Xi = preT(py(L(M))
i>0
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Wir konstruieren P-Multiautomaten M; = (S,6;, F) (i > 0) mit den
folgenden drei Eigenschaften:

(P2) Vi>0:X;CLM,)
(P3)  Vi=0:L(M)C Uiz Xj = preyp (L(M))

(P2) und (P3) ~:

pre’r gy (L(M)) = | Xi € | LIM;) € prety p)(L(M))

i>0 i>0
und somit
U L(M,) = preipy (L(M)). 2)
i>0
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

(P1) ~~ (k ist der Wert aus (P1)):
L(Mo) € L(My) € -+ C L(My) = L(My41) = L(Mi2) = - -
Hieraus folgt mit (2)

L(Mi) = | LM;) = presp) (L(M)).

i>0
Wir konnen also M’ = My, setzen.

Konstruktion der M;:
@ Essei My = M.

@ Sei M; = (S, 0;, F) bereits konstruiert. Dann ist
Siy1=0;U{(q,A,5) € @ xT xS [3(q, A p,v) €A p o, s
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Beispiel zur Konstruktion:

Sei P wieder das Pushdownsystem aus Beispiel 1 und betrachte den
folgenden P-Multiautomaten M (es gilt L(M) = {qA}):

@ A o
®
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Beispiel zur Konstruktion:

Sei P wieder das Pushdownsystem aus Beispiel 1 und betrachte den
folgenden P-Multiautomaten M (es gilt L(M) = {qA}):

@ A o
®

P-Multiautomat Mp:

@ A -

®
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Beispiel zur Konstruktion:

Sei P wieder das Pushdownsystem aus Beispiel 1 und betrachte den
folgenden P-Multiautomaten M (es gilt L(M) = {qA}):

@ A o
®

P-Multiautomat My:

ot

(q,A,q,e)eA A (p?A7q?A)6A A
c ~q vy q A ~p Sy S
q—m 9 q—m S
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Beispiel zur Konstruktion:

Sei P wieder das Pushdownsystem aus Beispiel 1 und betrachte den
folgenden P-Multiautomaten M (es gilt L(M) = {qA}):

@ A o
®

P-Multiautomat M>:

A q

(p’Avq’A)EA A
A WP—>M2q
q—m 49
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Beispiel zur Konstruktion:

Sei P wieder das Pushdownsystem aus Beispiel 1 und betrachte den
folgenden P-Multiautomaten M (es gilt L(M) = {qA}):

@ A o
®

P-Multiautomat M>:

A q 5

Der Automat M, ist saturiert, und es gilt (wie erhofft)
L(M2) = {xA" | x € {p, q}, n > 1} = preT py ({qA})-
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Beweis von (P].): 3k20250g51g"'g5k25k+1:5k+2:“'

Da jeder Automat M; die gleiche Zustandsmenge S und das gleiche
Alphabet T hat, kann ein &; héchstens |S|? - |['| viele Transitionen
enthalten.

Dies impliziert (P1) fiir ein k < |S|? - |T.
Beweis von (P2): Vi > 0: X; C L(M)
Induktion liber j > 0:

IA: Xo = L(M) = L(Mo)

IS: Sei i > 0 und qu € Xj41.

Also miissen (g, A,p,v) € A, w € " mit u = Aw und pvw € X;
existieren.

Induktionshypothese ~~ pvw € L(M;), d.h.
p—v>Ml.Sﬂ>Ml. ferF.
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Konstruktion von M;yq ~~
A w
g =My S =My, FEF,
d.h. qu = qAw € L(M41).

Beweis von (P3): Wir benétigen das folgende Lemma:

Lemma 40

Gelte g ﬂ>Ml. s fiirein g € Q, s € S. Dann gilt:

IJpeQvel*: gw=%pv, p>us.

Beweis von Lemma 40:

Induktion iiber i > 0:
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

IA: Gelte g ﬂn\//o s.
My=M ~» q-psund qw =5 qw.

Wir kénnen also p = g und v = w wahlen.

IS: Gelte g ﬂ”\/h s firi > 0.

Sei w = A1A> - - - Ai. Dann existiert ein Pfad
A A A
q =5 —1>Mi51 —2>MI. 52"'—k>Ml. S = S. (3)

Induktion iiber Anzahl der Transitionen (sx_1, Ak, Sk) € d; \ dj—1:

Falls diese Anzahl =0 ist, d. h. g £>Mi—1 s, so erhalten wir das Lemma mit
Induktion (nach i).
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Wenn diese Anzahl > 0 ist, kénnen wir den Pfad (3) faktorisieren als
Gy p B s Loy s mit (p,AS) €0:\0i1, w = wiAw,. (4)

Beachte: aus der Konstruktion von M; folgt p € Q.

Da entlang des Pfades g £>M, p weniger Transitionen aus §; \ d;_1 als in
(3) vorkommen, erhalten wir induktiv:

¢ € Q,w' el :qwy; =5 ¢w, ¢ K;M p.

Da p € Q gilt, hat p in M keine eingehenden Transitionen.
Also muss ¢' = p und w’ = ¢ gelten, d. h.

qwi =p pe. (5)
(p,A,s") € 6; \ 6;i—1 und Konstruktion von M; ~~
Ip,A,p,v)eA:p Sy 8 (6)
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

(6) und Induktion (nach i) ~~

’

eV er:pv=prv, r Hys (7)
(4) und (7) ~
r L;M s s, dho 7 %MH s
Induktion nach i ~»
JreQuel*: Viwo =% ru, roys (8)
(5)-(8) ~

gw = gwmAws =5 pAwy =p pvwe =5 'Vwy =% ru

wobei r = s. Dies zeigt Lemma 40. U
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Model-Checking von Pushdownsystemen
Erreichbarkeit in Pushdowngraphen

Zuriick zum Beweis von Eigenschaft (P3):

Vi>0:L(M UX = pre’(py(L(M))
i>0
Sei qw € L(M;).
wqﬂnwl. f fiir ein f € F.
Lemma 40 ~ dp e Q,vel™: gqw =% pv, pSumf
~ pv e L(M)
~qw E pre’fr(P)(L(I\/I)). O
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Model-Checking von Pushdownsystemen

LTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Satz 41 (Bouajjani, Esparza, Maler 1997)

Fiir eine gegebene Formel ¢ € LTL(IM) und ein Pushdownsystem
P =(Q,I,A,,p) kann in exponentieller Zeit ein P-Multiautomat M
berechnet werden mit: L(M) = {qu € QI"* | (T(P), qu) F~ ¢}.

Bemerkung: Die exponentielle Zeitschranke in Satz 41 kann nicht
verbessert werden, da bereits das folgende Problem EXPTIME-vollstandig
ist:

EINGABE: Ein Pushdownsystem P = (Q, I, A, T1, p), eine Konfiguration
¢ € QI* und eine LTL-Formel ¢ € LTL(N).

FRAGE: Gilt (T(P),c) = .
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Model-Checking von Pushdownsystemen

LTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Beweis von Satz 41:
Wir gehen wie folgt vor:
Schritt 1:
Konstruiere aus ¢ einen Biichiautomaten
B =(S,2",4,%,F)

mit

L(B) = {w e (2")* | w £ —~p}.
Die hierfiir bendtigte Zeit ist nach Satz 4 durch 29(#1) beschrinkt.

Ausserdem ist die Anzahl der Zustinde |S| von B auch durch 29(#)
beschrankt.
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Model-Checking von Pushdownsystemen

LTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Schritt 2:

Synchronisiere das Pushdownsystem P mit dem Biichiautomaten B.
Dieser Schritt ist analog zur Konstruktion eines Pushdownautomaten fiir
L(A) N L(A") fiir einen (gewdhnlichen) endlichen Automaten A und einen
Pushdownautomaten A’; siehe Vorlesung Automaten und Sprachen.

Formal: Definiere das Pushdownsystem
PxB=(QxS,T,A"00)

wobei fiir alle (q,s),(p,t) € @ xS, Ac T, uel*gilt:

wnims {2558
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Model-Checking von Pushdownsystemen

LTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Dann gilt fiir alle gop € Q und alle ug € T'*:

(T(P),qouo) = ¢
<= 1 Pfad qouo =p qru1 =p qotr =p -
mit (p(qo)p(q1)p(q2) ) = »
<= 1 Pfad qouo =p qru1 =p qour =p -+~
mit (p(qo)p(q1)p(g2) -+ ) =~
<= 1 Pfad qouo =p qru1 =p qotr =p -

mit (p(qo)p(q1)p(g2) - +) € L(B)

<= 3 Pfad (qo, s0)uo = px5 (q1,51)u1 =pxB (q2,52)t2 =pxB -
so dass unendlich viele i > 0 mit s; € F existieren
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Model-Checking von Pushdownsystemen

LTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Schritt 3:
Konstruiere (in Polynomialzeit) einen (P x B)-Multiautomaten N mit

L(N) = {(q,s)u | 3 Pfad (q,s)u =pxp (q1,51)u1 =pxp (q2,2)u2 " -
so dass oo viele i > 1 mit s; € F existieren}

(siehe nichste Folie)
Dann gilt:
Vge QVuel™: (T(P),qu) ¢ < (q,%)uc L(N)

Aus N konnen wir leicht (in Polynomialzeit) einen P-Multiautomaten M
konstruieren mit:

Vge QVuel™ :que L(M) < (q,s)u € L(N)

Damit gilt wie gewiinscht:
Vge QVuel™: (T(P),qu) ¢ < que L(M)
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Model-Checking von Pushdownsystemen

LTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Wir miissen noch den folgenden Satz beweisen:

Satz 42

Fiir ein gegebenes Pushdownsystem P = (Q, I, A, T, p) und eine
Teilmenge R C @ kdnnen wir in Polynomialzeit einen P-Multiautomaten
M konstruieren mit:

L(M)={ce Q" | 3 Pfad c = qoup =p qiu1 =p qous =p - -

so dass oo viele i > 0 mit g; € R existieren}

Der Beweis von Satz 42 basiert auf dem folgenden Lemma:
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Model-Checking von Pushdownsystemen

LTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Lemma 43

Sei P =(Q,I, A, T, p) ein Pushdownsystem, R C Q und ¢ € QI'*.
Folgende beiden Aussagen sind dquivalent:
(1) Es existiert ein Pfad ¢ = qoug =p q1u1 =p Goup =p -+, so dass 0o
viele i > 0 mit g; € R existieren.
(2) Esgibtge Q, r € Rund A €Tl mit:
(i) Iwel*:c =% gAw
(i) u,v eT*:qA =} ru =} qAv

Beweis:
(2) = (1): Aus (2) erhalten wir den folgenden unendlichen Pfad:
c =p qAw =} ruw =p gAvw=
qgAvw :>f.§ ruvw =p gAvvw =
qAvvw i','; ruvvw =p qAvvvw---
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Model-Checking von Pushdownsystemen

LTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Auf diesem Pfad wird der Zustand r € R unendlich oft besucht.
Also gilt (1).

(1) = (2): Sei
C = qoUp =p q1U1 =p Qoly =>p - -+

ein Pfad, so dass oo viele i > 0 mit g; € R existieren.

Dann gibt es ein r € R, so dass g; = r fiir co viele i > 0 gilt.
Sei I ={i e N|Vj>i:]|ul>|uil}.

Da (N, <) eine Wohlordnung ist, muss / unendlich sein.

Sei | ={ig,f1,0p,...pmitipg <ip <hp <---.

~» Wenn uj, = Aw (mit A€ T, w € ['*), dann existiert fiir jedes j > i
einu el mituy=uwund g, A =} qju.
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Model-Checking von Pushdownsystemen

LTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Da Q und I endlich sind, existieren g € Q, A € I und eine Teilfolge
Jo<p<fp<---vonig<ip<ip<---,sodass

Vk>0:gqj, =q, uj, € Al
Da es oo viele i > 0 mit g; = r gibt, existiert ein kK > 1 mit
C=qolo =p Gjlj, = quj, :>J,§ rug =p qjuj, = quj,.
Sei ujy = Aw.
Dann gilt also ¢ =} qAw (dies ist (i)).

Ausserdem erhalten wir Faktorisierungen uy = uw und u;, = Avw, so
dass

gA =} ru =% qAv
(dies ist (ii)). O
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Model-Checking von Pushdownsystemen

LTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Nun kénnen wir den Beweis von Satz 42 (und damit von Satz 41) beenden.

Aufgrund von Lemma 43 geniigt es, in Polynomialzeit einen
P-Multiautomaten M zu konstruieren, so dass gilt:

¢ € L(M) genau dann, wenn g € Q und A € I existieren mit:
(i) Iwel*:c =5 gAw
(i) Ire R3u,v el :qA =5 ru =% qAv

Bedingung (i) und (ii) sind dquivalent zu
(i) cepre*(qgAT*)
(i) gA€pret(RT* Npre*(g AT*))

Hierbei ist pre™(U) = {pw € QI* | Ix € U: pw =} x}.
Also soll fiir M gelten:

L(M) = U{pre*(qAr*) lge Q,AcT,gAcpre (R Npre*(gAT™))}
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Model-Checking von Pushdownsystemen

LTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Einen solchen P-Multiautomaten konnen wir wie folgt in Polynomialzeit
konstruieren.

(1) Teste fiiralle g€ Q und AT, ob gA € pre(RI™* Npre*(gAT™)).
Diese Bedingung kann wie folgt in Polynomialzeit iiberpriift werden:
(a) Berechne in Poly.zeit einen P-Multiautomaten M fiir pre*(q AT*).
Beachte: g AT ist eine reguldre Menge von Konfigurationen.
(b) Berechne in Poly.zeit einen P-Multiautomaten M, fiir RT* N L(M;).

(c) Berechne in Poly.zeit einen P-Multiautomaten Mj fiir pre™(L(My)).
(d) Teste in Poly.zeit, ob g A € L(Ms).

(2) Falls der Test aus (1) positiv ist, notiere den P-Multiautomaten M.

(3) Konstruiere in Polynomialzeit einen P-Multiautomaten fiir die
Vereinigung aller in Schritt (2) notierten Automaten.

Dies ist der gesuchte P-Multiautomat M. O

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Model-Checking WS 2015/2016 201 / 279



Model-Checking von Pushdownsystemen

CTL-Model-Checking in Pushdowngraphen

Auch das Model-Checking Problem fiir CTL ist entscheidbar fiir
Pushdowngraphen:

Satz 44 (Walukiewicz 2000)

Fiir eine gegebene
@ CTL-Zustandsformel p € CTLg(IM),
@ ein Pushdownsystem P = (Q, I, A, 11, p)
@ und eine Konfiguration qu € QI'*

kann in exponentieller Zeit iiberpriift werden, ob (T(P), qu) = ¢ gilt.

Bemerkung: Das Model-Checking Problem fiir CTL und
Pushdownsysteme ist EXPTIME-vollstandig.
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CTL*: Eine Verallgemeinerung von LTL und CTL

CTL": Eine Verallgemeinerung von LTL und CTL

Zur Erinnerung (Folie 94): LTL und CTL sind in ihrer Ausdrucksstarke
unvergleichbar.

CTL™ ist eine Logik, die sowohl LTL als auch CTL verallgemeinert.

Sei I wieder eine endliche Menge von Propositionen.

Definition (Syntax von CTL*)

CTL,(M) (CTL*-Pfadformeln) und CTL{(M) (CTL*-Zustandsformeln) sind
die beziiglich Inklusion kleinsten Mengen von Formeln mit:

e MCCTLLM) C CTL:(I_I)

@ Wenn ¢,v € CTLL(M), dann =, A,V ip € CTLL(M).
@ Wenn p € CTL,(M), dann Vo, Jp € CTL(M).

o Wenn ¢,9 € CTL,(M), dann =, 0 Atp, o Vi € CTL,(M).
e Wenn ¢,¢ € CTL,(M), dann X, o Ut € CTL,(M).

v
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CTL*: Eine Verallgemeinerung von LTL und CTL

Semantik von CTL"

Sei T =(V,E,N,x) ein Transitionsgraph.

CTL*-Zustandsformeln (CTL*-Pfadformeln) werten wir in Knoten
(Pfaden) von T aus.

Definition (Semantik von CTL*-Zustandsformeln)

Sei v € V ein Knoten von T.

o (T,v) E pfalls p e m(v).

o (T,v) =, falls (T,v) = ¢ nicht gilt.

o (T,v) EpA, falls (T,v) = und (T,v) = ¢ gilt.

o (T,v) EpV, falls (T,v) = ¢ oder (T,v) = ¢ gilt.

o (T,v) =V, falls (T, p) = ¢ fiir alle Pfade p € path(T,v) gilt.

o (T,v) = Jo, falls ein Pfad p € path(T,v) mit (T, p) = ¢ existiert.
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CTL*: Eine Verallgemeinerung von LTL und CTL

Semantik von CTL"

Definition (Semantik von CTL*-Pfadformeln)

Sei p=(vivav3---) € path(T,vi) ein Pfad in T.

o (T,p) E e falls (T,v1) E ¢ und ¢ eine CTL*-Zustandsformel ist.

(
(T,p) &= —p, falls (T, p) = ¢ nicht gilt.

(T.p) E oAy, falls (T,p) = und (T, p) E ¢ gilt.
(T,p) E eV, falls (T, p) = ¢ oder (T, p) |= ¢ gilt.
(
(

°
°
°
o (T,p) = X, falls (T, p?) |= ¢ (wobei p" = (viviq1vit2---))
T,p) = U, falls ein i > 1 existiert mit:

o (T, ') k= und
o (T,p)) Epfirallel <j<i.

)

Wir verwenden die gleichen Abkiirzungen wie fiir LTL und CTL.
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CTL*: Eine Verallgemeinerung von LTL und CTL

CTL* ist ausdrucksstarker als LTL und CTL

Offensichtlich konnen wir eine CTL-Formel in eine dquivalente
CTL*-Formel iibersetzen.

Ausserdem gilt fiir jede LTL-Formel ¢ € LTL(), jeden Transitionsgraphen
T =(V,E,N,x) und jeden Knoten v € V:

(T,v) FurL e <= (T,v) Fctis Vo

Wir verzichten auf den Beweis des folgenden Satzes
(siehe z.B. das Buch von Baier und Katoen).

Fiir die CTL*-Formel (VFGp) V (YG3Fq) gibt es weder eine dquivalente
CTL-Formel, noch eine dquivalente LTL-Formel.
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CTL*: Eine Verallgemeinerung von LTL und CTL

CTL*-Model-Checking

Fiir eine CTL}-Zustandsformel o, einen endlichen Transitionsgraphen
T =(V,E,N,x) und einen Knoten v € V kann in Zeit
200#D) . (|V| + |E|) entschieden werden, ob (T,v) k= ¢ gilt.

Beweis: Wie im CTL-Model-Checking Algorithmus berechnen wir fiir jede
Teilzustandsformel 6 von ¢ die Menge [0]r ={v e V| (T,v) =0}

Fall 1. [p]r ={v e V| p € w(v)} fiir alle p € N, die in ¢ vorkommen.

Da in ¢ nur |p| viele Propositionen vorkommen konnen, ist der Aufwand
hierfiir durch |p| - |V| beschrénkt.

Fall 2. [-0]r =V \ [¢]T.

Fall 3. [01 A 6] = [01]7 N [02] 7.

Fall 4. [0, Vv 6] = [01]7 U [02] 7.

In Fall 2-4 kann die Zielmenge in Zeit O(|V|) berechnet werden.
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CTL*: Eine Verallgemeinerung von LTL und CTL

CTL*-Model-Checking

Fall 5. [V¢]t:
Dann ist ¢ eine Pfadformel.

Fiir jede maximale (maximal beziiglich der Teilformelrelation)
Teilzustandsformel 6 # v in ¢ haben wir die Menge [0] r bereits
berechnet.

Wir fiihren nun fiir jede solche maximale Zustandsformel 8 eine neue
Proposition py ¢ I1 ein.

Sei Iy, die Menge aller dieser neuen Propositionen.

Wir definieren den Transitionsgraphen T' = (V, E,[TU My, 7’), wobei
m'(v) =m(v)U{pp € Ny | v € [0]7}

Nun ersetzen wir in i jedes maximale Vorkommen von 6 durch die
Proposition py.
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CTL*: Eine Verallgemeinerung von LTL und CTL

CTL*-Model-Checking

Auf diese Weise erhalten wir aus 1) eine LTL-Formel ¢/ und es gilt:
[Volr = [¥¢'1r ={ve V(T v) Fm ¢}
Die Menge {v € V | (T,v) =11 ¢’} kann in Zeit 200¥'D . (|V| + |E))

mittels einer Variation des LTL-Model-Checking Algorithmus (Folie 57-62)
berechnet werden.
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CTL*: Eine Verallgemeinerung von LTL und CTL

CTL*-Model-Checking

Fall 6. [3v]+

Wegen Ju = v gilt [3u]7 = V \ [v-] r-

Wir berechnen [V—¢] wie in Fall 5, und danach V' \ [V—¢]r.

Der Zeitaufwand ist wieder 200"} . (|V| 4 |E|), wobei t aus 1 wie in

Fall 5 konstruiert wird.

Addiert man die Beitrage fiir den Zeitaufwand aus Fall 1-6, so kommt
man insgesamt auf die Zeitschranke 200D . (|V| + |E)). O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlquasiordnungen

Eine Quasiordnung (kurz QO) ist ein Paar (A, <), wobei < reflexiv und
transitiv (aber nicht unbedingt antisymmetrisch) ist.

Sei (A, <) eine Quasiordnung. Wir schreiben a < b, falls a < b £ a.
Ubung: < ist transitiv!

Die Relation =C Ax Amit a=b <= a < b < 3 ist offensichtlich eine
Aquivalenzrelation.

(A, <) ist eine Wohlquasiordnung (kurz WQO), falls fiir jede Folge
ai, a, as, ... von Elementen aus A gilt: 3/ </ : a; < aj.

Lemma 47 (Erdds, Rado)

Sei (A, <) eine WQO. Dann gilt fiir jede Folge a1, az, a3, ... von
Elementen aus A: Jip < ih < io---:aj, <aj <aj, <---
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlquasiordnungen

Beweis: Sei M ={i >1|Vj>i:a; £ a;}.

Waire M unendlich, so kénnten wir aus M eine Teilfolge ajy, aj;, aj,, ... mit
Vp < q: aj, £ aj, konstruieren (Widerspruch zu WQO).

~» M endlich.
Waihle ein i > 1 mit i > m fir alle m e M.
Fiir jedes j > i existiert also ein k > j mit a; < ay.

Dies erlaubt uns, eine unendliche Folge aj; < aj, < aj; <--- mit /=iy zu
beginnen. O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlquasiordnungen

Lemma 48

Seien (A1, <1) und (A2, <2) WQOs.
Definiere die “Produktordnung” auf A; x Aj:

(a1, @) < (8),a,) <<= a1<1a] A a<sa)

Dann ist (A; x Az, <) wieder eine WQO.

Beweis:
Offensichtlich ist (A1 x Ap, <) eine Quasiordnung.

Sei nun (a1,1,a21), (81,2, a2,2), (21,3, @2,3), - - . eine unendliche Folge in
A1 X A2.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlquasiordnungen

Da (A1, <;) eine WQO ist, gibt es nach Lemma 47 in der Folge
ai1,a1.2,a13,. .. eine unendliche Teilfolge

ary <tar, <tar; <1

(I'1<I'2<I'3<~‘).

Da (A2, <3) eine WQO ist, gibt es in der Folge ap j;,a2,,a2,i;, - . . Indizes
k <{mit apj, <7 a2,

~ (avi,a2,) < (a1, az,,) und ix < ip. O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlquasiordnungen

Beispiel:

Sei k > 1 und betrachte auf N die folgende Relation <:
(31,...,ak)§(b1,...,bk) — V1I<i<k:a3;<b

Da (N, <) offensichtlich eine WQO ist, folgt aus Lemma 48 mit Induktion
tiber k sofort:

Satz 49 (Dickson, 1913)

Fiir jedes k > 1 ist (N¥, <) eine WQO.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlquasiordnungen

Eine Menge / C A ist nach oben abgeschlossen, falls gilt:

VaclVbeA:a<b—becl.

Fiir a € A definieren wir ta={b€ A| a < b}.

Eine Basis einer nach oben abgeschlossenen Menge [ ist eine Menge B C /
mit | = J,cp Ta-

Lemma 50 (Higman 1952)

Sei (A, <) eine WQO. Jede nach oben abgeschlossene Menge | C A hat
eine endliche Basis.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlquasiordnungen

Beweis:

Definiere C={cel|Vaecl:a£c}.

Dann ist C eine Vereinigung von Aquivalenzklassen von =:
Seice Cund b=c, d. h. b < c < b (insbesondere b € [)
Angenommen b ¢ C, d. h.esgibteinac / mita<bund b a.

Danngilt a< b <c (d. h.a<c)und c £ a(sonst wirde b<c<a
gelten), d. h. a < ¢, ein Widerspruch zu c € C.

Also gilt b € C und C ist in der Tat eine Vereinigung von
Aquivalenzklassen von =.

Sei nun B C C eine Menge von Reprasentanten der Aquivalenzklassen
{lc]z | c € C}, d.h.

C:{C|3bEBZbEC}UndVbl,b2EBZb1:b2<:>blEb2
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlquasiordnungen

Behauptung: B ist eine Basis von /.
Sei hierzu a € | beliebig.
Angenommen Vb€ B : b £ a.

~ VceC:c«La.

Wir definieren eine unendliche Folge a =ap > a1 > --- mit a; € /
(widerspricht WQO) induktiv wie folgt:

Seien ag, ..., a, € | schon definiert. Dann gilt insbesondere a = ag > a,.
Da c £ a fiir alle c € C muss a, € I\ C gelten.

Also existiert ein ap;1 < a, mit a1 € I, was die Behauptung beweist.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlquasiordnungen

Angenommen B ware unendlich.

Seien bg, b1, by,... € B C C C I mit b; # b; fiir i # j.

~ Vi <j:bi £ bj N\ bj £bj.

~ Vi< jibi <bj < bV b £bj £b;.

~ Vi<j:bi=b; V bi £ bj £ b;.

~ Vi < j:bi £ bj £ bi (da by # b; fiir i # ).

~ Widerspruch zu WQO. O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlquasiordnungen

Sei (A, <) eine WQO und seien Iy C /; C /, C--- C A nach oben
abgeschlossen. Dann existiert ein k > 0 mit Iy = lxyr1 = lkyo = -+ -.

Beweis:

Angenommen es gibt np < ny < np <--- mit Ip, S Iy C Iy

- 1 = 2

C---
Firalle i > 1sei aj € In. \ In,_,-

Da (A, <) eine WQO ist, existieren i < j mit a; < aj.

~ aj€ta Cl,

Dies widerspricht aber a; ¢ I,,J._1 2 Iy, O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlstrukturierte Transitionsgraphen

Ein wohlstrukturierter Transitionsgraph (kurz WTG) ist ein Tupel
T=(V,E,N,m<), wobei

e (V,E,N, ) ein Transitionsgraph ist,

o (V,<) ist eine WQO, und

o < ist aufwarts-kompatibel mit E, d.h.

V(uu')eEE,veV:iu<v = I eV :(v,W)eE*Ad <V

Die Komponenten I und 7 (Markierung der Knoten mit Propositionen)
sind im folgenden nicht wichtig, weshalb wir diese Komponenten
weglassen, d.h. ein WTG ist einfach ein Tupel T = (V,E, <).

Fir v e V sei:

prer(v) = {veV|(uv)eE}
suct(v) = {veV|(v,u)eE}
prer(v) = {ueV|(uv)eE"}
suct(v) = {ueV|(v,u)eE"}
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Wohlstrukturierte Transitionsgraphen

Fiir U C V und X € {pre,suc, pre*,suc*} sei X7(U) = U, cy XT(Vv).
Beispiel:

Ein Vektoradditionssystem ist ein endliche Menge von Paaren
S C Nk x Nk. Die Zahl k ist die Dimension von S.

Sei T(S) = (Nk, =5, <), wobei
=s={(a,d)eNxNFk|3(t,r)ecS:a>td =a—(+r}.
Dann ist T(S) ein WTG:

@ Satz 49 ~~ < ist eine WQO.
@ Gelte a =5 a’ und sei a < b.

Dann existiert (/,r) € Smita>/lundad =a—{+r.

~ b=>¢b—l+r>a—tl+r=4a.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Saturierungsmethode

Sei T =(V,E,<) ein WTG im Folgenden.

Sei | C V nach oben abgeschlossen. Dann ist auch pre%-(/) nach oben
abgeschlossen.

Beweis:

Sei u € pref-(l)und v e V mit u<v.

Sei v € | so, dass (u,u') € E*.

Aufwirts-Kompatibilitit ~~ es existiert v/ € V mit v’ < v/, (v,V') € E*.
I nach oben abgeschlossen ~ v/ € /.

~ v € pre(1). O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Saturierungsmethode

Der WTG T hat effektive Pred-Basen, falls ein Algorithmus fiir das
folgende Problem existiert (macht nur Sinn, falls V' abzihlbar ist):

EINGAGE: v € V.
AUSGABE: eine endliche Basis fiir 1pre(1v).

Wir bezeichnen im Folgenden mit pb(v) eine endliche Basis fiir 1 pre(1v).
Fiir U C V sei pb(U) = U, ¢y pb(v).

Falls U endlich ist, ist dies eine endliche Basis fiir 1pre(1 U).

Seinun T = (V,E, <) ein WTG mit effektiven Pred-Basen.

Wir wollen fiir eine nach oben abgeschlossene Menge | C V (gegeben
durch eine endliche Basis) eine Basis fiir die nach Satz 52 nach oben
abgeschlossene Menge pre*(/) berechnen.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Saturierungsmethode

Sei also B C [ eine endliche Basis von /.
Wir definieren endliche Mengen Ky C K1 C K C --- C V induktiv:
Ky = B
Knt1 = K, Upb(K;)
Wegen Lemma 51 gibt es ein kleinstes m > 0 mit:
TKo CTKy € C1Kn1 CTKm =1Kmp1r = TKng2 =+

TKm = TU,'zo Ki

Beweis: Es gilt

Uk = Utk = U1K = 1Kn.

i>0 i>0 i>0
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Saturierungsmethode

TUizo Ki = pre* (1)

Beweis:
C: Es geniigt TK; C pre*(/) fiir alle i > 0 zu zeigen.

Da pre*(/) nach oben abgeschlossen ist (Satz 52), geniigt es K; C pre*(/)
zu zeigen.

Induktion iiber i > 0:

IA: i =0.
Ko =B C I C pre*(/)
IS: Sei / > 0.

> i+1 = KU pb(K;).
IH ~ K; C pre*(/).
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Saturierungsmethode

Wir miissen also noch pb(Kj) C pre*(/) zeigen.

Da pb(K;) eine (endliche) Basis fiir 1pre(1K;) ist, geniigt es
Tpre(TKi) C pre*(/) zu zeigen.

Es gilt:
Ki C pre*(l) ~ 1T K; C pre*(/)
~ pre(TK;) C pre*(/)
~ Tpre(TK;)  pre”(/)

D: Sei v € pre*(/).

Dann gibt es ein n > 0 und ein u € | mit (v,u) € E".
Wir zeigen v € 1K, durch Induktion iliber n > 0.

IA: n=0.

~vel =1B =1Ko
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Saturierungsmethode

IS: Sei n > 1.

Dann gibt es ein v/ € pre*(/) mit v € pre(v') und (v/,u) € E"~L.

H ~ v € 1K, 1

~ v epre(TKpo1) C Tpre(TKno1) = Tpb(Kno1) C TK,. O

Satz 55

Sei T = (V,E, <) ein WTG mit den folgenden Eigenschaften:
o T hat effektive Pred-Basen.
@ Die Relation < ist entscheidbar.

Dann kann man fiir eine gegebene endliche Menge B C V eine Basis fiir
pre*(1 B) berechnen.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Saturierungsmethode

Beweis:

Sei I = 1 B und definiere die Folge Ky C K1 € Ky C --- von endlichen
Mengen (Folie 106).

Da T effektive Pred-Basen hat, kdnnen wir die Mengen Ky, K1, K>, . ..
effektiv berechnen.

Wir machen dies so lange, bis ein m mit + K, = 1T K41 erreicht wird
(dies muss irgendwann geschehen).

Beachte: Es gilt
TKm = TKm—i—l <~ Km+1 c TKm
<— YueKpidveKy:v<u
Da < entscheidbar ist, konnen wir diese Eigenschaft effektiv iiberpriifen.

Lemma 53 und 54 ~~» K, ist eine endliche Basis fiir pre*(/). O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Das Uberdeckungsproblem

Das Uberdeckungsproblem ist das folgende Problem:

EINGABE: Zusténde u,v € V.
FRAGE: Gibt es einen Knoten w € V mit (u,w) € E* und v < w?

Sei T =(V,E, <) ein WTG mit den folgenden Eigenschaften:
@ T hat effektive Pred-Basen.

@ Die Relation < ist entscheidbar.

Dann ist das Uberdeckungsproblem fiir T entscheidbar.

Beweis:

Seien u,v € V.

Berechne eine endliche Basis B fiir pre*(1v) (geht nach Satz 55).
Uberpriife, ob v/ € B mit u < u existiert (geht, da < entscheidbar). [
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Das Uberdeckungsproblem

Das Uberdeckungsproblem fiir Vektoradditionssysteme ist entscheidbar.

Beweis: Sei S C N x N ein Vektoradditionssystem.

Die komponentenweise Ordnung < auf N ist offensichtlich entscheidbar.

Wir miissen also noch zeigen, dass Vektoradditionssysteme effektive
Pred-Basen haben.

Definiere fiir Vektoren a = (a1,...,ax) € N und b= (by,..., by) € NK
das Maximum

max(a, b) = (max(a1, b1), . .., max(ax, bx)).
Dann ist fiir s € N* die endliche Menge
B(s) = {max(r,s) —r+¢| (¢, r) € S}
eine endliche Basis fiir T pre(?s):
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Das Uberdeckungsproblem

Offensichtlich gilt B(s) C pre(?s).
Gilt b € Tpre(1s), so gibt es (£,r) € S und Vektoren c,d € N mit

b=d+¢{+c und r+c>s.
Also gilt:

r+c>max(s,r) ~ ¢>max(s,r)—r
~ b> 0+ c>max(r,s) —r+¢c B(s)

Also: b € 1B(s). O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen
Die Baumsaturierungsmethode

Sei T=(V,E,<) ein WTG und sei v € V.

Wir konstruieren den Erreichbarkeitsbaum RT(v) wie folgt (Knoten sind
mit Elementen aus V markiert):

@ Die Wurzel r von RT(v) ist mit v markiert.

@ Sei x ein Knoten von RT(v), der mit v/ € V markiert ist.

o Wenn auf dem Pfad von der Wurzel r zu x ein Knoten y # x mit einer
Markierung u < v/ existiert, dann ist x ein Blatt von RT(v).

o Wenn auf dem Pfad von der Wurzel r zu x kein Knoten y # x mit
einer Markierung u < v/ existiert, dann hat x fiir jedes v"’ € suct(v')
einen mit v markierten Kindknoten.

Der WTG T st endlich-verzweigend, falls fiir jeden Knoten v € V gilt:
suct(v) ist endlich.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode

Fiir alle v € V gilt:
@ In RT(v) gibt es keinen unendlichen Pfad.
@ Wenn der WTG T endlich verzweigend ist, dann ist RT(v) endlich.

Beweis:

Angenommen in dem Baum RT(v) gibe es einen unendlichen Pfad
r=Xxp— X1 —>Xy—>--.

Sei v; € V die Markierung des Baumknoten x;.
~ Vi < j:v; £ vj. Widerspruch zu WQO!
Also gibt es in RT(v) keine unendlichen Pfade.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode

Sei nun T endlich verzweigend.

~+ Jeder Knoten in RT(v) hat nur endlich viele Kinder
(RT(v) ist endlich verzweigend).

~» RT(v) ist ein endlich-verzweigender Baum ohne unendliche Pfade.

Konigs Lemma ~» RT(v) endlich. O

Bemerkungen:
@ Fiir den Beweis von Satz 57 haben wir die Aufwartskompatibilitdt von
E und < nicht benutzt.
@ Wenn (i) T endlich verzweigend ist, (ii) die Abbildung v — sucr(v)
berechenbar ist, und (iii) die Relation < entscheidbar ist, dann ist die
Abbildung v — RT(v) berechenbar.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen
Die Baumsaturierungsmethode

Starkere Formen der Aufwartskompatibilitat:
o T ist stark-kompatibel, falls fiir alle (u, ') € E, v > u gilt:
WeV:i(v,W)eEnd <V
@ T ist transitiv-kompatibel, falls fiir alle (u,v’) € E, v > u gilt:
WeVi(v,W)eEtad <V
@ T ist stotternd-kompatibel, falls fiir alle (u, ') € E, vo > u gilt:

n—1
In>1,vi,...,v, € V: /\((v,-,v,-+1)€E/\ u<v) AU <v,
i=0

o T ist reflexiv-kompatibel, falls fiir alle (u,uv’) € E, v > u gilt:
I eV:(v,V)e(EUidy)Ad <V
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen
Die Baumsaturierungsmethode

Es gelten offensichtlich die folgenden Implikationen:

T stark kompatibel T stotternd-kompatibel

T transitiv-kompatibel

T stark-kompatibel

=
=

= T aufwiarts-kompatibel
= T reflexiv-kompatibel
=

T aufwérts-kompatibel

Ausserdem ist der WTG T* = (V, E*, <) stark kompatibel.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: Termination

Lemma 58

Sei der WTG T = (V, E, <) transitiv-kompatibel und sei v € V.
Dann beginnt in v ein unendlicher Pfad genau dann, wenn es in RT(v) ein
mit v/ markiertes Blatt gibt, so dass suct(v’) # 0 gilt.

Beweis:

“=": Angenommen in v beginnt ein unendlicher Pfad:
WEWEWE -+, w=v
Dann gibt es in RT(v) einen maximalen Pfad
r=Xxo—= X1 —Xo == Xp

(r ist die Wurzel, x, ist ein Blatt), so dass x; mit v; beschriftet ist.

~ X, ist ein mit v, markiertes Blatt und sucr(v,) # 0.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: Termination

“«<": Angenommen in RT(v) existiert ein mit u; markiertes Blatt x, so
dass suct(u1) # 0 gilt.

~> auf dem Pfad von der Wurzel r nach x existiert ein Knoten y # x mit
einer Markierung up < ug.

Es gilt: vE* ug E™ uy.

Aus (ug, u1) € ET und up < u; folgt mit der transitiven Kompatibilitat
von T:
Jum € Vi(u,m)€ET A u <u

Transitive Kompatibilitdt nochmals angewendet liefert:
Juz € Vi (u,3) €ET A un < u3

Allgemein erhalten wir Knoten u; € V (i > 0) mit (u;, uiy+1) € ET und
uj < ujyq fur alle i > 0.
~ VE*ugEYu ETwm ET ug---

Also beginnt in v ein unendlicher Pfad. O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: Termination

Satz 59

Sei T ein WTG mit folgenden Eigenschaften:
© T ist endlich verzweigend.
@ < ist entscheidbar.
© Die Abbildung v — sucy(v) ist berechenbar.
@ T ist transitiv-kompatibel.

Dann gibt es einen Algorithmus, der fiir einen gegebenen Knoten v € V
entscheidet, ob in v ein unendlicher Pfad beginnt.

Beweis: Sei v € V gegeben.
Wegen (1), (2) und (3) konnen wir RT(v) effektiv berechnen.

Wegen (4) und Lemma 58 beginnt in v ein unendlicher Pfad genau dann,
wenn in RT(v) ein mit v/ markiertes Blatt existiert, so dass suc(v') # 0.

Wegen (3) ist letzteres entscheidbar. O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: Termination

Fiir ein gegebenes Vektoradditionssystem S C NX x N¥ und s € N kann
man effektiv entscheiden, ob in s ein unendlicher = s-Pfad beginnt.

Beweis:
Fiir ein Vektoradditionssystem S gilt offensichtlich:
Q T(S) ist endlich verzweigend.
Q < ist entscheidbar.
© Die Abbildung v + sucy(sy(v) ist berechenbar.
Q T(S) ist transitiv-kompatibel (sogar stark-kompatibel). O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: control-state

maintainability

Lemma 60

Sei T = (V, E, <) ein stotternd-kompatibler WTG, sei / C V nach oben
abgeschlossen, und v € /. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
© In v beginnt ein maximaler (endlicher oder unendlicher) E-Pfad,
dessen Zustande alle in [ liegen.
© In RT(v) existiert ein maximaler Pfad (von der Wurzel zu einem
Blatt), dessen Markierungen alle in [ liegen.

Beweis:

(1) = (2): offensichtlich

(2) = (1): Sei r = xp — x1 — -+ — X, ein max. Pfad in RT(v) (r ist die
Waurzel, x, ist ein Blatt), so dass x; mit v; € | markiert ist (v = vp).

~ v=wwEwWwWEwWE---Ev,
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: control-state

maintainability

Fall 1: suct(v,) = 0.
~ v=vwEviEwE---Ev,ist ein max. E-Pfad mit vp,...,v, € .
Fall 2: suct(v,) # 0.
Da x, ein Blatt ist, existiert ein p < n mit v, < v,,.
Wir konstruieren nun induktiv einen unendlichen Pfad
v=uEun EwE---,
so dass jeder Knoten u; groBer als einer der Zustande v; € [ ist.
Dies impliziert dann u; € / fiir alle i > 0, da / nach oben abgeschlossen ist.
IA: ug = vp = v.
IS: Seien wp, ..., ux bereits konstruiert.

Dann gilt ux > v; fiirein 0 < j < n.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: control-state

maintainability

Fall 2.1: j < n.
Es gilt (vj,vj+1) € E.
Mit v; < uy und der stotternden Kompatibilitat von T folgt:

/-1
> k,ugiq,. .. up €V /\((u,-,u;+1)€E A Ui > Vi) A ug > Viga
i=k

Wir kénnen also den Pfad wg E ug E up E - - - E uy verlangern zu:
uoEulEu2E---EUg.

Fall 2.2: j = n.

Es gilt ux > vj = v, > v, mit p < n.

Wir kénnen deshalb mit p = j wieder zu Fall 2.1 gehen. U
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: control-state
maintainability

Satz 61

Sei T = (V,E, <) ein WTG mit folgenden Eigenschaften:
© T ist endlich verzweigend.
© < ist entscheidbar.
© Die Abbildung v — suct(v) ist berechenbar.
@ T ist stotternd-kompatibel.
Dann kann man folgendes Problem effektiv entscheiden
(control-state maintainability):
EINGABE: v € V und eine endliche Menge Q C V.

FRAGE: Beginnt in v ein maximaler E-Pfad, so dass fiir jeden Knoten u
auf diesem Pfad gilt: g € Q : g < u?
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: control-state

maintainability

Beweis:

(1), (2) und (3) ~» RT(v) kann effektiv berechnet werden.

Wegen (4) und Lemma 60 geniigt es zu iiberpriifen, ob in dem endlichen
Baum RT(v) ein maximaler Pfad existiert, dessen Markierungen alle zu
1T @ gehoren.

Da Q endlich ist, ist dies mit (2) entscheidbar. O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: Beschranktheit

Ein WTG T = (V, E, <) ist strikt kompatibel, falls fiir alle u,v’,v € V
gilt:

(u<vA(ud)eE) = IV (V< VA(v,V) e E) 9)

Beachte:

@ Da T ein WTG ist, miissen E und < auch im gewdhnlichen Sinne
kompatibel sein, d.h fiir alle u, v/, v € V gilt:

(u<vA(ud)eE) = IV (V< VA(v,V)€E) (10)

@ Falls < eine partielle Ordnung ist (d.h. < ist auch antisymmetrisch),
so gilt (9) = (10).
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: Beschranktheit

Sei T = (V,E,<) ein WTG mit folgenden Eigenschaften:
@ T ist endlich verzweigend.
@ T ist strikt kompatibel.

@ < ist eine partielle Ordnung.
Dann sind fiir alle v € V die beiden folgenden Eigenschaften dquivalent:
© suc’(v) ist unendlich.

Q In RT(v) existiert ein mit v; markiertes Blatt x, so dass auf dem Pfad
von der Wurzel zu x ein mit vy < v; markierter Knoten y # x
existiert.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: Beschranktheit

Beweis:
(1) <= (2):
Es gilt v E* vo ET vy und vy < vy.

Aus der strikt transitiven Kompatibilitdt von T folgt die Existenz eines
Vo > vy mit vi E* vy

Aus vi < v, folgt vi # vp und damit vi E™ vy.

Durch Wiederholung dieses Arguments erhalten wir Zustande
v <v<w<--- mit

VE*WETWETwWETwET....
Fiir i < gilt v; < v; und damit v; # v;.
~» suc’-(v) ist unendlich.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Model-Checking WS 2015/2016 249 / 279



Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: Beschranktheit

(2) < (1): Sei suc’-(v) unendlich.
Behauptung: Es existiert ein unendlicher Pfad

v=wEwWEWE ---
mit v; # v; fiir i # j.

Betrachte hierzu den Baum B mit der Knotenmenge

n—1
{uour -+~ up € V* | up = v, N\ ui # v, \(ui,uiy1) € E}
i i=0

und allen Kanten der Form wguy - - up — uguy - - Uplpa1.

Da suc®-(v) unendlich ist, und jeder Knoten in suc’-(v) durch einen

zyklenfreien Pfad erreicht werden kann, ist B ein unendlicher Baum.

Da T endlich verzweigend ist, ist auch B endlich verzweigend.

Konigs Lemma ~- B hat einen unendlichen Pfad.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: Beschranktheit

Dieser unendliche Pfad liefert einen unendlichen Pfad
v=wEviEwE - mitv; # v fiir i #j.

Im Baum RT(v) existiert ein maximaler Pfad xo — x; — - -+ — x,, so dass
xj mit v; markiert ist (x, ist ein Blatt).
Da suct(vy) # 0, existiert ein j < n mit v; < v,.

Da v; # v, und < eine partielle Ordnung ist, folgt v; < v,,. O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: Beschranktheit

Satz 63

Sei T = (V,E, <) ein WTG mit folgenden Eigenschaften:
© T ist endlich verzweigend.
@ < ist entscheidbar und eine partielle Ordnung.
© Die Abbildung v — suct(v) ist berechenbar.
@ T ist strikt kompatibel.

Dann gibt es einen Algorithmus, der fiir einen gegebenen Knoten v € V
entscheidet, ob suc’-(v) unendlich ist.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Die Baumsaturierungsmethode: Beschranktheit

Beweis:
(1), (2) und (3) ~» RT(v) kann effektiv berechnet werden.
Wegen (2), (4) und Lemma 62 geniigt es zu iiberpriifen, ob in RT(v) ein

mit u markiertes Blatt x existiert, so dass auf dem Pfad von der Wurzel zu
x ein mit v’ < u markierter Knoten y # x liegt.

Da < (und damit <) entscheidbar ist, kann dies effektiv iiberpriift
werden.

Fiir ein gegebenes Vektoradditionssystem S C NX x N¥ und s € N kann
man effektiv entscheiden, ob suc’fr(s)(s) unendlich ist.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Erweiterungen von Vektoradditionssystemen (Petrinetzen)

Ein affines Vektoradditionssystem S der Dimension k ist eine endliche
Menge von Tripeln der Form (¢, r, R), wobei

e /,r € N¥ und
@ R e NK*k (d.h. R ist eine (k x k)-Matrix iiber N).

Fiir ein affines Vektoradditionssystem S definieren wir die Relation
=5 C Nk x N¥ wie folgt:

a=sad <= 3ceN3(,r,R)eS:a=c+lNnd=c R+r

Aquivalent: 3(¢,r,R)€S:a>t Na =(a—Ll)-R+r
Sei wieder T(S) = (N, =5, <).
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Erweiterungen von Vektoradditionssystemen (Petrinetzen)

Affine Vektoradditionssysteme verallgemeinern Transfer-Petrinetze und
Reset-Petrinetze:

@ In Transfer-Petrinetzen konnen Transitionen zusatzlich zu ihrer
normalen Wirkung noch den kompletten Inhalt (= alle Token) einer
Stelle in eine andere Stelle iibertragen.

@ In Reset-Petrinetzen kdnnen Transitionen zusitzlich zu ihrer normalen
Wirkung noch den kompletten Inhalt (= alle Token) einer Stelle
|6schen.

Lemma 64

Sei S ein affines Vektoradditionssystem. Dann ist T(S) ein
stark-kompatibler WTG mit effektiven Pred-Basen.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Erweiterungen von Vektoradditionssystemen (Petrinetzen)

Beweis:

Gelte a =5 @’ und sei b > a.

~> es existiert ((,r,R) € Smita>/lundd =(a—{)-R+r.

~ b>lund b=s(b—¥¢)-R+r=:b".

Da die Matrix R nur Eintrdge > 0 hat, folgt aus a < b:
d=@-0)-R+r<(b—0)-R+r=1V

Dies zeigt die starke Kompatibilitat.

Wir miissen noch die Existenz effektiver Pred-Basen zeigen.

Sei hierzu s € N,

Wir miissen eine endliche Basis von

tpre(ts) = {x € N | 3y e Nk \/ x>y>lAN(y—¥)-R+r>s}
#,r,R)ES

berechnen.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Erweiterungen von Vektoradditionssystemen (Petrinetzen)

Dies ist mittels linearer Algebra moglich.

Alternativ (aber weniger effizient): Schreibe eine pradikatenlogische Formel
o(xt,...,xk) iber der Struktur (N, +), so dass fiir alle v € N¥ gilt:

(N, +) Fe(v) < vetpre(ts)

In der Formel ¢ diirfen wir ruhig < und Konstanten aus N benutzen, denn
fir alle x,y € N gilt:

O x<y << dz:x+z=y

0 x=0 << x+x=x

O X<y << dz:x+z=yANz#0
dy=x+1 <<= x<yA-Jz:x<z<y
°

Mit Formeln fiir x = 0 und y = x + 1 lassen sich dann beliebige
Konstanten n € N definieren.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Erweiterungen von Vektoradditionssystemen (Petrinetzen)

Es gibt einen Algorithmus, der fiir eine pradikatenlogische Formel
entscheidet, ob sie in der Struktur (N, +) wahr ist (Entscheidbarkeit der
sogenannten Presburger-Arithmetik, siehe Logik II).

Also kénnen wir eine endliche Basis fiir 1T pre(1s) wie folgt berechnen:

o Setze B := ().
@ Zihle alle Vektoren v € N¥ systematisch auf.

Falls (N, +) = ¢(v) (d.h. v € Tpre(1s)) gilt, setze B := BU {v}.

@ Stoppe, sobald

(N, 4+) EVxg - xg s o(xay ..oy xk) = \/ s < (X1,.-0 s Xk)
seB

gilt. Dann ist Tpre(1s) = 1B und B ist eine endliche Basis von
Tpre(Ts). O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Erweiterungen von Vektoradditionssystemen (Petrinetzen)

Korollar

Fiir ein gegebenes affines Vektoradditionssystem S sind folgende
Eigenschaften entscheidbar:
@ Uberdeckungsproblem: Gegeben s, t € NX, gilt
HXENkZS:>§XZt?
@ Termination: Gegeben s € N¥, startet in s ein unendlicher = g-Pfad?
© Control-state maintainability: Gegeben s € NX und eine endliche

Teilmenge Q C Nk, beginnt in s ein maximaler =-g-Pfad, der
vollstandig in T Q enthalten ist?

Beweis: Mit Lemma 64 ergibt sich Aussage
@ (1) aus Satz 56,
@ (2) aus Satz 59, und
@ (3) aus Satz 61.
Fiir (2) und (3) muss man noch beachten, dass T(S) endlich verzweigend

ist, und die Abbildung s — suc s) berechenbar ist. O
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Erweiterungen von Vektoradditionssystemen (Petrinetzen)

Beachte: Fiir ein affines Vektoradditionssystem S ist T(S) im
Allgemeinen nicht strikt kompatibel.

Beispiel: Sei S = {(0,0,0)}. Dies ist ein affines Vektoradditionssystem in
der Dimension 1; 0 bezeichnet hierbei die (1 x 1)-dimensionale 0-Matrix.

~ T(S) = (N,{(n,0) | n> 0}, <) ist nicht strikt kompatibel.

Ein strikt affines Vektoradditionssystem (in der Dimension k) ist ein affines
Vektoradditionssystem S, so dass fiir alle (¢,r,R) € Sund alle 1 </ <k
gilt: 3j: R;j > 0 (in jeder Zeile existiert ein von Null verschiedener
Eintrag).

Sei S ein strikt affines Vektoradditionssystem. Dann ist T(S) ein WTG
mit strikt starker Kompatibilitat.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Erweiterungen von Vektoradditionssystemen (Petrinetzen)

Beweis:
Wir miissen Folgendes zeigen:

Sei R € NF>*K mit Vi3j Rij > 0 und seien a, b € NK mit a < b.
Danngilt a-R< b-R.

Hierfiir geniigt es offenbar zu zeigen:

Sei R € Nk mit ViJj: R;; > 0 und sei a € Nk mit a > 0.
Dann gilt a- R > 0.

Wegen a > 0 gibt es ein i mit a; > 0.
Da Vidj: Rij > 0 gilt, gibt es ein j mit R; j > 0.

Dann gilt:
k

(a-R)j:Za,,-R,,JZa,-'R,-7j>O.
n=1
~ a-R>0. (|
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Erweiterungen von Vektoradditionssystemen (Petrinetzen)

Fiir ein gegebenes strikt affines Vektoradditionssystem S und s € N kann
man effektiv entscheiden, ob suc*T(S)(s) endlich ist.

D.h. Beschranktheit ist entscheidbar fiir strikt affine
Vektoradditionssysteme.

Beweis:

Folgt aus Lemma 65 und Satz 63. O

Bemerkungen: Beschranktheit ist unentscheidbar fiir affine
Vektoradditionssysteme (sogar fiir Reset-Petrinetze), siehe z. B. Dufourd,
Schnoebelen, Jancar. Boundedness of Reset P/T Nets. In Proceedings of
ICALP 1999, Lecture Notes in Computer Science 1644, S. 301-310,
Springer 1999.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

WQOs auf Wortern

Sei ¥ ein endliches Alphabet.

Fiir Worter u, v € L* schreiben wir u =< v genau dann, wenn
uU=aiay---apfiiray,...,ap€Xund v € T¥a1X* ay--- L *a, 2"
(u ist ein Teilwort von v).

Satz 66 (Higman, 1952)

(X*, %) ist eine WQO.

Beweis:

Offensichtlich ist (X*, <) eine Quasiordnung (sogar eine partielle
Ordnung).

Angenommen es gibt eine Folge ug, u, uo,... € X*, so dass u; A uj fiir
alle i < j.

Wir nennen im folgenden eine solche Folge schlecht.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

WQOs auf Wortern

Wir definieren nun eine neue schlechte Folge vg, vi, vo,... € £1 wie folgt:
© v sei ein kiirzestes Wort, so dass eine mit vy beginnende schlechte
Folge existiert.
© v; sei ein kiirzestes Wort, so dass eine mit vy, v; beginnende schlechte
Folge existiert.
© v, sei ein kiirzestes Wort, so dass eine mit vy, vi, vo beginnende
schlechte Folge existiert.

Da X endlich ist gibt es ein Symbol a € ¥ und eine Teilfolge vj,, vi, vi,, . ..
(o < i <ip<---)mity, €aX” fiiralle j>0.

Sei Vi. = aWw;..

J J
Die Folge vo, v1,. .., Vij—1, Wiy, Wj;, Wi,, ... ist dann wieder schlecht:
Wiirde wi; < W fiir j < k gelten, so wiirde Vi, = awj; X awj, = vj, gelten.

Widerspruch zur Wahl von vj;. ]
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Kanalsysteme (channel systems)

Sei n > 1. Ein n-Kanalsystem ist ein Tupel K = (Q, X, A) mit:
@ Q ist eine endliche Menge von Zustédnden,
@ Y ist ein endliches Alphabet von Nachrichtensymbolen,
e ACQx{ila,i”a|1<i<naeX}xQ ist die Menge der
Transitionen
Interpretation:

o (p,i'a,q): Wenn der aktuelle Zustand p ist, dann kann die Nachricht
a in die Warteschlange fiir Kanal i hinten angehangt werden. Der
neue Zustand ist dann q.

@ (p,i?a,q): Wenn der aktuelle Zustand p ist, und in der
Warteschlange fiir Kanal i die Nachricht a ganz vorne liegt, dann
kann diese Nachricht aus dem Kanal entfernt werden und in den
Zustand g gewechselt werden.
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Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Kanalsysteme (channel systems)

Formal:

@ Eine Konfiguration fiir K ist ein (n+ 1)-Tupel
(p,ut,up,...,up) € Q x (X¥)".

o Fiir zwei Konfigurationen (p, u1, uz, ..., up) und (g, vi, va,...,vy)
und eine Transition 0 = (p, ¢, q) € A schreiben wir

(pu U]_, U2, L] Un) :>5 (q7 V17 V27 LR Vn)7
falls einer der beiden folgenden Fille gilt:
o c=ila, vi=au;,vj = ujfalls j # i

o c=i%a, uy=vja,vj=ujfalls j # i

Es sei =k = U =5.
LISYAN
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Bemerkung:

Ein zu Kanalsystemen dquivalentes Modell ist das der kommunizierenden
Automaten. Hierbei hat man n endliche Automaten, wobei das Alphabet
fiir den i-ten Automaten {jla,j?a |1 <j<n,j#i,a€ X} ist.

J'a (bzw. j?7a) bedeutet hierbei, dass Automat i an den Automaten j die
Nachricht a sendet (bzw. vom Automaten j die Nachricht a empfangt).

Solch ein kommunizierender Automat entspricht einem
n(n — 1)-Kanalsystem mit Zustandsmenge [[;_; Q; (wobei Q; die
Zustandsmenge des i-ten Automaten ist.
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Zunichst die schlechten Nachrichten:

Satz 67 (Brand, Zafiropulo, 1983)

Es existiert ein 1-Kanalsystem K = (Q, X, A), fiir welches folgendes
Problem (Erreichbarkeitsproblem) unentscheidbar ist:

INPUT: Zwei Konfigurationen ¢, ¢ € Q x X*.
FRAGE: Gilt ¢ :>7( 7

Beweis:

Sei T =(Q,T,9,qo, gr) eine 1-Band-Turingmaschine (mit einem
einseitig-unendlichen Band), die eine unentscheidbare Menge akzeptiert
(z. B. das Halteproblem).
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Q ist die endliche Menge der Zustinde.

I" ist das Bandalphabet.

O € I ist das Blanksymbol. Alle Bandzellen, die nicht im Bereich des
Eingabestrings w € ['* liegen, enthalten zu Beginn O.
§C(Q@\{gr}) xT x Q x T x {—,«} ist die Ubergangsrelation.

go € Q ist der Anfangszustand, gr € Q ist der Endzustand.

Eine Konfiguration von T kann durch ein Wort ¢ = uqv € QI+
reprasentiert werden:

@ v ist der Inhalt des Bandabschnitts links vom Schreiblesekopf.
@ q ist der aktuelle Zustand.

@ v ist der Inhalt des Bandabschnitts rechts vom Schreiblesekopf,
inklusive des gerade gelesenen Symbols.

Bei Eingabe w € I'* ist gowO die initiale Konfiguration.

T terminiert genau dann, wenn der Endzustand gr erreicht wird.
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Wir simulieren T durch das 1-Kanalsystem
K=(QU{a,w},TU{a|acT}U{#}, A4)
mit den folgenden Transitionen:
a2 a
a

|
04£>CI0

p2%p  firallepe @\ {gr},ae T U{#}

Jalbrele, q fur alle (p,a,q,b,<) € d,cel
cleralh q fir alle (p,a,q,b,—) € d,c el
ar 2w fiiralle x e TU{a|ael}U{#}
w25 w fiiralle x e TU{a|ae}U{#}
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Dann gilt fiir alle Eingaben ajay---a, (n>1,a1,...,a, €):
T akzeptiert die Eingabe a1a2---a, <= (o, 3132 - ap#) =% (w,2).
Intuition:
Eine Konfiguration von K der Form
(p, uraua#v) bzw. (p,u#viavs)
reprasentiert die folgende Konfiguration der Turingmaschine T:
vuipauy bzw. vigavsu

Das Symbol # markiert also das Bandende, das Symbol 3 markiert die
aktuelle Position des Schreiblesekopf.
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. . ! £ . C ,
Mit den Transitionen o —> o und o ﬁ> a konnen beliebig viele O's

am Bandanfang und Bandende eingefiigt werden.

Mit den Transitionen p ~2-% p (pe @\ {gr}, ae T U{#}) kann das
Band solange rotiert werden, bis ein Symbol der Form a ganz oben in der
Warteschlange ist.

Mit den Transitionen
73l ?cle
falbrele, q fur alle (p,a,q,b,<) €d,ceTl
kénnen dann Linksbewegungen von T simuliert werden, wahrend mit den
Transitionen
?clc?alb

q fur alle (p,a,q,b,—) €d,cel

Rechtsbewegungen von T simuliert werden kdnnen.

Bei der zweiten Transition muss K nichtdeterministisch raten, dass das

zweitoberste Symbol in der Warteschlange von der Form 3 ist. O
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Verlustbehaftete n-Kanalsysteme modellieren kommunizierende Systeme
mit unzuverldssigen Kanalen:
Nachrichten kénnen in Kandlen verloren gehen.

Syntaktisch ist ein verlustbehaftetes n-Kanalsysteme K = (Q, X, A) wie
ein (zuverl3ssiges) n-Kanalsystem definiert.

Fiir Konfigurationen (p, u1,...,u,) und (g, v1,..., v,) schreiben wir
(p,u1,...,up) -=>k (q,v1,...,vp), falls Konfigurationen (p, v, ..., u))
und (g, vq,...,V),) existieren mit:

(pyuyy...,uh) =k (g, vi,...,vi)und Vi€ {1,... . n}: v} < ujvi 2 V.
Systemiibergange der Form (p, u1,...,us) =k (g, v1,...,Vs) nennen wir
perfekte Systemiiberginge

Idee hinter der Definition von --»:
Nachrichten kdnnen vor sowie nach perfekten Systemiibergiangen in
Kanalen verloren gehen.
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Wir erweitern die Ordnung < von ¥* auf die Menge aller Konfigurationen
Q x (X*)" wie folgt:

(pyut, ..., un) 2(q,v1,...,vn) <= p=qg AVie{l,...,n} u v

Wegen Lemma 48 ist (Q x (X*)", <) eine WQO.

Satz 68

Sei K = (Q, X, A) ein verlustbehaftetes n-Kanalsystem.
Dann ist T(K) = (Q x (X*)",--+k, X) ein WTG mit
© starker Kompatibilitdt und
@ effektiven Pred-Basen.
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Beweis:
(1) T(K) ist stark kompatibel: trivial
(2) T(K) hat effektive Pred-Basen.

Fir (g, wi,...,wp) € Q x (X*)" miissen wir eine endliche Basis von
Tpret(q, wi, ..., w,) finden. Hierbei wird pre beziiglich --+x berechnet.
Fir U C Q x (X*)" und ¢ € A definiere preg(U) = {x |y € U: x =5 y}
(Menge aller Vorganger von U beziiglich perfekter Systemiibergange
mittels der Transition ¢). Dann gilt:

TpreT(Ch Wlu"'7Wn) = U Tpre(; T(Ch Wi, ... 7Wn)
IS

= U Tpreg(CIaTWL--' 7TWn)

LISTAN

Hierbei ist (g, Twa, ..., Tw,) eine Abkiirzung fir {q} x []7"_; tw;.
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Wir berechnen eine endliche Basis fiir Tpres(q, twa, ..., Twy):

Fall 1: 6 = (p,i'a, q)

Dann gilt

pres(q, twa, ..., Twy) = pres(q, twa, ..., twi—1, (Twi)NaX™, twitt, ... Twy).
Fall 1.1: w; & aX*.

Dann gilt (Tw;) N aX* = atw; und damit

Tpre(S(quWlu s 7TWI7) = Tpre(S(quW]J cee 7TWI'—17 aTWiaTWi+17 cee 7TWI7)
= T(p,twa,. .. twig, Twj, TWiga, - .., Twp)
= T(PaWIauan)-
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Fall 1.2: w; = au.
Dann gilt (Tw;) N aX* = (T(au)) NaX* = atu und damit

Tpre(S(quW]J cee 7TWI7) = Tpreé(quTW]J cee 7TWI'—17 aTU,TWH_]_, R TWn)
= T(puTWh s 7TWI'—17TU7TWI'+17 s 7TWn)

= T(pu W]_,...,W,'_]_,U,WH_]_,...,WH).
Fall 2: 6 = (p,i?a,q)

Tpreé(qv TWI’ cee ,TW,,) = T(pv TWI’ s 7TWI'—1) (TWi)a’TWi—I—la s ’TWn)
= (p’TWb"' ’TWi—laT((TWi)a)vTWi—f—l’--' ’TWn)
= (p’Twl""’TWi—lvT(Wia)’TWi-i-lv"'7TWn)
= T(pu Wlu"'uWI'—17WI'37WI'+17‘”7WH)'

In jedem der drei Falle erhalten wir also eine endliche Basis fiir

Tpres(q, twi, ..., Twy,), die nur aus einer Konfiguration besteht. O
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Korollar
Fiir ein gegebenes verlustbehaftetes n-Kanalsystem K = (Q, %, A) sind
folgende Eigenschaften entscheidbar:

@ Erreichbarkeit: Gilt (p, uy,...,up) -=+% (g, vi,..., v,) fiir gegebene

Konfigurationen (p, u1,...,un) und (g, vi,...,vp)?
@ Termination: Beginnt in (p, u1,. .., up) ein unendlicher --» Pfad fiir
eine gegebene Konfigurationen (p, u1, ..., u,)?
© Control-state maintainability
Beweis:
Offensichtlich ist fiir T(K) = (Q x (X*)",--», <) die Abbildung
(p,u1,...,up) + sucr(ky(p, u1, ..., u,) berechenbar und die Ordnung =

entscheidbar.
Zu (1): Satz 56 ~» Uberdeckungsproblem fiir T(K) entscheidbar.

Markus Lohrey (Universitat Siegen) Model-Checking WS 2015/2016 278 / 279



Wohlistrukturierte Transitionsgraphen

Verlustbehaftete Kanalsysteme (lossy channel systems)

Fiir Konfigurationen (p, u1, ..., u,), (g, v1,...,vy) gilt jedoch
(pyury-.yup) ——2% (g, vi, ..., Vp)
genau dann, wenn
Arywi, ooy wy) s (pyut, - Un) =25 (P W, o, Wp) = (G Ve, ey V).
zu (2): Folgt aus Satz 59
zu (3): Folgt aus Satz 61 O

Bemerkung: T(K) (fiir ein verlustbehaftetes n-Kanalsystem) ist i.A. nicht
strikt kompatibel.
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