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Ubung 4

1. Beweisen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstéindiger Induktion
iiber n:

a) Sei A eine Menge mit |A| = n. Dann gilt [24| = 2".

b) 7 (2k — 1)? = mnl)CGnil)

2. a) Bestimmen Sie die Menge aller moglichen Worter der Lénge n
iiber einem Alphabet mit & Buchstaben.

b) An einem Marathon nehmen 20 Léufer teil. In wie vielen verschie-
denen Reihenfolgen konnen die Laufer das Ziel erreichen?

c) Wie viele verschiedene mogliche Zahlenkombinationen kénnen bei
einer Lottoziehung (6 aus 49) gezogen werden?

d) Wie viele verschiedene Notenverteilungen kénnen entstehen, wenn
bei einer Klausur 20 Studenten mitschreiben?

e) Aus einer Schulklasse von 23 Schiilern soll eine Gruppe von 5
Schiilern zum Direktor geschickt werden. Auf wie viele Arten kann
diese Abordnung gebildet werden?

f) In einem Zimmer gibt es 5 Lampen, die unabhéngig voneinan-
der aus- und eingeschaltet werden kénnen. Wie viele Arten der
Beleuchtung gibt es insgesamt?

g) In einer Liga spielen 7 Mannschaften. Wie viele mogliche Tabel-
lenkonstellationen gibt es?

h) Wie viele natiirliche Zahlen koénnen als Produkt von 10 Faktoren
aus den Zahlen 1,2,3 und 4 dargestellt werden?



3. a) Bestimmen Sie (£).
b) Bestimmen Sie (}) fiir n € N.

c) Zeigen Sie, dass fiir n, k € N die Gleichung k(Z) = n(Zj) gilt.

4. Zeigen Sie, dass fiir n € N folgende Gleichung gilt:

£x() o

i=0 j=0
Lésung zu Ubung 4

L a)yn=0: 2= {0} =1=2°
n—n+1:Se [A] = n+1, also A = A W {z} mit |A| = n.
Wir kénnen 24"#{#} schreiben als 24w {M U {z} | M € 24}
Nach Induktionsvoraussetzung gilt, dass |24'| = 2". Insge-
samt folgt, dass [24] = 2"+1,

b) n = 0: S0, (2k — 1)? = 0 = 220100



%(21; — 1) = (i(% - 1)2> +(2(n+1)-1)°

k=1
:n.(gn_lg.@njtl) + @20+ 1)
n-(2n—1)-2n+1)+3-(2n+1)?
n-(4n2—1)+3-322n+1)2
:4n3—n+1222+12n—|—3
_4n3+6n2+2n+6n2+9n+3
(2n2—|—3n+1)(32n+3)
(n+1)-(2§z+1)-(2n+3)
(n+1)- (2(n3—|— 1)—1)-2n+1)+1)

3

d) n=0: 3|0



w

n—n-+1:

A(n+1P—(n+1)e3|(n’+3n*+3n+1—-n—1)
& 3|(n® —n+3(n*+n))
< 3|(n® —n) A3|(3(n* +n))

a) Mit Zuriicklegen und Beriicksichtigung der Reihenfolge: k™
b) Ohne Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge: 20!
¢) Ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge:

49
(5)
d) Mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge: Ei-
ne Notenverteilung gibt an, wie oft eine bestimmte Note erreicht

wurde. Wir nehmen an, es gibt die Noten 1,2,3,4,5. Dann gibt

54201 :
es( 20 )Notenvertellungen.

e) Ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge:
23
(5)

f) Mit Zuriicklegen und Beriicksichtigung der Reihenfolge. Es gibt
zwei Zustinde fiir jede Lampe: 2°

g) Ohne Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge: 7!

h) Mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge. Wir
kénnen jedoch nicht die Multimengen von {1,2,3,4} mit 10 Ele-
menten betrachten, weil 4 -1 = 2 - 2. Jede Zahl x = 2" - y mit
n € N kann folgendermaflen ersetzt werden: Falls n gerade ist, so
gilt = 4™? .y, und falls n ungerade ist, so gilt = 4"/2 . 2. ¢
Insgesamt geniigt es also, folgende zwei Fille zu unterscheiden:

e Es gibt keinen Faktor 2, also wiahlen wir 10 Zahlen aus {1, 3,4},
wofiir es (3%871) = 66 Moglichkeiten gibt.
e [s gibt genau einen Faktor 2, also wéhlen wir 9 Zahlen aus
{1, 3,4}, wofiir es (3+g_1) = 55 Moglichkeiten gibt.
Insgesamt gibt es also 66 + 55 = 121 Moglichkeiten.

6y _ 6 _ 65 _
a) () = Gooia — 3 — 1o



n n! n!
k(k;) N R e R T U oY
B (n—1)! B (n—1)!
TS k- D) — (k=1 (k—1)!

n—1
=n
kE—1
. In der Vorlesung wurde bewiesen, dass )., (?) = 2". Wir erhalten

also: | )
33:()-3;2

i=0 j=0

Wir zeigen nun per Induktion, dass die gewiinschte Gleichung gilt:
0 i
n=0:30 2=20=1=2-1=201_1
n—n 1 S0l = (300 20) 4 2ntl = ontl q pontt = ond2 g



