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1. Beweisen Sie: Ist (G,o) eine Gruppe und a,b € G, so gibt es ein
eindeutiges ¢ € G mit aoc =b.

2. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen: In jeder Gruppe
(G, o) mit neutralem Element e gilt fiir alle a,b € G

aca=aob=a=0>0

3. Zeigen Sie, dass es eine Gruppe G und Elemente a,b € G gibt, so dass
die Gleichung (ab)™ = a~'b~! nicht erfiillt ist.

4. Geben Sie die Verkniipfungstabellen der folgenden Monoide an und
bestimmen Sie, welches Monoid eine Gruppe ist:

a) 53
b) (Z5\{0},")
¢) (Zs,-)

5. Berechnen Sie:
a) 5% mod 3
b) (77-34) + (85 -44) mod 4
¢) 22" mod 5

6. Beweisen Sie: Es ist (a + b)° = a® + b° mod 5 fiir alle a,b € Z.



Losung zu Ubung 8

1. Zum Beweis der Existenz wihlt man ¢ = a~! o b, denn es gilt
ao(atob)=(aoa')ob=cob=5b
Sei ¢ € G ein weiteres Element mit a o ¢ = b. Es muss also gelten,
dass a o ¢ = a o c. Verkniipft man dies mit a™!, so erhélt man:
ato(aod)=(atoa)od =eod =
=a'o(aoc)=(atoa)oc=coc=c
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2. a
b

aca=aob=a"oagqoa=a"oaob=a=2">

)

) Gilt nicht in (ZQ,+2), da 0 +9 0=1 +9 1=0.
c) Gilt nicht in (Zy, +4), da 15 = 1, aber 1* = 0.

)

d)a®=ena'=e=d>=da"'= (aHa®=(aV)a'=a=c¢

3. Diese Gleichheit kann nur in nicht kommutativen Gruppen verletzt
sein. Die einfachste solche Gruppe ist S3. Thre Elemente sind Per-
mutationen (Bijektionen) auf {1,2,3}, die wir in Zykelschreibweise
angeben. Z.B. bedeutet f = (1,2,3), dass f(1) = 2, f(2) = 3 und
f(3) = 1. Die Gruppenoperation ist die Funktionskomposition (Ach-
tung: (f o g)(z) = g(f(x))), das neutrale Element die Identitdt und
die inversen Elemente die Umkehrfunktionen. Betrachte a = (2, 3) und
b= (1,2,3). Wir erhalten aob = (1,2), a=! = a, b=! = (1,3,2) und
somit

(aob) ™t =(1,2) #atob ™t =(2,3)0(1,3,2) = (1,3)

4. a)Seien e =id, d = (1,2,3), dy = (1,3,2), 51 = (2,3), s2 = (1,3),
s3 = (1,2). Hierbei steht d fiir ,nach rechts drehen® (dy fiir zwei
mal nach rechts drehen) und s; fiir ,,Spiegeln um i “ (die i-te Kom-
ponente wird festgehalten und die beiden anderen getauscht).
Erst Spalte, dann Zeile (Spalte o Zeile):



| e lss|si|se|d]|d]
el e | s3|81|s2| d|dy
S3 S3 € d dg S1 S9
S1 S1 d2 € d S9 S3
S9o S92 d d2 € S3 | S1
d d So | 83 | S1 dg (&
d2 dg S1 | S2 | S3 € d

Fiir die Inversen erhalten wir d~! = dy und d,' = d. Die Spiege-
lungen sind selbstinvers, also 31_1 = 51, 32_1 = s und sgl = s3.

Insgesamt ist S5 also eine Gruppe.

b) Spalte o Zeile:

112134
1111234
201214113
31311142
4141321

1 ist das neutrale Element. Die Inversen sind 27! = 3, 37! = 2
und 47! = 4. Somit ist (Zs \ {0}, ) eine Gruppe.

c) Spalte o Zeile:

0123
0710]0]0]0
1{0(1]2|3
2110121012
3101321

1 ist das neutrale Element. (Zy, -) ist aber keine Gruppe, da 07!
und 27! nicht definiert sind.

5% mod 3 = (5 mod 3)* mod 3
=2"mod 3
= (2? mod 3)* mod 3
= 1" mod 3

=1



b)

((77 - 34) mod 4 + (85 - 44) mod 4) mod 4
— (77 - 34) mod 4
85 mod 4 - 44 mod 4) mod 4) mod 4
((77-34) mod 4 + (1-0) mod 4) mod 4
— ((77 - 34) mod 4) mod 4
(77 mod 4 - 34 mod 4) mod 4
1-2) mod 4
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23" mod 5 = (2% mod 5)* mod 5
= 3% mod 5
= (3° mod 5)* mod 5
= 2% mod 5
=2"mod 5

(a+b)° mod 5 = f) aib5_i> mod 5

(5) a'b>~" mod 5) mod 5
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= [ a® mod 5 + b° mod 5 + Z —a'b® " mod 5) mod 5
— 7!
= (a® +b°) mod 5
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