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Definition. Fine Sprache L ist in der Klasse PP genau dann, wenn eine
randomisierte Turingmaschine M mit folgenden Figenschaften existiert:

o M lduft auf allen Eingaben in polynomieller Zeit.
o Wennz € L, dann wird x von M mit Wahrscheinlichkeit >% akzeptiert.

o Wennz ¢ L, dann wird z von M mit Wahrscheinlichkeit S% akzeptiert.
Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass wenn L € PP, dann auch (X*\ L) € PP.

Losung. Nach Definition von PP gibt es eine randomisierte Turingmaschine
T, die jedes w € L mit Wahrscheinlichkeit >% akzeptiert, woraus folgt,
dass jedes w ¢ L mit Wahrscheinlichkeit g% akzeptiert wird. Wir zeigen
im Folgenden, dass es eine randomisierte Turingmaschine 7" fiir L gibt, die
jedes w ¢ L sogar ,nur“ mit Wahrscheinlichkeit <% akzeptiert. Somit zeigt
die Turingmaschine, die die Antwort von 7”7 umdreht, dass das Komplement
von L auch in PP liegt.

T hat eine Laufzeit von p(Jw|) bei Eingabe w, wobei p ein Polynom ist. Das
heiﬁt auch, dass T hochstens p(|w|) Bits vom Zufallsband lesen kann, wofiir
es QP(‘ o Moglichkeiten gibt. Da jedes w € L von T' mit Wahrschelnhchkelt >—
akzeptiert wird, wird es sogar mit Wahrscheinlichkeit > + 21,(“,‘) akzeptlert
(Die Wahrscheinlichkeit kann nicht dazwischen liegen, da dafiir mehr Bits
vom Zufallsband gelesen werden miissten. Z.B. kann die Wahrscheinlichkeit
zu akzeptieren beim Lesen von zwei Bits nicht 0.49 sein.) Wir konstruieren
nun 77 aus T wie folgt: Zunéchst wird T von T’ laufen gelassen. Wenn T
ablehnt, so lehnt auch 7" ab. Wenn T akzeptiert, liest 7" insgesamt p(|w|)+1
weitere Zufallsbits (was immer noch polynomiell in p ist). Wenn all diese Bits
len sind, lehnt 7”7 das Wort w ab, ansonsten akzeptiert 7”. Insgesamt gilt:

o 71" akzeptiert jedes Wort w ¢ L mit einer Wahrscheinlichkeit von
< (1/2)- (1= (12700 <1/2.

e T’ akzeptiert jedes Wort w € L mit einer Wahrscheinlichkeit von
> ((1/2) + (1/2)P0eDy . (1 — (1/2)rd=h+1)
> (1/2) — (1/2)PUeh+2 4 (1/2)p02h — (1 /220 (wD+1
> 1/2.



Aufgabe 2. MAJSAT enthilt eine boolsche Formel F(z, 1, ...,z,) genau
dann, wenn F' in mehr als der Héfte aller moglichen Belegungen erfiillt ist.

Zeigen Sie, dass MAJSAT € PP.

Losung. Lies n Bits vom Zufallsband, die als Belegung fiir 1, ..., x, ver-
wendet werden. Teste, ob F' unter der Belegung wahr ist.



