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Ubungsblatt 5

Aufgabe 1
Uberpriifen Sie mit dem Resolutionsverfahren, welche der folgenden Klauselmengen erfiillbar
sind.

(a) {{A> B, C}? {_‘A7 -B, _‘C}v {Aa _‘B}> {B’ ﬁC}> {_‘A’ C}}

Losung

{-A,~B,~C} {=A,C} {B,-C} {A,-B} {A B,C}

L N /T

{—A,-B} {—-A, B} {A,-C} {A,C}

~ 7 NS

{-4} {4}
\ ] /

Die Klauselmenge ist also unerfiillbar.

(b) {{Av _'B}7 {_'A7 _'0}7 {_'A7 C, D}7 {_'D}v {B7 D}}

Losung

{-A,C,D} {-D} {B,D}

NS T
(=4, 2C} {40} {B} {A,-Bj}
N/ N/
{~4} {A}

T

g

Die Klauselmenge ist also unerfiillbar.

(C) {{A> C}v {B}’ {ﬁc}7 {A7 —B, D}v {A7 —C, _‘D}}



Losung
Aus den Ausgangsklauseln konnen wir folgende neue Klauseln resolvieren:

{A,C}y {=C} {A,C} {A-C,-D} {B} {A,-B,D}

N/ NS N/

{4} {A,~D} {4, D}

{A,~B,D} {A,~C,~D}

N S

{A,-B,-C}

Danach konnen wir noch zwei neue Klauseln resolvieren:
{A,C}y {A,-B,-C} {B} {A,—-B,~C}

NS N/

{A,-B} {A,-C}

Nun sind keine weiteren Resolutionsschritte mehr moglich. Da wir nicht die leere Klau-
sel L1 herleiten konnten, ist die Klauselmenge erfiillbar.

Aufgabe 2 '
Berechnen Sie Res'(F)) fir i =0, 1,... fiir die Formel F' mit Klauselmenge

{{A,—-B},{A, B,~C},{B,C},{-A,-C}}.
Was ist die kleinste Zahl n mit Res"(F) = Res*(F)?

Losung
Es gilt Res"(F) = F. Des Weiteren gilt

Res'(F) = Res”(F) U {{4,-C},{A,C},{=B,~C},{4, B}, {B,~C},{-A4, B}},
ReSQ(F) = ReSI(F) U {{A}v {A’ _'A}7 {Bv _‘B}7 {Cv _‘0}7 {3}7 {_'O}}

und Res"?(F) = Res®(F) fiir alle i € N, also Res*(F) = Res*(F).

Aufgabe 3
Sei F' eine Formel in KNF, A eine atomare Formel und F} = {K\{—-A} | K € F, A ¢ K}.
Zeigen Sie, dass F unerfiillbar ist, wenn F' unerfiillbar ist.

Losung

Wir nehmen an, dass F} erfiillbar ist und zeigen, dass dann auch F erfiillbar ist. Sei B eine
zu Fy passende Belegung mit B = F;. Wir erweitern B zu B, indem wir B'(A) = 1 setzen.
Sei nun K € F. Wenn A € K, dann gilt B’ |= K, weil B/(A) = 1. Wenn A ¢ K, dann ist
K\ {—-A} € F} und es gilt B = K \ {—A}. Dann gilt auch B’ = K (hier ist sogar egal, ob
—A in K vorkommt und was B'(A) ist). Insgesamt gilt also B’ = F.
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Aufgabe 4
Zeigen Sie, dass fiir alle Formeln F'; G in KNF gilt: Wenn F' C G, dann Res™(F') C Res™(G).

Losung
Die Definition von Res lasst sich schreiben als

Res(M) = M U {(K, \ {A) U (Ko \ {=A)) | K1, Ks € M, A € K,,=A € K>}

Aus F' C G folgt unmittelbar, dass Res(#") C Res(G). Dann lésst sich per Induktion zeigen,
dass fiir alle 7 € N gilt: Res'(F') C Res'(G). Im Fall ¢ = 0 gilt dies, weil

Res’(F) = F C G = Res”(G).
Gelte nun Res’(F) C Res'(G). Daraus folgt
Res"™ (F) = Res(Res'(F)) € Res(Res (G)) = Res"™(G).
Weiterhin gilt, dass Res*(F) = [,y Res'(F) C U,y Res'(G) = Res*(G).

Aufgabe 5
Sei F' eine Formel in KNF, L ein Literal, und sei

P = {K\{L}| K € F}.
(a) Zeigen Sie, dass Res™(F\ ) C Res™(F)\z.

€N

Losung
Wir zeigen zunéchst, dass Res(F\1,) C Res(F)\r. Sei dazu K € Res(F\1). Im Fall, dass
K € F\1, gilt wegen
Res(F)\ = (FU{(Ki \{A}) U (L2 \ {~A}) | K1, Kr € FA € Ky,—A € Ko}«
=R U{(IG\{A}) U (L \ {—A}) | K1, Ky € FL A€ Ky,—A € Kol
auch K € Res(F)\r. Sei nun K resolviert aus zwei Klauseln von F, d.h. es gibt
Ki, K, € Fymit Ae Ky, A€ Kyund K = (K;\{A})U(K32\{—~A}). Nach Definition
von Ry, gibt es K|, K} € F mit K; = K]\ {L} und K, = K3\ {L}. Weil A € K, bzw.
—A € Ky, gilt auch A € K| bzw. =A € K. Also ist (K] \{A})U(K,\{—A}) € Res(F),
woraus folgt, dass ((K7 \ {A}) U (K5\ {=A})) \ {L} € Res(F)\r. Wegen
(KIA\{ADH U (KGN {=AD) \ L} = (KA {LI\{AD U (K \{L}\ {~4}) = K
gilt also, dass K € Res(F)\r.
Mit Induktion zeigen wir nun, dass Res’(F 1) - Res’(F)\z fiir alle i € N gilt: Fiir i =0
gilt Res’(R\ ) = I\, = Res”(F)\. Wenn Res'(F ) C Res'(F)\z, dann gilt
Res"™ (F\1) = Res(Res'(F\1)) C Res(Res'(F)\z) C Res(Res'(F))\r, = Res™ (F)\r.

Insgesamt gilt also auch

Res™ (K1) = U Res'(F\r) C U Res'(F)\;, = (U Resi(F)> = Res™(F)\r.
\L
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(b) Zeigen Sie: Wenn [0 € Res™(F\1,), dann gilt O € Res*(F) oder {L} € Res™(F).

Losung
Aus O € Res™(F\ 1) folgt, dass O € Res"(F)\r, also 0 € {K \ {L} | K € Res™(F)}. Somit
gilt, dass O € Res™(F') oder {L} € Res*(F).



