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Aufgabe 1
Zeigen Sie, dass folgende Formeln erfiillbar, aber nicht giiltig sind.

(a) F,:=Vy3dx f(z) =

Losung
Es gilt A = F, mit Uy = {0} und fA(z) = 0. AuBerdem gilt B [~ F, mit Uz = {0,1}
und fB(z) = 0.

(b) Fy:=Vavy(f(z) = f(y) =z =y)

Losung
Es gilt A |= F, mit Uy = {0} und fA(z) = 0. AuBerdem gilt B [£ F, mit Uz = {0,1}
und fB(z) = 0.

(¢) Fo:= (Byva f(x) = g(x,y) A f(x) # g(z,x))

Losung

Sei A definiert als Uy = {0,1}, fA(z) = z, ¢*(z,0) = x und g*(z,1) = 0. Dann
gilt A |= Jyvz f(z) = g(z,y), weil Apq [y/o1( () = d und Ag a0 (9(z, )) =
fir alle d € {0,1}. AuBerdem gilt A = Jz f(x) # g(x,z), weil Ay /qy( (3:)) =
und Ap /1 (g9(x,x)) = 0. Insgesamt gilt also A = F,.. Mit Ug = {0}, fB(x) =0 un
g5 (z,y) = 0 gilt B [~ F,, weil B [~ 3z f(x) # g(x, ).

(d) Fy:= (VeP(f(z,2)) AV2Vy(x #y = =P(f(z,9))))

Losung

Sei A definiert als Uy = {0}, fA(z,y) = 0 und P4 = {0}. Aus |[Uy| = 1 folgt, dass
A = VaVy(x #y — —P(f(z,y))). AuBerdem gilt A = Vo P(f(z,z)), also insgesamt
auch A |= Fy. Sei B definiert als Up = {0}, f5(z) = 0 und P® = (). Dann gilt B [~ Fy,
weil B Ve P(f(z,x)).

(e) Feo = (Va(P(x) V Q(z,y)) A =Q(y,y) AVx(x #y — —P(x)))

Loésung

Sei A definiert als Uy = {0}, y* = 0, P4 = {0} und Q* = 0. Es gilt A = F., denn
A EVr(x #y — —P(x)), weil [Uy| = 1. Des Weiteren gilt A E —Q(y,y). AuBerdem
gilt, dass A |= Va(P(z) V Q(z,y)), denn Ay g = P(x). Sei B definiert als Uz = {0},
PB = QP = () und y® = 0. Dann gilt B }£ F,, weil B }£= Va(P(z) V Q(x,y)).
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Aufgabe 2
Zeigen Sie die folgenden Behauptungen fiir beliebige Formeln F’ und G:

(a)

(b)

(d)

Jx(FAG) = (FzF A 32G)

Losung

Sei A eine Struktur, die zu F' und G passend ist, und gelte A = Jz(F A G). Dann
gibt es ein d € Uy mit Ay q = (F A G). Also gibt es ein d € Uy mit Apq = F
und Ajp,q = G. Somit gibt es ein d € Uy mit Ay q = F und es gibt ein d € Uy mit
Apzq | G. Daraus folgt, dass A |= 3o F und A |= 322G, also A |= (JzF A J2G).

(JzF VVz@) E Jz(F V G)

Losung

Sei A eine Struktur, die zu F' und G passend ist, und gelte A |= (3zF Vv VzG). D.h.
A = JzF oder A = VaG. Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Im Fall, dass
A= JxF, gibt es ein d € Uy mit Ay q = F. Also gibt es ein d € Uy mit Ap)q = F
oder Aj,/q = G. Zusammen gilt dann, dass es ein d € Uy gibt mit Ay /q = (FV G),
also A = 3x(FVG). Im anderen Fall gilt A = VaG. Weil [Uy| # 0, gilt auch A = JzG.
Analog zum ersten Fall erhalten wir auch hier, dass A = Jz(F V G). Insgesamt gilt
also A | Jz(F V G).

Ve(F — G) E (Vo F — VaG)

Losung

Sei A eine zu F' und G passende Struktur und gelte A = Vz(F — G). Daraus folgt,
dass App/q = (F — G) fiir alle d € Uy. Das heift, dass fiir jedes d € Uy gilt, dass
wenn A /g = F, dann gilt auch Aj,/q = G. Gelte nun auBerdem A |= Vo F, woraus
folgt, dass Ay, /q = F fiir alle d € Uy. Zusammen erhalten wir also, dass A, /q) E G
fiir alle d € Uy, also A = VaG. Insgesamt gilt also A = (VaF — VaG).

(Ve F AVzG) EVa(F AG)

Losung

Sei A eine zu F und G passende Struktur mit A | (VoF A VzG). D.h. A | VaoF
und A |= VoG, Also gilt fiir alle d € Uy, dass Ay /q = F und fiir alle d € Uy, dass
.A[w/d] = G. Damit gilt fiir alle d € U4, dass A[x/d] = F und .A[z/d} = G. Somit gilt fiir
alle d € Uy, dass Ay q = (F A G), also auch A = Vo (F AG).

YV F | VaIyF

Losung

Sei A eine zu F passende Struktur mit A = JyVaF. D.h. es gibt ein d € Uy mit
Apyaq = VaF. Also gibt es ein d € Uy so, dass fiir alle d' € Uy gilt Ay /g /e = F.
Fiir alle d’ € Uy gibt es also ein d € Uy mit Ay /ay/q | F. D.h. fiir alle d’ € Uy gilt
Apjay = YF, also A |= Va3yF.



Aufgabe 3
Definieren Sie die Substitution F'[z/t] formal (siehe Folie 134), wobei F' eine Formel, z eine
Variable und ¢ ein Term ist.

Losung
Wir definieren zunéchst Substitution auf Termen: Sei y eine Variable. Dann ist

t, falls x =y,
ylz/t] =
y, falls x #£y.

Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol und ¢4, ..., ¢, Terme. Dann ist

fltr, . to)x/t] = f(ta[z/t], ... ta[z/t]).

Fiir Formeln gehen wir dann wie folgt vor: Sei F' = R(t1,...,t,), wobei R ein n-stelliges
Relationssymbol und t4,...,%, Terme sind. Dann ist

R(tr, ... t)z/t] = R(t:[z /1, . .., tax/1).

Sei I' = (GAH), wobei G und H Formeln sind. Dann ist (GA H)[z/t] = (Glxz/t]|NH][z/t]).
Der Fall fiir V ist analog, also (G V H)[z/t] = (G[z/t] V H[z/t]).

Sei I’ = =G, wobei G eine Formel ist. Dann ist =G|z /t] = =(G[z/t]). Die Klammern dienen
hier nur dazu, deutlich zu machen, worauf die Substitution angewandt wird. Sie sind nicht
Teil der Syntax.

Sei F' = QyG, wobei G eine Formel, € {V, 3} und y eine Variable ist. Dann ist

QyG, falls © =y,
Qy(Glz/t]), falls z #y.

Die Klammern sind auch hier nicht Teil der Syntax.

QyGlz/t] = {

Aufgabe 4 (Koinzidenzlemma)

Zeigen Sie: Fiir jede Formel F und Strukturen A und B mit U, = Up, die zu F passend
sind, gilt: Wenn A und B alle in F' vorkommenden Funktionssymbole, Priadikatensymbole
und freien Variablen gleich interpretieren, so gilt A(F) = B(F).

Losung

Zunichst zeigen wir etwas Ahnliches fiir Terme. Fiir jeden Term t gilt: Wenn A und
B alle in t vorkommenden Funktionssymbole und Variablen gleich interpretieren, so gilt
A(t) = B(t). Dazu verwenden wir Induktion. Im Fall, dass ¢t = z fiir eine Variable z, gilt
also A(z) = B(z). Sei nun t = f(ty,...,t,), wobei f ein n-stelliges Funktionssymbol und
ti,...,t, Terme sind. Da A und B alle Symbole und Variablen in ¢ gleich interpretieren,
gilt f4 = f% und dass A und B alle in ¢4, ...,t, vorkommenden Funktionssymbole und
Variablen gleich interpretieren. Per Induktion folgt also, dass A(t;) = B(t;) fur 1 <i < n.
Insgesamt gilt daher, dass

A(f(tr, - otn) = FAAMD, - Altn) = FE(B(t), - B(ta)) = B(f(t, - . 1))
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Fiir Formeln zeigen wir dies dann entsprechend mit Induktion. Sei F' = R(ty,...,t,),
wobei R ein n-stelliges Relationssymbol und ¢4, ...,¢, Terme sind. Da A und B alle in
F vorkommenden Symbole und freie Variablen gleich interpretieren, gilt R* = R® und
dass A und B alle in ty,...,t, vorkommenden Funktionssymbole und Variablen gleich
interpretieren. Insgesamt gilt also, dass

A(R(t1, ) = 1 (A(h),. . A(t) € BA
& (B(ty),...B(t,)) € B8
54 B(R(tl, . ,tn)) =1.

Sei nun F' = (G A H), wobei G und H Formel sind. Da 4 und B alle in F' vorkommenden
Symbole und freien Variablen gleich interpretieren, interpretieren sie auch alle in G und H
vorkommenden Symbole und freien Variablen gleich. Also folgt nach Induktionsvorausset-
zung, dass A(G) = B(G) und A(H) = B(H). Somit erhalten wir

AF)=1 AG)=1und A(H)=1< B(G)=1und B(H) =1« B(F) = 1.

Die Argumentation ist analog fiir V und —. Sei nun F' = Va(G, wobei G eine Formel und
x eine Variable ist. Sei d € U (bzw. d € Up, denn es gilt Uy = Up). Da A und B alle in
F vorkommenden Symbole und freien Variablen gleich interpretieren, interpretieren Ay, /q)
und B, /4 alle in G vorkommenden Symbole und freien Variablen gleich. Nach Induktions-
voraussetzung gilt also, dass Ap/q(G) = Bp./q(G). Da dies also fiir alle d € Uy gilt, folgt
A(F) = B(F'). Die Argumentation fiir 3 ist analog.

Aufgabe 5
Zeigen Sie das Lemma iiber Umbenennen von Variablen (Folie 142): Sei G eine Formel,
@ € {¥,3} und y eine Variable, die nicht in G vorkommt. Dann gilt

QG = QyGlz/y].
Hinweis: Verwenden Sie das Uberfithrungslemma (Folie 151) und Aufgabe 4.

Losung
Sei A eine zu QzG und QyG|x/y| passende Struktur. Sei d € Uy. Es gilt

Apa)(G) = Ayjae)a(G) = Ayjaes Ay qw)(G) = Aya(Glz/y]).

Die erste Gleichheit gilt wegen dem Koinzidenzlemma, weil y nicht in G' vorkommt, also
interpretieren A,/ und Ay gz q alle in G Vor}gommenden Symbole und freien Varia-
blen gleich. Die letzte Gleichheit gilt wegen dem Uberfiihrungslemma, welches angewandt
werden kann, weil y nicht in G vorkommt.

Sei Q) = V. Es gilt also fiir alle d € Uy, dass A /q = G genau dann, wenn Ay, q = Glz/y],
also A = VzG genau dann, wenn A |= VyG[z/y]. Der Fall, dass @) = 3, ist analog.



