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Aufgabe 1
Zeigen Sie folgende Behauptungen fiir beliebige Formeln F' und G.

(a)

(b)

(JzF VvV 32G) = Fz(F V G)

Losung

Sei A eine Struktur, die zu F' und G passend. Gelte auflerdem A = (JzF V 3zG).
Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Im ersten Fall gilt A = 3xF'. Daraus folgt,
dass es ein d € Uy gibt mit Ay g = F. Das heifit auch, dass es ein d € Uy gibt mit
Apzq = F oder dass es ein d € Uy gibt mit A, /g = G. Also gibt es ein d € Uy mit
Apzja) |E F oder Ay g = G. Das heifit, es gibt ein d € Uy mit Ay, q = (F V G), also
A |= 3z(F V G). Der zweite Fall, also A = JzG, ist analog.

Gelte nun A |= Jz(F V G). Das heifit, es gibt ein d € Uy mit Ajq = (FV G).
Somit gibt es ein d € Uy mit A, /q = F oder Ay q = G. Es gibt also ein d € Uy
mit Ap,q = F oder es gibt ein d € Uy mit Ay q = G. Also folgt A = JxF oder
A = JxG. Insgesamt folgt dann auch A = (3xF V 32G).

(JzF A J2@) £ J2(F N G)

Losung

Sei F'= P(r) und G = Q(x). Sei auBerdem B definiert als Uz = {0, 1} mit P5 = {0}
und QF = {1}. Es gilt B = 3z P(z) und B | 32Q(x), also B = (JzP(z) A IzQ(z)).
Auf der anderen Seite gilt Bl 0 [~ Q(z) und By 1y = P(x). Das heifit, es gibt kein
d € {0,1} mit By g = P(x) und Bg F Q(x). Also es gibt kein d € {0,1} mit
B/q = (P(z) A Q(x)). Daraus folgt, dass B j= Jx(P(x) A Q(x)).

VxF = —dz—F

Losung

Sei A eine zu F passende Struktur. Es gilt A = —Jx—F genau dann, wenn A = Jx—F.
Dies gilt genau dann, wenn es kein d € Uy gibt mit A}, /q = —F. Dies gilt genau dann,
wenn es kein d € Uy gibt mit Aj,/q [~ F. Dies wiederum gilt genau dann, wenn fiir
alle d € Uy gilt, dass Ay /q = F. Dies gilt genau dann, wenn A |= Vo F.

VadyF # JaVyF

Losung

Sei F' = R(x,y). Sei auflerdem B definiert als Uz = {0, 1} mit R® = {(0,1),(1,0)}. Es
gilt B |= Va3dyR(x,y), denn By oy = R(z,y) und By E R(x,y). Es gilt aber
nicht B ): EIa:VyR(x, y), weil B[;v/o}[y/o] [75 R(QZ, y) und B[:c/l][y/l] F’é R(x, y)
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Aufgabe 2
Geben Sie fiir jede der folgenden Formeln zundchst eine zu ihr &dquivalente BPFE an.
Uberfiihren Sie diese anschlieend in Skolemform.

Losung

Der Beweis zum Satz auf Folie 144 (Fiir jede Formel gibt es eine dquivalente Formel in
BPF) wurde mit Induktion iiber den Formelaufbau gefithrt. Wir verwenden hier stattdessen
einen globalen Ansatz, um die BPF herzustellen.

(a)
F = (Vwﬂy(R(m,y) — IrR(r, f(y, z))) A Vx—EIz(P(z) A VwR(x,w)))

Losung
Zunichst benennen wir alle gebundenen Variablen um. Ein einfacher Ansatz ist, diese
durchzunummerieren, also aus x wird xy, xs, usw.

F= <V5E1391 (R(x1,91) = I R(ry, f(y1,2))) AVag=3z (P(21) A leR(%,wl)))

Als Néchstes ersetzen wir alle syntaktischen Abkiirzungen wie — und <> durch die
Basissyntax, die nur A, V und — verwendet.

F= (‘v’mﬁlyl (=R(z1,y1) V IriR(r1, f(y1,2))) AVas—Tz (P(21) A YV R(w, wl))>

Quantoren lassen sich einfach iiber A und V ziehen, aber nicht iiber —. Deshalb schieben
wir die = so weit nach innen, dass sie nur noch unter, aber nicht iiber Quantoren vor-
kommen. Dazu verwenden wir die Aquivalenzen Yz F = —3z—F und 3zF = —Va—F,
wobei F' eine beliebige Formel ist.

F= <V:U1§|y1 (ﬂR(xl, y1) V 3Ir R(ry, f(y, z))) AV V2 (ﬂP(zl) V Jw;R(z,, wl))>
Wie bereits besprochen, lassen sich dann die Quantoren einfach nach vorne ziehen:
F =V 3y 3Ir Ve Vz Jwy <(—|R(:v1, y1) V R(r1, f(y1,2))) A (=P (z1) V —|R(x2,w1))>

Der Algorithmus zum Herstellen der Skolemform auf Folie 149 ist auch induktiv for-
muliert. Wir verwenden auch hier wieder einen globalen Ansatz und fiihren alle Erset-
zungen der 3 parallel aus.

VayVaa¥en (SR, Sy (@0) VR (21), F(Fn(@0), D) AP VR, fun (1,22, 20)) )

G = (Vmﬂy‘v’z((R(x, y) AR(y, 2)) = R(z, z))

AVz—-R(z,x) A JaVy(z # y — R(y,z)) A VzIyR(y, x))
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Losung
Umbenennen aller Quantoren:

G= (‘v’xlElyNzl((R(xl, y1) A R(y1,21)) = R(z1, 21))
AVzy=R(22, T2) A J23Vya (T3 # Y2 — R(y2, 23)) A VraTys R(ys, 934))
Umwandeln in Grundform mit A, V, —:
G= (VxlElylel((—'R(xl, y1) V =R(y1,21)) V R(z1, 21))
AVzy—R(xe, x9) A Jx3Vye(x3 = yo2 V R(y2, x3)) A V,Jys R(ys, x4)>
Quantoren nach vorne ziehen:
G= leEIylV21ngE|x3Vy2V$4Ely3(((ﬁR(xl, y1) V- R(y1,21)) V R(x, zl))
AR, 02) A (@5 = 42V R(y,5)) A Rlys, ) )
Umwandeln in Skolemform:

Vi V2 Vo Vya Yy (((ﬂR(xl, fon (1)) V =R(fy (1)), 21)) V R(1, 21))
A\ _|R(.Z'2, ZCQ)
A (fas (1,21, 22) = Y2 V R(Y2, fay (21, 21, 22)))

N R(fyg(xl, 21, T2, Y2, Ta), $4)>



