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Aufgabe 1
Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen primitiv rekursiv sind. Es diirfen primitiv rekur-
sive Funktionen verwendet werden, die in der Vorlesung bereits besprochen wurden.

(¢) k(n,m)=m"

Ty fir 2y =0

(d) h(ZL‘h[L’Q,[Eg) = {

T3 sonst

Losung
Wir bezeichnen mit add die Addition, mit mult die Multiplikation und mit comp(g, fi, . . ., f)
die Komposition der Funktion g mit den Funktionen fi, ..., f; (siehe Folie 56 im Skript).

(a) Wir definieren die Funktion ¢: N* — N mit ¢(z,y) = z - (y + 1). Dann konnen wir
f(n) = n! mittels primitiver Rekursion definieren:

f(0) =1
fn+1) = o(f(n),n).

Wir erhalten f(n+1) = f(n)-(n+1) =n!- (n+1) = (n+ 1)! und fiir den Basisfall
gilt f(0) = 1 = 0!. Die Konstante 1 aus dem Basisfall wird formal durch die konstante
Funktion ki : N® — N mit k() = 1 repriisentiert. Die Funktion ¢ ist primitiv rekursiv,
da die Nachfolgerfunktion, Kompositionen und Projektionen primitiv rekursiv sind
(siche Folie 56 im Skript). Genauer:

p(, y) = comp(mult, 77, comp(s, 73))(z, y)

= mult(m{(z, y), comp(s, 73)(z, y))
= mult(z, s(m3(z, y)))

= mult(z, s(y))

=z-(y+1).



(b) Es gilt g(n) = > ;¢ (GauB’sche Summenformel). Damit ldsst sich ¢ analog zur
Fakultét aus (a) definieren, wobei der Wert g(0) im Basisfall diesmal 0 statt 1 ist, und
add statt mult in der Rekursionsdefinition verwendet wird: Sei ¢: N> — N definiert
als ¥(z,y) = 2+ (y + 1), dann kann man ¢ mittels primitiver Rekursion wie folgt
definieren:

9(0) =0
g(n+1) =v¢(g(n),n).

Wir erhalten g(n +1) = g(n) + (n +1) = 37 i+ (n+1) = X7 i und fiir den
Basisfall gilt g(0) = 0= 30_, i.

(c) Definiere 7: N* — N mit 7(z,y, 2) = 7 - z = mult(z, 2). Es gilt

k(0,m) =1
k(n+1,m)=7(k(n,m),n,m).

Wir erhalten k(n+1,m) = k(n,m)-m=m"-m=m"*.

(d) Wir definieren Funktionen %;: N> — N mit iy (z,y) = 73(z,y) = z und hy: N* - N
mit hy(a, b, c,d) =m4(a, b, c,d) = d. Es gilt

h(O, T2, 1’3) = h1($2>$3) = T2

h(n + 1,19, 23) = ha(h(n, 72, 73), 10, T2, T3) = 3.

Aufgabe 2

Sei f: N — N primitiv-rekursiv und streng monoton wachsend. Zeigen Sie: Die Linksinverse
Y (dh (fto f)(n)=f"1(f(n)) = n fiir alle n € N) ist primitiv-rekursiv.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion ¢(n) = max{z < n | g(z,n) = 0} fiir eine geeignete
zweistellige Funktion ¢g(z,n). Es gilt max @ = 0.

Bonus: Streng monoton wachsende Funktionen haben eine bestimmte Eigenschaft, wes-
wegen Linksinverse existieren. Welche Eigenschaft benotigen Sie fiir eine Funktion, damit
eine Rechtsinverse existiert?

Losung
Behauptung 1:
Wihlen wir g(z, n) = sub(f(z),n), so ist ¢(n) die gesuchte Linksinverse f~! von f.

In der Tat gilt

¢(f(n)) = max{z < f(n) | sub(f(z),f(n)) = 0}
=max{z < f(n) | f(z) < f(n)}
=max{zr < n | f(z) < f(n)}

=N



Das dritte = gilt, da f streng monoton wachsend ist, also n < f(n) < f(n + 1) gilt. Die
erste Ungleichung impliziert, dass das Maximum in der Zeile dariiber iiber mindestens n
Zahlen gebildet wurde. Die zweite Ungleichung besagt, dass f(z) > f(n) fiir jedes z > n,
also kann man n + 1,n + 2,..., f(n) als Werte fiir z weglassen. Somit haben wir gezeigt,
es gilt ¢ = f~ 1.

Behauptung 2:

Der beschrinkte max-Operator ¢ ist primitiv-rekursiv, falls ¢ primitiv-rekursiv ist.

Die Idee ist dhnlich wie im Skript auf Folie 64. Sei g(z, n) eine primitiv-rekursive Funktion.
Dann ist §(z,n) = sub(1, g(z,n)) auch primitiv-rekursiv. Es gilt

~ 1, falls g(z,n) =0,
g(z,n) =
0, falls g(z,n) > 0.

Also ist g(z,n) = 1 genau dann, wenn ,g(z,n) = 0?7“ TRUE ist. Der beschréinkte max-
Operator ¢ ldsst sich jetzt durch primitive Rekursion wie folgt berechnen:

q(0) =0
gn+1)=q(n)+g(n+1,n+1)xsub(n+ 1, q(n))

n+1, fallsg(n+1,n+1)=0,
q(n), sonst.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass die Linksinverse f~! primitiv-rekursiv ist (denn f
ist primitiv-rekursiv, also auch g(z,n) = sub(f(z),n)).

Bonus: Linksinverse zu f existieren, wenn f injektiv ist (streng monoton wachsende Funk-
tionen sind injektiv). Fiir Rechtsinverse bendtigen wir wiederum Surjektivitdt. Denn: Sei
i =f"Y(n), dann ist f(f~'(n)) = f(i). Wir wollen also, dass es ein 7 gibt, so dass f(i) = n
gilt. Dies soll aber fiir jede natiirliche Zahl n moglich sein. Also muss f surjektiv sein.
Falls f also injektiv und surjektiv (also bijektiv) ist, so existiert eine eindeutige (beidseitige)
Inverse. Sei F die Menge aller primitiv-rekursiver (alternativ totaler Turing-berechenbarer)
bijektiver Funktionen f : N — N. Dann ist (F, o) eine Gruppe (o ist die Komposition von
Funktionen).



Aufgabe 3
Bestimmen Sie pf fiir die folgenden Funktionen.

(a) f(n,z) =n+x

(b) f(n,z)=2—mn

(c) fln,z,y) =z —n-y

(d) f(n,z,y,2)=5"+y—2°-n

(e) f(n,z,y,2)=(y—5n%) +(z+2)n
(f) f(n,z,y) = max(2n,z,y) — n
Losung

Offensichtlich sind alle Funktionen in dieser Aufgabe total, d.h. es geniigt, die erste Null-
stelle zu finden.

(a) (uf)(z) = {

Fiir £ = 0 erhalten wir mit Hilfe von n = 0 eine Nullstelle. Falls x > 0 ist, so hat
f(n,z) keine Nullstellen, da wir nur natiirliche Zahlen betrachten.

0 falls z = 0,

undefiniert sonst.

(b) (uf)(z) = z, denn fir alle n,z € N gilt, dass f(n,z) = 0 genau dann, wenn n > z.
D.h. fiir alle z € N gilt, dass

min{n € N| f(n,z) =0} =min{n e N| n >z} = z.

(c) Sei zunéchst y # 0. Dann ist (uf)(z,y) = [z/y], denn
min{n € N| f(n,z,y) =0} =min{n e N|z —n-y =0}
=min{n eN|n-y >z}
=min{n e N|n > z/y}
= [z/y].

Mit Betrachtung des Falls y = 0 erhalten wir insgesamt

2yl falls y 40,
(uf)(z,9) = 3 0 falls 2 = y = 0,

undefiniert sonst.

(d) Ahnliche Uberlegungen wie bei (c) liefern
51‘
(Mf)(x, Y, Z) = {(ﬂ—‘ ) falls z > 0,

25
undefiniert, sonst.
Allerdings ist 5* stets grofler als 0, weswegen nur 2 Félle auftreten kénnen.

4



(e)

Ist y = 0, so ist n = 0 die kleinste Nullstelle. Fiir y > 0 ist dies jedoch nicht moglich.
Dann kommt es darauf an, ob (z + z) > 0 ist oder nicht. Da nédmlich y > 0 wegen des
ersten Teils n > 0 impliziert, bedeutet (z 4+ z) > 0, dass der zweite Teil groBer ist als
0, also (uf)(z, y, z) undefiniert ist.

undefiniert, falls y > 0 und (z > 0 oder z > 0),
(uf)(z,y,2) =<0, falls y = 0,

[VE] sonst, d.h. z =z = 0.

Falls z > 0 oder y > 0 ist, so ist (uf)(z,y) undefiniert. O.B.d.A. sei z > y, dann
ist max(2n,z,y) > z, jedoch muss dann n > z sein, damit n eine Nullstelle von f
ist. Dies ist jedoch nicht moglich, da dann max(2n,z,y) = 2n ist und es gilt stets
2n—n=n >z > 0. Fir z = y = 0 wiederum ist n = 0 die kleinste Nullstelle. Somit
gilt

(1) (z, y) = {O, falls x = y = 0,

undefiniert, sonst.

Aufgabe 4
Beweisen Sie, dass folgende Funktionen p-rekursiv sind:

(a) f(z,y) = [log,(7)],y > 2 (hierbei sei log,(0) = 0)

(b)

(z,7) Y wenn z = 0,
I’ - .
NEY undefiniert sonst.

Losung

(a)

Idee: Probiere alle Potenzen von y durch und schaue, welche als erste grofier oder gleich
x wird. Es gilt

[log,(7)] = min{n € N[ n > log,(r)}
=min{n e N| y" >z}
=min{n e N|z —y" <0}

Die Umformung n > log,(z) = y" > z stimmt nur fiir y > 2, aber dies ist laut
Aufgabenstellung gegeben. Sei nun h: N3 — N definiert als h(n,z,y) = z — y™. Dann
gilt f = ph. Auerdem ist h p-rekursiv (sogar primitiv rekursiv, siche Aufgabe 1).

Sei k(n,z,y) = (y — n) + z. Behauptung: Es gilt ¢ = pk. Es gilt
pk(0,y) =min{n e N | (y —n) + 0 =0} = y = (0, y).
Auflerdem gilt fiir alle z > 0, dass
pk(z,y) =min{n €e N| (y — n) + 2 = 0} = min @ = undef. = g(z, y),

weil die Subtraktion (in diesem Fall y — n) in unserem Kontext immer bei 0 abge-
schnitten ist. Von daher ist (y — n) + z > 0 fir z > 0. Und: £ ist primitiv rekursiv.



