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Aufgabe 1
Zeigen Sie fiir die folgenden Formeln jeweils, ob sie giiltig, unerfiillbar, oder erfiillbar, aber
nicht giiltig sind.

(a) Fo =VaIy(P(z) — P(y))

Losung

Giiltig. Sei A eine zu F, passende Struktur und sei d € Uy. Im Fall, dass d ¢ P4,
gilt auch Ay 41,01 E (P(z) = P(y)) fiir alle d’ € Uy. Wenn d € PA, dann gilt
Apzjaiy/a) E (P(z) = P(y)). In beiden Féllen gilt also A4 = Jy(P(z) — P(y)).
Insgesamt gilt daher A = Fl,.

(b) Fy =Vz(R(z,y) Af(z) = y)

Losung

Erfiillbar, aber nicht giiltig. Es gilt A &= F, mit Uy = {0}, y* = 0, R = Uy x Uy
und f4(z) = z. AuBerdem gilt fiir jede zu F}, passende Struktur B mit R® = @, dass
B [~ Fy, zam Beispiel fiir Uz = {0}, y® =0, R¥ = @ und f5(z) = z.

(¢) F.= (VzR(z,z) ANVaVy(z # y — S(z,y)) ANVaVy(S(z,y) = R(z,y)) AN —R(a,b))

Losung

Unerfiillbar. Sei A eine zu F, passende Struktur, wobei wir annehmen, dass A = F..
Wegen A = —R(a,b), muss (at, b4) ¢ RA gelten. Wenn a* = b4, so ist dies ein
Widerspruch zu A | VazR(z,z). Sei also a* # b*. Wegen A = VaVy(z # y —
S(z,y)), gilt also, dass (a*, b4) € SA. Wegen A = VaVy(S(z,y) — R(z,y)), folgt
dann auch, dass (a*,b?) € RA, was aber ein Widerspruch zu (a?, %) ¢ RA ist.
Insgesamt muss also A [~ F, gelten.

Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass folgende Formeln erfiillbar, aber nicht giiltig sind.

(a) Fo:=Vy3dz f(z) =y

Loésung
Es gilt A = F, mit Uy = {0} und f#(z) = 0. AuBerdem gilt B [~ F, mit Uz = {0,1}
und f5(z) = 0.



(b)

Fy :=VaVy(f(z) = f(y) >z =y)

Losung

Es gilt A = F, mit Uy = {0} und f4(z) = 0. AuBerdem gilt B [~ F, mit Uz = {0,1}
und fB(z) = 0.

Fe:= (Fyva f(z) = g(z,y) A3z f(z) # 9(z, 7))

Losung

Sei A definiert als Uy = {0,1}, f4(z) = z, ¢*(2,0) = = und g*(z,1) = 0. Dann
gilt A |= Jyva f(z) = g(z,y), weil Ap/ayy 0)(f(2)) = d und Apayy/0(9(z,y)) = d
fir alle d € {0,1}. AuBerdem gilt A |= 3z f(z) # g(z,x), weil Ap(f(z)) =1
und A, /1 (g(z,z)) = 0. Insgesamt gilt also A |= F.. Mit Us = {0}, f5(z) = 0 und
g5 (z,y) =0 gilt B |}~ F,, weil B £ 3z f(z) # g(z, 7).

Aufgabe 3
Zeigen Sie folgende Behauptungen fiir beliebige Formeln F' und G

(a)

(c)

Jz(F A G) = (JzF A J2G)

Losung

Sei A eine Struktur, die zu F' und G passend ist, und gelte A = Jz(F A G). Dann
gibt es ein d € Uy mit Apjq = (F A G). Also gibt es ein d € Uy mit Ay g = F
und Ap,/q = G. Somit gibt es ein d € Uy mit Ap,/q = F und es gibt ein d € U4 mit
Apz/q) |E G. Daraus folgt, dass A = 3zF und A |= 322G, also A |= (JzF A 2G).

Ve(F — G) & (VaF — VzG)

Losung

Sei A eine zu F und G passende Struktur und gelte A = Vz(F — G). Daraus folgt,
dass Ay q = (F — G) fiir alle d € Uy. Das heift, dass fiir jedes d € U, gilt, dass
wenn Ay, /q = F, dann gilt auch Ay, q = G. Gelte nun auflerdem A |= VzF', woraus
folgt, dass Aj,/q |= F fiir alle d € Uy. Zusammen erhalten wir also, dass Aj,/q = G
fir alle d € Uy, also A |= VzG. Insgesamt gilt also A | (VzF — Va@G).

(FzF v 32G) = Jz(F V G)

Losung

Sei A eine Struktur, die zu F' und G passend. Gelte auflerdem A | (JzF Vv JzG).
Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Im ersten Fall gilt A = JzF. Daraus folgt,
dass es ein d € Uy gibt mit Ay q = F. Das heifit auch, dass es ein d € U, gibt mit
Apz/q) | F oder dass es ein d € Uy gibt mit Ap,/q = G. Also gibt es ein d € Uy mit
Apzjq) E F oder A, 4 = G. Das heift, es gibt ein d € Uy mit A, q = (F V G), also
A E Jz(F V G). Der zweite Fall, also A = 322G, ist analog.

Gelte nun A = Jz(F V G). Das heiit, es gibt ein d € Uy mit Aq = (FV G).
Somit gibt es ein d € Uy mit Ay q = F oder A, q = G. Es gibt also ein d € Uy
mit Aj,/q = F oder es gibt ein d € Uy mit Ay g = G. Also folgt A |= 32F oder
A = JzG. Insgesamt folgt dann auch A = (3zF V J2G).
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(d) (FzF A 3J2G) # Fz(F A G)

Losung

Sei F' = P(z) und G = Q(z). Sei auBlerdem B definiert als Up = {0, 1} mit P® = {0}
und QF = {1}. Es gilt B = 32P(z) und B | 3zQ(z), also B = (FzP(z) A JzQ(z)).
Auf der anderen Seite gilt By, /g ¥~ Q(z) und Bjy/1) = P(x). Das heifit, es gibt kein
d € {0,1} mit B,/q F P(z) und By q = Q(z). Also es gibt kein d € {0,1} mit
Bija = (P(z) A Q(z)). Daraus folgt, dass B (= Jz(P(z) A Q(x)).

Aufgabe 4 )
Geben Sie fiir die folgende Formel zunichst eine zu ihr dquivalente BPF an. Uberfiihren
Sie diese anschliefend in Skolemform.

F = (‘v’zEIy(R(z, y) — 3rR(r, f(y,2))) AVz—3z(P(z) A VwR(z, w)))

Losung

Der Beweis zum Satz auf Folie 329 (Fiir jede Formel gibt es eine dquivalente Formel in
BPF) wurde mit Induktion iiber den Formelaufbau gefithrt. Wir verwenden hier stattdessen
einen globalen Ansatz, um die BPF herzustellen.

Zunéchst benennen wir alle gebundenen Variablen um. Ein einfacher Ansatz ist, diese
durchzunummerieren, also aus z wird z;, 2o, usw.

F= <V5E15|y1 (R(z1, 1) = 3InR(r, f (w1, 2))) AVay=3z (P(21) AVw R(,, wl)))

Als Néchstes ersetzen wir alle syntaktischen Abkiirzungen wie — und < durch die Basis-
syntax, die nur A, V und — verwendet.

F= <Vx15|y1 (ﬂR(xl, )V 3IrR(ry, f(w, z))) A ng—EIzl(P(zl) AV uwy R(x,, wl))>

Quantoren lassen sich einfach iiber A und V ziehen, aber nicht iiber —. Deshalb schieben wir
die = so weit nach innen, dass sie nur noch unter, aber nicht iiber Quantoren vorkommen.
Dazu verwenden wir die Aquivalenzen V2F = —3z—F und 32F = —Vz—F, wobei F eine
beliebige Formel ist.

F = (Va:ﬁlyl (—|R(:171, y1) VA R(r, f (i, z))) A V1V (—|P(21) V Juwy - R (2, wl)))
Wie bereits besprochen, lassen sich dann die Quantoren einfach nach vorne ziehen:
F =V, 3y Ar V¥V Juy ((ﬂR(J;l, y1) V R(r, f(y, z))) A (—|P(z1) V = R(13, wl))>

Der Algorithmus zum Herstellen der Skolemform auf Folie 334 ist auch induktiv formuliert.
Wir verwenden auch hier wieder einen globalen Ansatz und fiihren alle Ersetzungen der 3
parallel aus.

Vg (<R (v, fy (20)) VRO, (00, Uiy (2),2) A (SP(2) V=R (2, (01,2, 20)) )



