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Aufgabe 1. Seien P und R ein- bzw. zweistellige Relationssymbole und f ein einstelliges
Funktionssymbol. Welche der folgenden Ausdriicke sind prédikatenlogische Formeln?

(a) Fz=P(x) (b) VaVy(R(z,y) = f(R(z,y))) (c) f(z)= f(x)
(d) VndpIgn =p-q (e) 32Vy(P(y) vV ~VaR(z, f(x))) () Plx) (g) f(f(x))

(a) J
(b) Nein. Der Ausdruck R(z,y) ist eine Formel und f(R(z,y)) ist damit keine Formel.
(c) Ja. Siehe Folie 315 zur Konvention bzgl. Gleichheit.
(d) Nein. Das Symbol “ -” ist hier nicht definiert.
(e) J
t) 3
(g) Nein. Der Ausdruck ist nur ein Term.
Aufgabe 2. Gegeben sei F = (Q(x) vV JaVy(P(f(z),y) A Q(a))) V Ve R(z, z, g(x)).
(a) Geben Sie alle Teilformeln und Terme an, die in der Formel F' vorkommen.
(b) Welche dieser Teilformeln sind Aussagen?
(c) Geben Sie fiir jede Variable an, ob sie frei oder gebunden in F' vorkommt.
(d) Geben Sie die Matrix von F' an.
Losung.

(a) Die vorkommenden Terme sind z, f(x), y, a, z und g(z). Die atomaren Teil-
formeln sind Q(z), P(f(z),y), @(a) und R(x,z, g(z)). Die restlichen Teilformeln
sind, neben F' selbst, die folgenden Formeln:

P(f(x),y) AQ(a), Vy(P(f(z),y) AQ(a)), F2Vy(P(f(z),y) A Q(a)),
Q(x) vV Ixvy(P(f(2),y) AQ(a)), VaR(z,z g(x)).

(b) Die Teilformeln Q(a) und 32Vy(P(f(z),y) AQ(a)) sind Aussagen. (Hierbei nehmen
wir an, dass a eine Konstante bezeichnet und, dass z eine Variable bezeichnet.)
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(c) Das 2 in Q(z) und z sind frei, alle anderen Variablen sind gebunden.
(d) Die Matrix von F ist F* = (Q(z) V (P(f(z),y) AN Q(a))) V R(z, 2z, g(x)).

Aufgabe 3. Sei N = (N, Iy) die Struktur mit den Funktionssymbolen + und -, welche
ihre {ibliche Bedeutung haben sollen. Formalisieren Sie die folgenden Eigenschaften durch
pradikatenlogischen Formeln so, dass sie in N ihre iibliche Bedeutung erhalten.

(a) 2=0 (b)x=1 (¢c)z<y (d) zmody=2z2 (e) xist prim
Losung. Wir verwenden die Eigenschaften aus vorherigen Aufgabenteilen in kurzer Form.
yx+y=y) [Quantorenfreie Alternative: x + x = z

=) [Quantorenfreie Alternative: (z-x =2x) A (z + = # )]

(
(&) Vp((w mod p=0) = (p=1)V (p=)) A (> 1)

Aufgabe 4. Gegeben seien ein zweistelliges Funktionssymbol f und ein zweistelliges
Relationssymbol R. Betrachten Sie die folgenden drei Strukturen:

e C=({0,1,2},I¢), wobei f¢(z,y) =z, R®={(0,1),(1,2),(2,0)},
o N'= (N, Ly), wobei f¥(z,y) =a -y, RN ={(x,y) € N* |z <y},
o P = (2 Ip), wobei fP(x,y) =xnNy, R” ={(z,y) €2 x 2V |z C y}.
In welchen der Strukturen gelten jeweils die folgenden Aussagen?
(a) JzvyR(y,z)  (b) Vavy(R(z,y) V Ry, z))
(¢) VavyVavw((R(z,y) A Rz, w)) = R(f(z,2), f(y,w)))
Losung.

(a) Sei mit F' die gegebene Formel bezeichnet. Die zugehorige Aussage besagt, dass es
ein groftes Element beziiglich der Relation R gibt.

e Es gilt C £ F, denn wir finden fiir jedes x ein y, sodass R(y, z) nicht gilt:
Clayoliy/i V= B(y: 2), Clapripyyz) = Ry, @) und Crapyypo) = Ry, @).
e Es gilt N }£ F, denn es gibt keine grofte natiirliche Zahl: Fiir alle n € N gilt
Cla/mlly/m+1) = B(Y, @),
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e Es gilt P = F, denn die natiirlichen Zahlen haben eine grofte Teilmenge:
P/ FE YyR(y, x).

(b) Sei wieder mit F' die gegebene Formel bezeichnet. Die zugehorige Aussage besagt
diesmal, dass die Relation R total ist.

o Es gilt C [~ F, denn es gilt Cpy /o) 0 ¥ (R(x,y) V R(y, x)).
e Esgilt M |= F, denn fiir alle n,m € N gilt Ny /jy/m) = (R(z,y) V R(y, z)).
o Es gilt P [~ F, denn es gilt Pre/toniw/ {131 K (R(x,y) V R(y,x)).

(c) Sei wieder mit F' die gegebene Formel bezeichnet.

e Es gilt C = F: Seien a,b,c,d € {0,1,2} mit (a,b),(b,c) € R°. Dann folgt
wegen f¢(a,c) = a und f€(b,d) = b, dass (f(a,c), f€(b,d)) = (a,b) € RE.

e Esgilt N | F: Fiir a,b,c,d e Nmita<bund c<dgilta-c<b-d.

e Esgilt P F: Fir A, B,C,D CNmit AC Bund C C D gilt ANC C BND.



