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Aufgabe 1. Beweisen Sie die gegebenen Folgerungen fiir beliebige Formeln F' und G.
Entscheiden Sie zudem, ob auch die umgekehrten Folgerungen jeweils richtig sind.

(a) Jz(FV G) E J2F Vv J2G (b) 3x(F AG) = JxF AN J2G
(c) Vz(F — G) E Vo F — V2@

Losung.

(a) Sei A ein Modell fiir 3z(F Vv G). Dann ein existiert a € Uy mit A,/ = F V G.
Somit gilt Apq = F oder A, | G, also A |= 32 F bzw. A |= 3zG. Wir folgern:

A= 3JxF VvV 2G.

Ist umgekehrt A ein Modell fiir 3z F Vv J2G, dann existiert a € Uy mit Apyq = F
oder es existiert a € Uy mit Aj;/q) = G. In beiden Féllen gilt A,/ = F V G, also

A= Jz(FVG).
Die beiden Aussagen sind also logisch dquivalent, d.h. Jz(F vV G) = JzF V J2G.

(b) Sei A ein Modell fiir 3z(F A G). Dann ein existiert a € Uy mit A = F AG.
Somit gilt Ag/q = F und Ap/q) = G, also A |= 3o F und A = J2G. Wir folgern:

A= JxF A J2G.

Umgekehrt betrachten wir die Struktur B mit Uz = {0,1} und der einstelligen
Relation ¢® = {1} C Ug, sowie die Formeln F = op(x) und G = —p(z). Es gilt
dann B |= JoF A 3oG wegen Byhy = F und By, = G. Allerdings existsiert
natiirlich kein a € Ug, fiir das gleichzeitig P (a) und —¢P(a) gilt. Wir erhalten:

Bl 3x(F AG).

(c) Sei A ein Modell fiir Va(F — G). Dann gilt fiir alle @ € Uy stets A jq = F — G.
Gilt nun A/ |= F fiir ein beliebiges a € U4, dann folgt hieraus stets A4 = G.
Falls also A = Va F gilt, dann gilt auch A | V2G. Wir folgern:

A = VaF = VaG.

Um zu sehen, dass die Umkehrung hier nicht gilt, betrachten wir die Struktur B,
sowie die Formeln I und G aus Aufgabenteil (c). Es gilt B, [~ F', also B [= Vo F
und somit B |= Vo F — VaG. Allerdings gilt By, 1) = F — G. Wir erhalten:

B £ Ve(F — G).
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Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass folgende Formeln erfiillbar, aber nicht giiltig sind.

(a) F =Vy3a(f(x)
(b) G = Vavy(f(z)

Y)

fly) = z=y)

(¢) H=3yVa(f(z) = g(x,y)) A Jz(f(r) # g(z, 1))

Losung.

(a) Die Formel F besagt, dass die Funktion f surjektiv ist. Es gilt A = F fir die
Struktur A mit Uy = {0} und f#(z) = 0. Somit ist F erfiillbar. Fiir die Struktur B
mit Ug = {0,1} und f5(x) = 0 gilt hingegen B [~ F'. Also ist F nicht giiltig.

(b) Die Formel G besagt, dass die Funktion f injektiv ist. Fiir die Strukturen A und B
aus Aufgabenteil (a) gilt A = G und B [~ G. Also ist G erfiillbar, aber nicht giiltig.

(¢) Sei A gegeben durch Uy = {0, 1}, sowie f4(z) =z, g**(x,0) = z und g*(z,1) = 0.
Dann gilt Ay, F Yo(f(zr) = g(x,y)) und somit A = JyvVa(f(z) = g(z,y)).
Auferdem gilt A |= 3z(f(x) # g(x, x)) wegen A = (f(x) # g(x, z)). Insgesamt
gilt also A |= H, was zeigt, dass H erfiillbar ist.

Um zu zeigen, dass H nicht giiltig ist, betrachten wir die Struktur B mit Uz = {0},
sowie fB(z) =0 und ¢®(z,y) = 0: Wegen B [~ Jz(f(z) # g(z, 7)) gilt B |~ H.

Aufgabe 3. Entscheiden Sie fiir die folgenden Formeln jeweils, ob diese giiltig sind,
unerfiillbar sind, oder erfiillbar, aber nicht giiltig sind.

(a) F=Vady(P(z) = Py))  (b) G=Va(R(z,y) A f(x) =y)
(¢c) H=VzR(x,x) ANVaxVy(z # y — S(x,y)) AVaVy(S(x,y) — R(x,y)) A =R(a,b)
Losung.
(a) Giiltig. Sei A eine zu F' passende Struktur und sei a € Uy beliebig. Dann gilt
Apzjaly/a) F (P(x) = P(y)), und somit Apq) = Jy(P(z) = P(y)).
Da dies fiie alle a € Uy der Fall ist, konnen wir A |= F' schliefsen.
(b) Erfiillbar, aber nicht giiltig. Sei die Struktur .4 gegeben durch
Us={0}, yv*=0, fA2)=2 und RA=Uy x Uy
Dann gilt A = G. Umgekehrt erhalten wir durch
Us=1{0}, 4°=0, fP(x)=2 und RP=19

eine zu G passende Struktur B mit B = G.



(c) Unerfiillbar. Wir nehmen an, A sei eine zu H passende Struktur mit A = H.
Wegen A = —R(a,b), muss (a?,b*) ¢ R4 gelten. Aus A = VaR(x, ) kénnen wir
schlieRen, dass a™* # bA. Wegen A = VaVy(x # y — S(x,y)) folgt (at,b4) € SA.
Mithilfe von A | VaVy(S(z,y) — R(z,y)) folgt dann aber auch (a?,b4) € RA,
was ein Widerspruch zu (a4, b4) ¢ R4 ist. Also kann A = H nicht gelten.

Aufgabe 4. Geben Sie fiir die folgende Formel F' zunéchst eine dquivalente BPF an,
und tiberfiithren Sie diese dann anschlieffend in Skolemform.

F =V23y(R(z,y) — IrR(r, f(y,2))) AVz=3z(P(z) AVwR(z,w))

Losung. Der Beweis zum Satz auf Folie 329 (Fiir jede Formel gibt es eine dquivalente
Formel in BPF) wurde per Induktion iiber den Formelaufbau gefiihrt. Wir verwenden
hier stattdessen einen globalen Ansatz, um die BPF herzustellen.

e Zunichst benennen wir alle gebundenen Variablen um. FEin einfacher Ansatz ist,
diese durchzunummerieren, also aus x wird xq, x5, usw. Das liefert

F = (Vxﬁlyl (R(z1,y1) = IriR(r1, f(y1, 2))) AVza—3z1 (P(z1) A Vwi R(s, wl))>.

e Als Néachstes ersetzen wir alle syntaktischen Abkiirzungen wie — und <> durch die
Basissyntax, die nur aus A, V und — besteht. Wir erhalten

F= <V$1E|Z/1 (=R(z1,51) V 3 R(r1, f(y1,2))) AVaa=3z (P(21) AV R(x, wl)))-

e Die Quantoren lassen sich nun einfach “iiber A, V und — ziehen”, wobei wir dazu
die Aquivalenzen VxF' = —=dx—F und JzF = —Vax—F verwenden. Das liefert

F =V 3y, Ir VasVz Juw, ((—'R(xl, y1)V R(r1, f(y1, z))) A (—|P(z1) V- R(xg, wl))).

Der Algorithmus zum Herstellen der Skolemform auf Folie 334 ist ebenfalls induktiv
formuliert. Wir verwenden auch hier wieder einen globalen Ansatz, wir fithren also alle
Ersetzungen der existenziellen Quantoren parallel aus. Wir erhalten die Skolemform

(~R(@1, fn (@) V R (1), f(Fn (21), 2) ] |

YV, Va,V
T1VT2VZ1 /\(ﬁP(zl)vﬂR(xz,fwl(Ilal’%Zl)))




