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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das Konfluenzproblem fiir Ersetzungssyste-
me iiber Spurmonoiden, welche auch als Spurersetzungssysteme bekannt sind,
untersucht. Die Untersuchung dieses Problems orientiert sich an drei Klas-
sen von Spurersetzungssystemen: Lingenreduzierende Systeme, monadische
Systeme und léschende Systeme. Fiir jede dieser drei Teilklassen wir das
Konfluenzproblem in Abhéngigkeit von dem zugrundeliegenden Spurmonoid
untersucht. Es wird gezeigt, daf} fiir laingenreduzierende Spurersetzungssy-
steme das Konfluenzproblem unentscheidbar ist, falls das zugrundeliegende
Spurmonoid weder frei noch frei kommutativ ist. Fiir freie Monoide bzw.
frei kommutative Monoide wird sich das Konfluenzproblem als P—vollsténdig
bzw. PSPACE-vollstandig fiir langenreduzierende Systeme erweisen. Fiir die
Klasse der monadischen Systeme werden diese Schranken auf AC! fiir den
Fall eines freien Monoids bzw. NP fiir den Fall eines frei kommutativen Mo-
noids reduziert. Schlieflich wird gezeigt, daf fiir jedes Spurmonoid das Kon-
fluenzproblem fiir 16schende Spurersetzungssysteme in Polynomialzeit gel6st
werden kann. Im letzten Kapitel dieser Arbeit wird ein eingeschrinkter Kon-
fluenzbegriff, den ich («, )-Konfluenz nenne, fiir Spurersetzungssysteme be-
trachtet. Es wird gezeigt, dafl («, §)-Konfluenz fiir Spurersetzungssysteme
entscheidbar ist. Mittels dieses Resultats werden schliefflich mehrere Krite-
rien fiir Spurersetzungssysteme angegeben, welche die Entscheidbarkeit der
Konfluenz implizieren.
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Einleitung

Durch die wachsende Verbreitung von Informationssystemen mit einer grofien
Zahl von nebenldufig operierenden Prozessen in den letzten Jahren hat auch
innerhalb der Theoretischen Informatik das Interesse an formalen Model-
len zur Spezifikation von nebenléufigen Systemen stark zugenommen. Eine
mathematische Untersuchung von nebenldufigen Verhalten innerhalb eines
solchen Modells wird jedoch erst moglich, falls die Modellbeschreibung eines
Prozesses geniigend weit von der realen Prozeflimplementierung abstrahiert.
Ein von vielen formalen Modellen vorgenommener Abstraktionsschritt ist
die Zuordnung einer (endlichen) Menge von atomaren Aktionen zu einem
Prozef}, welche die Menge aller von diesem Prozef) ausfiihrbaren Aktionen
darstellt. Zusétzlich zu der Angabe von atomaren Aktionen muf jedoch fest-
gelegt werden, (i) welche Abfolgen von Aktionen ein Prozefl ausfiihren kann
und (ii) welche Aktionen parallel ausgefiihrt werden konnen. Hierin unter-
scheiden sich existierende formale Modelle hiufig sehr stark. Eine sehr einfa-
che Losung dieser zwei Aufgaben besteht darin, (i) die Menge aller moglichen
Aktionsfolgen, die ein Prozefl ausfiihren kann, explizit oder implizit mittels
eines geeigneten Formalismus (wie z.B. endliche Automaten) anzugeben und
(ii) explizit anzugeben, welche Aktionen parallel ausgefiihrt werden koénnen.
Dieser Ansatz wird innerhalb der Theorie der Mazurkiewicz—Spuren gewahlt.

Der Begriff einer Spur wurde 1977 von A. Mazurkiewicz in die Informatik
eingefiihrt [Maz77]. Ausgangspunkt ist ein Alphabet ¥ von atomaren Aktio-
nen und eine irreflexive und symmetrische Relation I C ¥ x ¥, welche als Un-
abhingigkeitsrelation bezeichnet wird. Zwei Aktionen @ und b stehen in der
Relation 7, falls a und b parallel ausgefiihrt werden kénnen. Dies erklart die
Forderung an I, symmetrisch zu sein. Die Irreflexivitit von I bedeutet, dafl
eine Aktion a nicht parallel zu sich selbst ausgefiihrt werden kann. Z.B. soll-
ten zwei Schreibzugriffe auf die gleiche Speicherzelle nicht parallel ausfiihrbar
sein. Ein Ablauf eines Prozesses ist nun einfach ein endliches Wort iiber dem
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Alphabet . Solch ein Wort kann als die zeitliche Abfolge von Aktionen, die
ein externer Beobachter des Prozesses sieht, betrachtet werden. Verschiedene
Woérter iiber X sollten jedoch nicht notwendigerweise auch als verschiedene
Prozelabldufe angesehen werden. Dies sei an einem Beispiel erlautert. Gelte
etwa X = {a,b,c} und sei (a,b) € I, d.-h. a und b sind zwei Aktionen, die
parallel ablaufen konnen. Angenommen ein externer Beobachter eines Pro-
zesses notiert die Aktionsfolge adabc, d.h. der Beobachter notiert die Aktion
a direkt gefolgt von der Aktion b. Da jedoch die Aktionen a und b parallel
ausgefiihrt werden kénnen und somit in keiner kausalen Abhéngigkeit stehen,
hétte der Beobachter ebensogut die Folge adbac sehen konnen. Die Worter
acabc und acbac sollten somit den gleichen Prozeflablauf bezeichnen. Allge-
meiner sollten je zwei Worter sabt und sbat mit s,¢ € ¥* und (a,b) € I den
gleichen ProzeBablauf bezeichnen. Da die Eigenschaft, den gleichen Prozef3-
ablauf zu bezeichnen, offensichtlich eine Aquivalenzrelation sein sollte, wird
schlieBlich eine Relation =; als die kleinste Aquivalenzrelation auf der Menge
¥* aller endlichen Worter iiber X, die alle Paare (sabt, sbat) mit s, € ¥* und
(a,b) € I enthilt, definiert. Ein ProzeBablauf wird dann schliefllich mit einer
Aquivalenzklasse beziiglich der Relation =; identifiziert. Solch eine Aquiva-
lenzklasse wird auch als Mazurkiewicz—Spur, oder kurz Spur, bezeichnet. Da,
wie leicht zu sehen ist, die Relation =; auf der Menge »* eine Kongruenz-
relation beziiglich der Konkatenation von Wértern ist, kann auf der Menge
aller Spuren eine (assoziative) Konkatenationsoperation reprisentantenweise
definiert werden, welche die Menge aller Spuren zu einem Monoid macht.
Dieses Monoid wird als das Spurmonoid M(3, I') bezeichnet. Die Konkatena-
tion von Spuren kann als die sequentielle Komposition von ProzeBabldaufen
betrachtet werden. Ist die Unabhéngigkeitsrelation I die leere Relation, so ist
das Spurmonoid M(X, I) offensichtlich gleich dem freien Monoid aller endli-
chen Worter iiber .. Sind andererseits alle paarweise verschiedenen Symbole
unabhéngig, so entspricht M(X, I) dem frei kommutativen Monoid iiber X.
In diesem Fall ist nur noch die Anzahl der Vorkommen der verschiedenen
Symbole in einer Spur von Bedeutung. Somit kénnen Spuren als Vektoren
iiber den natiirlichen Zahlen reprisentiert werden, und die Konkatenation
von Spuren entspricht der komponentenweisen Addition von Vektoren.

Das im letzten Abschnitt erlduterte Modell der Mazurkiewicz—Spuren
zeichnet sich insbesondere durch seinen hohen Abstraktionsgrad und seine
mathematische Fundiertheit aus. Bei den zur Beschreibung des Modells ver-
wendeten Begriffen (Worter, Aquivalenzklassen, Monoide) handelt es sich
um mathematisch wohlvertraute Begriffe und Strukturen. In der Tat wurde
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sogar der Begriff des Spurmonoids schon 1969 von Cartier und Foata [CF69|
unter dem Begriff des frei partiell kommutativen Monoids in die Kombina-
torik eingefiihrt. Jedoch nicht nur innerhalb der Theorie der nebenldufigen
Systeme und der Kombinatorik sind Spuren ein Forschungsgegenstand. Da
der Begriff des Spurmonoids eine Verallgemeinerung des Begriffs des frei-
en Monoids darstellt, liegt es nahe, Untersuchungen iiber freie Monoide auf
Spurmonoide auszudehnen. Als Beispiele hierfiir seien etwa die Betrachtun-
gen zu erkennbaren und rationalen Spursprachen (Kapitel 6 in [DR95]), Spur-
gleichungen [Dub86b, Mat97, DMM97, Die97] und Spurersetzungssystemen
[Die87, Die90b| genannt.

Unter einem Spurersetzungssystem versteht man eine zumeist endliche
Menge R von Regeln, deren linke und rechte Seiten aus Spuren bestehen.
Eine solche Menge definiert eine Einschrittersetzungsrelation wie folgt: Eine
Spur s kann durch einen Ersetzungsschritt in eine Spur ¢ iiberfiihrt wer-
den, kurz s — t, falls Faktorisierungen (beziiglich der Konkatenation von
Spuren) s = ufv und t = wrv der Spuren s und t existieren, und £ — r
eine Regel aus R ist. Fiir den Fall des freien Monoids erhilt man so den
Begriff des Semi—Thue Systems, welcher 1914 von A. Thue eingefiihrt wurde
[Thul4] und die Grundlage der formalen Sprachtheorie darstellt. Die Biicher
[Jan88] und [BO93] geben einen guten Einblick in die reichhaltige Theorie
der Semi-Thue Systeme. Aber auch fiir den zum freien Monoid entgegenge-
setzten Fall des frei kommutativen Monoids verallgemeinern Spurersetzungs-
systeme ein in der Theoretischen Informatik vertrautes Modell, ndmlich den
Begriff des Vektorersetzungssystems. Vektorersetzungssysteme sind wieder-
um dquivalent zu Petri-Netzen [Rei85], welche eines der dltesten und am
weitesten verbreitetesten Modelle zur Spezifikation nebenldufigen Verhaltens
sind. Jedoch auch innerhalb des oben skizzierten Ansatzes der Beschreibung
von nebenldufigen Prozessen durch Spuren, kénnen Spurersetzungssysteme
sinnvoll eingesetzt werden. Eine der Hauptanwendungen von Ersetzungssy-
stemen im allgemeinen ist das Losen von Wortproblemen iiber Objekten un-
terschiedlicher Art. Die Grundidee ist, Gleichungen zwischen verschiedenen
Objekten durch Orientieren der Gleichungen in Ersetzungsregeln umzuwan-
deln, und die Gleichheit von zwei Objekten modulo der angegebenen Glei-
chungen durch schrittweise Anwendung der so erhaltenen Ersetzungsregeln
zu beweisen. Im Kontext der Mazurkiewicz—Spuren reprisentieren Gleichun-
gen zwischen Spuren Paare von ProzeBabldufen, die als identisch betrachtet
werden sollten, z.B. weil ihre Anwendung auf einen Anfangszustand stets den
gleichen Endzustand produziert.
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Das im letzten Abschnitt erlduterte allgemeine Prinzip des Orientierens
von Gleichungen und der schrittweisen Anwendung von Ersetzungsregeln zur
Losung von Wortproblemen birgt natiirlich in der beschriebenen allgemei-
nen Form einige Probleme in sich. Zum einen scheint nicht klar zu sein,
wie die gegebenen Gleichungen orientiert werden miissen. Auflerdem kann
die schrittweise Anwendung von Regeln in Endlosschleifen oder Sackgassen
fiihren. Um Probleme dieser Art auszuschlieSen wurden spezielle Eigenschaf-
ten von Ersetzungssystemen eingefiihrt. Die wohl zwei wichtigsten dieser
Eigenschaften sind Termination und Konfluenz. Wir erldutern diese Eigen-
schaften im folgenden kurz fiir Spurersetzungssysteme, fiir andere Typen von
Ersetzungssystemen sind diese Eigenschaften jedoch vollig analog definiert.
Ein Spurersetzungssystem heifit terminierend, falls keine unendliche Kette
Sy —R 81 —R Sy —x -+ von Ersetzungsschritten existiert. Ein terminieren-
des System wird héufig auch als Noethersch bezeichnet. Ein Spurersetzungs-
system heif3t konfluent, wenn fiir alle Spuren s, t und u mit der Eigenschaft,
dal ¢ und w durch endlich viele Ersetzungsschritte aus s abgeleitet werden
kénnen, eine Spur v existiert, in welche ¢ und w durch endlich viele Er-
setzungsschritte transformiert werden konnen. Es ist bekannt, daf fiir ein
terminierendes und konfluentes Spurersetzungssystem R das Wortproblem,
d.h. die Frage, ob zwei Spuren s und ¢t durch Anwendung aller Gleichungen
der Form £ = r, wobei £ — r eine Regel aus R ist, effektiv entscheidbar ist.
Ungliicklicherweise ist aber bereits fiir Semi—Thue Systeme sowohl die Ter-
mination als auch die Konfluenz im allgemeinen unentscheidbar. Beschrankt
man sich jedoch auf terminierende Semi—Thue Systeme, so wird Konfluenz
entscheidbar, siehe etwa [BO81]. Dieses positive Resultat iibertrégt sich je-
doch nicht auf Spurersetzungssysteme. Narendran und Otto haben in [NO88|
ein Unabhéngigkeitsalphabet (X, /) mit der Eigenschaft angegeben, dafl es
unentscheidbar ist, ob ein lingenreduzierendes Spurersetzungssystem iiber
M(3, I) konfluent ist. Ein Spurersetzungssystem ist lingenreduzierend, falls
fiir jede Regel die linke Seite echt mehr Symbole als die rechte Seite enthélt.
Ein solches Spurersetzungssystem ist natiirlich terminierend.

Das positive Resultat aus [BO81] sowie das negative Resultat aus [NO88]
motivieren Untersuchungen zur genaueren Lokalisierung der Grenze zwischen
Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit des Konfluenzproblems fiir Spur-
ersetzungssysteme. Untersuchungen dieser Art sind der Hauptgegenstand
der vorliegenden Arbeit. Wir beschlielen diese Einleitung mit einem kurzen
Uberblick iiber diese Arbeit.

In Kapitel 1 werden kurz einige grundlegende Begriffe eingefiihrt. Kapi-
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tel 2 prisentiert einige fiir die Spurtheorie wichtige Resultate, wie etwa das
Projektionslemma, Levis Lemma fiir Spuren und grundlegende Aussagen zu
erkennbaren Spursprachen. Auflerdem wird der fiir Spurersetzungssysteme
zentrale Begriff des kritischen Paares eingefiihrt sowie Kodierungen zwischen
Spurersetzungssystemen betrachtet. Kapitel 3 beschéftigt sich mit lingenre-
duzierenden Spurersetzungssystemen. Zunéchst werden lingenreduzierende
Semi-Thue Systeme und Vektorersetzungssysteme untersucht. Es wird ge-
zeigt, dafl das Konfluenzproblem P-vollstindig fiir langenreduzierende Semi—
Thue Systeme bzw. PSPACE-vollstandig fiir langenreduzierende Vektorer-
setzungssysteme ist. Ist andererseits das zugrundeliegende Spurmonoid weder
frei noch frei kommutativ, so wird sich das Konfluenzproblem als unentscheid-
bar fiir lingenreduzierende Systeme erweisen. Dieses Resultat verschérft das
oben erwidhnte Resultat von Narendran und Otto. Da auflerdem Spurmo-
noide iiber einem drei—elementigen Unabhéngigkeitsalphabet existieren, die
weder frei noch frei kommutativ sind, l6st dieses Resultat die Frage nach der
minimalen Anzahl von Symbolen, fiir die das Konfluenzproblem fiir lingen-
reduzierende Systeme unentscheidbar ist, sieche [Die90b], S. 117, und [BD95],
Problem 6. In Kapitel 4 werden wir uns gegeniiber dem lingenreduzierenden
Fall weiter auf sogenannte monadische Systeme einschrinken. Ein ldngen-
reduzierendes Spurersetzungssystem heifit monadisch, falls jede rechte Seite
aus hochstens einem Symbol besteht. Es wird sich zeigen, daf fiir monadi-
sche Semi-Thue Systeme das Konfluenzproblem in der parallelen Komple-
xititsklasse AC' enthalten ist und sich somit effizient parallelisieren 1i8t.
Aufgrund der oben erwidhnten P—Vollstdndigkeit ist es wahrscheinlich, daf
das Konfluenzproblem fiir lingenreduzierende Semi-Thue Systeme im Ge-
gensatz hierzu inhérent sequentiell ist. Auch fiir Vektorersetzungssysteme
verringert sich die Komplexitét des Konfluenzproblems beim Ubergang vom
langenreduzierenden Fall zum monadischen Fall. Genauer wird in Abschnitt
4.2 gezeigt, dafl Konfluenz fiir monadische Vektorersetzungssysteme in NP
entschieden werden kann. Die Frage, ob Konfluenz fiir allgemeine monadische
Spurersetzungssysteme entscheidbar ist, konnte jedoch in dieser Arbeit nicht
beantwortet werden. Schliefilich untersuchen wir in Kapitel 5 die noch stirker
eingeschrinkte Klasse der l6schenden Spurersetzungssysteme. Ein langenre-
duzierendes Spurersetzungssystem heifit 16schend, falls alle rechten Seiten
leer sind'. Wir werden zeigen, daf fiir ein beliebiges Spurmonoid M in Poly-
nomialzeit entschieden werden kann, ob ein loschendes Spurersetzungssystem

'Lschende Systeme sind im Englischen unter dem Begriff , special systems“ bekannt.



14 INHALTSVERZEICHNIS

iiber M konfluent ist. Im letzten Kapitel 6 dieser Arbeit werden wir einen
eingeschrinkten Konfluenzbegriff, den wir (o, 3)-Konfluenz (wobei o und /3
feste natiirliche Zahlen sind) nennen, untersuchen. Ein Spurersetzungssystem
nennen wir («, 3)—konfluent, falls folgendes gilt: Kénnen Spuren ¢ und u von
einer gemeinsamen Spur s durch hochstens « viele Ersetzungsschritte erreicht
werden, so muf} eine Spur v existieren, welche von ¢ und w durch héchstens 3
viele Ersetzungsschritte erreicht werden kann. Das Hauptresultat von Kapitel
6 ist, das («, 8)-Konfluenz fiir beliebige Spurmonoide entscheidbar ist. Dieses
Resultat wird sich als Spezialfall eines Resultats iiber die Entscheidbarkeit
eines Fragments der logischen Theorie 1. Ordnung der Einschrittersetzungsre-
lation —%, wobei R ein Spurersetzungssystem ist, ergeben. In Abschnitt 6.3
werden wir die Entscheidbarkeit der (¢, 5)-Konfluenz ausnutzen, um mehrere
(entscheidbare) Kriterien fiir Spurersetzungssysteme anzugeben, welche die
Entscheidbarkeit der Konfluenz implizieren. Die Frage, ob die volle logische
Theorie 1. Ordnung der Einschrittersetzungsrelation —% entscheidbar ist,
bleibt in dieser Arbeit leider ungelost. Wir beschlieflen diese Arbeit mit eini-
gen Bemerkungen zu dieser offenen Frage. Zusammenfassend mochte ich die
folgenden drei Resultate als die Hauptresultate meiner Arbeit hervorheben.

e Konfluenz fiir lingenreduzierende Spurersetzungssysteme ist entscheid-
bar genau dann, wenn das zugrundeliegende Spurmonoid frei oder frei
kommutativ ist.

e Konfluenz fiir l16schende Spurersetzungssysteme ist entscheidbar.

e (a, 3)-Konfluenz ist entscheidbar fiir Spurersetzungssysteme.



Kapitel 1

Praliminarien

Wir werden in diesem Kapitel die fiir diese Arbeit bendtigten Begriffe, No-
tationen und Definitionen einfiihren. Nach der Vorstellung von allgemeinen
Begriffen und Notationen wird kurz auf abstrakte Reduktionssysteme und
Boolesche Schaltkreise eingegangen. Daran anschliefend wird der zentrale
Begriff des Spurmonoids eingefiihrt. Aufbauend auf diesen Begriff werden
Spurersetzungssysteme eingefiihrt.

1.1 Allgemeine Begriffe und Notationen

Mit N bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen {0, 1,2, ... }. Den Lo-
garithmus von n zur Basis zwei bezeichnen wir mit Id (n). Sei A eine beliebige
Menge. Die Potenzmenge von A wird mit 24 bezeichnet. Die Identititsrelati-
on {(a,a) | a € A} auf der Menge A wird mit Id4 bezeichnet. Ist RC Ax A
eine bindre Relation auf der Menge A, so benutzen wir meistens die Infix-
schreibweise fiir R, d.h. anstatt (a,b) € R schreiben wir ¢ Rb. Sind R und
S binire Relationen auf der Menge A, so ist die Komposition Ro S von R
und S definiert durch Ro S = {(a,b) € Ax A|3dc € A:aRec, cSb}. Fiir
n € N ist die n—fache Komposition R™ von R wie folgt induktiv definiert:
(i) R® = Id4 und (ii) R"™! = R" o R. Der transitive Abschluff R™ von R ist
definiert durch R = J,5, R". Der reflexive und transitive Abschlufi R* von
R ist definiert durch R* = |J,,, R'. SchlieBlich sei R<" = |JI_, R".

Ein Alphabet ist eine beliebige Menge, deren Elemente auch als Symbole
bezeichnet werden. Sei ¥ ein Alphabet. Die Menge aller endlichen Wérter
iiber ¥ wird mit X* bezeichnet. Das leere Wort wird mit 1 bezeichnet. Die

15
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Menge X*\{1} aller nicht-leeren endlichen Worter iiber ¥ wird mit X be-
zeichnet. Die Konkatenation zweier Worter s,t € ¥* wird mit st bezeichnet.
Da die Konkatenation von Wortern eine assoziative Operation ist, bildet
>* mit der Konkatenation von Wértern ein Monoid, dessen neutrales Ele-
ment das leere Wort 1 ist. Dieses Monoid ist das freie Monoid tiber ¥ und
wird ebenfalls mit ¥* bezeichnet. Fiir I' C X ist der Monoidmorphismus
7p @ X* — I'* definiert durch (i) 7r(a) = a falls ¢ € T und (ii) 7p(a) = 1
falls @ ¢ I'. Die Lénge eines Wortes s € ¥* wird mit |s| bezeichnet. Die An-
zahl der Vorkommen des Symbols a € ¥ in dem Wort s € ¥* wird mit |s],
bezeichnet. Fiir n € N definieren wir X" = {s € ¥* | |s| = n}. Die Menge
aller Symbole aus ¥, die in dem Wort s € ¥* vorkommen, wird mit alph(s)
bezeichnet, d.h. alph(s) = {a € X | |s|, > 0}. Gilt s = tu fiir t,u € ¥*, so ist
t ein Prdfiz von s und u ein Suffiz von s. Gilt zusétzlich u # 1 (bzw. t # 1),
so ist ¢ (bzw. u) ein echter Prifix (bzw. Suffix) von s.

Sei auf dem endlichen Alphabet ¥ eine lineare Ordnung ay,ay, ... ,a,
fixiert. Ein kommutatives Wort iiber X ist ein Wort der Form aj'ay’ - - -ain,
wobei i1, ... , 4, € Ngilt. Insbesondere gilt 1 = a?---al und |a}* - - - a®r | = i1+

-+ -+1,. Die Menge aller kommutativen Wérter iiber ¥ ist ¥®. Die Konkatena-
tion zweier kommutativer Wérter @’ - - - a’» und af - - - afr ist o’ 77 - - - gintin,
Zusammen mit dem leeren Wort als neutrales Element und der Konkatenati-
on von kommutativen Wortern bildet ¥® ein kommutatives Monoid. Dieses
Monoid ist das frei kommutative Monoid iiber ¥ und wird ebenfalls mit X%
bezeichnet. Offensichtlich ist das Monoid £ isomorph zu N*! mit der kom-
ponentenweisen Addition von Vektoren iiber N, wobei der Isomorphismus
das kommutative Wort @’ - - - a’» auf den Vektor (i1,... ,4,) € N=I abbildet.

Unter einem Graphen verstehen wir in dieser Arbeit stets einen ungerich-
teten endlichen Graphen ohne Schlingen und Mehrfachkanten, d.h. ein Graph
ist ein Paar G = (V, E) wobei V eine endliche Menge von Knoten ist, und
E C V xV eine irreflexive und symmetrische Relation ist, deren Elemente die
Kanten des Graphen sind. Fiir W C V bezeichnet G[W] = (W, EN(W xW))
den durch W induzierten Teilgraphen von G.

Unter einer deterministischen Turing-Maschine M verstehen wir in die-
ser Arbeit stets ein Tupel (Q, %, 0, d, go, ¢7), wobei @ die endliche Zustands-
menge ist, X das endliche Bandalphabet ist, [ € X das Leersymbol ist,
d:Q\{gr} x X — Q x X x {L, R} die totale Ubergangsfunktion ist, ¢ € Q
der Anfangszustand ist, und ¢y € @) der eindeutige Endzustand ist. Die Sym-
bole L und R zeigen an, ob sich der Schreib/Lesekopf nach links oder rechts
bewegt. Uberginge einer solchen Maschine sind wie iiblich definiert. Eine Ein-
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gabe fiir M ist ein Wort aus (X\{J})*. Die Zellen des beidseitig—unendlichen
Schreib/Lesebands von M seien mit den ganzen Zahlen Z indiziert. In der zur
Eingabe aga; - - -a,_1 € (X\{J})* gehorenden Anfangskonfiguration enthilt
Zelle 7 das Symbol q; fiir i € {0,... ,n—1}, alle anderen Zellen enthalten das
Leersymbol O, der Schreib/Lesekopf befindet sich in Zelle 0, und die Maschi-
ne befindet sich im Anfangszustand go. Die Maschine M hilt genau dann
auf der Eingabe w, wenn sie von der zu w gehdrenden Anfangskonfigurati-
on nach endlich vielen Schritten den eindeutigen Endzustand g erreicht. Die
Kodierung einer deterministischen Turing—Maschine als bindres Wort hat die
Liange Q(|Q] - |X]- (1d(|Q]) + 1d(|X2]))), was der Grofe der bindren Kodierung
der Ubergangsfunktion § entspricht.

1.2 Abstrakte Reduktionssysteme

Im folgenden werden kurz einige Begriffe und Fakten zu abstrakten Reduk-
tionssystemen genannt, siehe [Klo90] fiir mehr Details. Sei A eine beliebige
Menge und — C A X A eine binére Relation. Das Paar (A, —) wird dann auch
als abstraktes Reduktionssystem bezeichnet. Die Relation — heif3t terminie-
rend aufa € A, falls keine unendlich Kette der Forma = a; — a2 — a3 — - - -
in A existiert. Die Relation — heifit terminierend, falls — auf jedem a € A
terminierend ist. Ein Element a € A heif3t irreduzibel beziiglich —, falls kein
b € A mit a — b existiert. Ein b € A ist eine Normalform von a € A, falls
a —* b gilt, und b irreduzibel beziiglich — ist. Ein Paar (a,b) € A x A heifit
konfluent (beziiglich —), falls ein ¢ € A mit @ —* ¢ und b —* ¢ existiert.
Wir sagen, dafl — auf a € A konfluent ist, falls fiir alle b,c € A mit a —=* b
und ¢ —* c ein d € A existiert mit b —* d und ¢ —* d. Die Relation — heif}t
konfluent, falls — auf allen a € A konfluent ist. Die Relation — heif3t lokal
konfluent, falls fir alle a,b,c € A mit @ — b und ¢ — ¢ ein d € A existiert
mit b —* d und ¢ —* d. Offensichtlich ist jede konfluente Relation auch lokal
konfluent. Die umgekehrte Implikation ist jedoch falsch. Beschréinkt man sich
jedoch auf terminierende Relationen, so gilt das folgende Resultat, welches
allgemein als Newmans Lemma bekannt ist [New43].

Lemma 1.2.1. Ist die Relation — terminierend, so ist — konfluent genau
dann, wenn — lokal konfluent ist.

Im Gegensatz zu den oben eingefiihrten Begriffen sind nach dem Kenntnis-
stand des Autors die folgenden Begriffe nicht bereits an anderer Stelle defi-



18 KAPITEL 1. PRALIMINARIEN

niert worden. Seien «, § > 0 zwei natiirliche Zahlen. Ein Paar (a,b) € A x A
heifit a—konfluent (beziiglich —), falls ein ¢ € A mit a -<® c und b - ¢
existiert. Die Relation — heifit («, 3)—konfluent, falls fiir alle a,b,c € A mit
a == bund a =% c ein d € A existiert mit b == d und ¢ —=° d.
Eine (a, §)-konfluente Relation ist offensichtlich auch lokal konfluent sowie
(7, ()-konfluent fiir alle 0 < v < « und ¢ > . Eine (1, §)-konfluente Re-
lation nennen wir auch kurz G—konfluent. Eine 1-konfluente Relation wird
iiblicherweise auch als stark konfluent bezeichnet. Es ist bekannt, daf} eine
stark konfluente Relation auch konfluent ist [New43]. Das folgende Lemma
verallgemeinert diese Tatsache.

Lemma 1.2.2. Existiert ein @ > 0 so, dafl — («a, a)—konfluent ist, so ist —
konfluent.

Beweis. Sei — (a, a)—konfluent fiir ein « > 0. Dann ist die Relation —=¢
stark konfluent und damit auch konfluent. Gelte nun ¢ —* b und a —* c.
Dann gilt natiirlich auch a (—5%)*b und a (—<%)*c. Da die Relation —=<¢
konfluent ist, existiert ein d € A mit b (—=%)*d und ¢ (—5%)*d, d.h. es gilt
b —* d und ¢ —* d. Also ist — konfluent. O

1.3 Boolesche Schaltkreise

Wir setzen im folgenden voraus, dafl der Leser mit den Komplexititsklassen
L (deterministischer logarithmischer Platz), NL (nichtdeterministischer loga-
rithmischer Platz), P (deterministische polynomielle Zeit), NP (nichtdetermi-
nistische polynomielle Zeit) und PSPACE (polynomieller Platz) grob vertraut
ist, siehe z.B. [Pap94]. In diesem Abschnitt fiithren wir kurz einige Grund-
begriffe aus der Schaltkreiskomplexitétstheorie ein, siehe z.B. [BS90]. Wir
betrachten in dieser Arbeit Boolesche Schaltkreise, die aus UND—, ODER-
und NICHT-Gattern aufgebaut sind. Solch ein Boolescher Schaltkreis mit 7
Eingéngen, die linear angeordnet seien, und genau einem Ausgang akzeptiert
eine endliche Sprache L C {a, b}" auf offensichtliche Weise, wobei ¢ und b den
Wahrheitswerten wahr und falsch entsprechen. Sei F = {C,, | n € N} eine
Familie von Booleschen Schaltkreisen, wobei C,, eine Teilmenge von {a, b}"
akzeptiert. Wir sagen, dafl F uniform ist, falls sich die Funktion n — C),
in deterministischen logarithmischen Platz berechnen l&8t. Dies impliziert
insbesondere, daf ein Polynom p(n) existiert so, daf§ C, aus maximal p(n)
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vielen Gattern besteht. Fiir £ € N bezeichnet man mit AC* die Menge al-
ler Sprachen L C {a,b}*, fiir die eine uniforme Familie {C,, | n € N} von
Booleschen Schaltkreisen mit den folgenden drei Eigenschaften existiert: (i)
Es existiert eine Konstante ¢ > 0 so, daf§ die Tiefe von C,, (die Lénge des
lingsten Pfades in C,) durch c-ld*(n) beschriinkt ist. (ii) Der Eingangsgrad
jedes UND- bzw. ODER-Gatters ist unbeschrinkt!. (iii) C, akzeptiert die
Sprache {a, b}" N L. Die Klasse NCF fiir £ > 1 ist auf analoge Weise definiert,
nur das der Eingangsgrad eines jeden Gatters hochstens zwei sein darf. Wir
definieren NC = J,, NC*. Die Probleme in NC werden auch als diejenigen
Probleme betrachtet, die sich effizient parallelisieren lassen. Da ein UND-
bzw. ODER-Gatter mit m Eingingen durch einen Baum aus UND- bzw.
ODER-Gattern mit Eingangsgrad 2, welcher die Hohe Id(m) hat, ersetzt
werden kann, ergibt sich die folgende Hierarchie:

AC°CNC'CAC'!CNC?C---CNCCP

AuBerdem ist noch AC® C NC' bekannt. Fiir die restlichen Inklusionen der
obigen Hierarchie ist die Echtheit eine offene Frage. Insbesondere ist es nicht
bekannt, ob NC = P gilt. Es wird allgemein vermutet, da} NC C P gilt.
Indem Schaltkreise mit mehr als nur einem Ausgang erlaubt werden, ist es
méglich, Klassen von Funktionen, welche den Klassen ACF, NC* und NC
entsprechen, zu definieren. Wir verzichten auf eine formale Definition und
sagen z.B. einfach, da eine bestimmte Funktion in AC* berechnet werden
kann. Insbesondere werden wir an einigen Stellen dieser Arbeit Reduktio-
nen zwischen Entscheidungsproblemen benutzten, die sich in AC® berechnen
lassen. Solche Reduktionsfunktionen lassen sich dann insbesondere in deter-
ministischen logarithmischen Platz berechnen. Genauer ist schon jede in NC*
berechenbare Funktion in deterministischen logarithmischen Platz berechen-
bar, siehe z.B. [Pap94|, S. 395. Falls die Vermutung NC C P zutrifft, so
bedeutet dies, dafl kein unter NC—Reduktionen P—vollstindiges Problem in
NC enthalten sein kann, d.h. solche Probleme wiren inhérent sequentiell.

1.4 Spurmonoide

Ein Unabhdngigkeitsalphabet ist ein Paar (X, I'), wobei X ein endliches Alpha-
bet ist, und I C ¥ X X eine irreflexive und symmetrische binére Relation ist,

!Da jedoch die Anzahl der Gatter in C,, durch ein Polynom p(n) beschrénkt ist, kann
das gleiche auch fiir den Eingangsgrad eines jeden Gatters angenommen werden.
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die auch als Unabhdingigkeitsrelation bezeichnet wird. Ein Unabhéngigkeits-
alphabet ist also ein Graph, und wird auch als solcher in Graphiken darge-
stellt. Das Komplement (3 x ¥)\I der Unabhingigkeitsrelation I wird auch
als Abhdngigkeitsrelation bezeichnet. Sie ist eine reflexive und symmetrische
Relation. Das Paar (X, (X x X)\I) wird auch als Abhdingigkeitsalphabet be-
zeichnet. Ist (X, I) ein Unabhéngigkeitsalphabet, so wird die kleinste Kongru-
enzrelation auf der Menge YX*, welche die Relation {(ab,ba) | a I b} enthilt,
mit =; bezeichnet. Da I symmetrisch ist, ist =; der reflexive und transitive
Abschlufi der Relation {(sabt, sbat) | s,t € ¥*,aIb}. Fiir s € X* bezeichnen
wir mit [s]; = {t € =* | s =; t} die Aquivalenzklasse beziiglich =;, welche s
enthilt. Eine solche Aquivalenzklasse bezeichnen wir auch als eine Spur. Gilt
[s]r = {s} fiir ein Wort s € ¥*, was z.B. fiir s € {1}UX der Fall ist, so identi-
fizieren wir die Spur [s]; mit dem Wort s. Die Menge aller Spuren bezeichnen
wir mit M(X, 1) = {[s]; | s € £*}. Da =; eine Kongruenzrelation auf ¥* ist,
kann die Konkatenation zweier Spuren [s|; und [t]; als [st]; definiert werden.
Die Menge M(X, ) aller Spuren bildet mit der Konkatenation von Spuren
und der leeren Spur [1]; = {1} als neutrales Element das von (X, I) erzeugte
Spurmonoid, welches wir ebenfalls mit M(3, ) bezeichnen. Das Spurmonoid
M(3, I) ist also das Quotientenmonoid ¥*/=;. Da fiir alle Worter s,t € ¥*
aus s =y t die Identitdten |s| = |¢|, |s|, = |t|o und alph(s) = alph(t) folgen,
kénnen wir [[s];| = |s], |[s]r|a = |s]s und alph([s];) = alph(s) definieren. Wir
werden im weiteren die folgenden Konventionen verwenden. Zur Bezeichnung
von Wortern iber einem Alphabet benutzen wir die eventuell indizierten
Buchstaben s, ¢, u, v und w. Zur Bezeichnung von Spuren benutzen wir
eventuell indizierte fettgedruckte Kleinbuchstaben. Die Unabhéngigkeitsre-
lation I kann wie folgt auf die Menge M(3, I) erweitert werden: w I v falls
alph(u) x alph(v) C I. Offensichtlich gilt 17w fiir jede Spur w. Eine Spur
u € M(X,]) heifit zusammenhingend, falls keine Faktorisierung der Form
u = vw mit v # 1 # w und v w existiert. Eine Menge L C M(X, )
von Spuren heiffit zusammenhingend, falls jede Spur in L zusammenhéngend
ist. Die Konkatenation LyLy zweier Mengen Ly, Ly C M(X, I) ist definiert
als LiLy = {ujus | w1 € Li,us € Lo}. Die Kleenesche Hiille L* von
L C M(X, 1) ist die Menge L* = {ujus---u, | n € Nyuq,... ,u, € L}.
Fiir ein w € M(X, I) ist min(u) = {a € ¥ | Is € ¥* : u = [as];} die Menge
aller minimalen Symbole von u und maz(u) = {a € ¥ | Is € X* : u = [sa];}
die Menge aller mazimalen Symbole von u.
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Beispiel 1.4.1. Wir betrachten das Unabhéingigkeitsalphabet

(3,1) = ({a, b, ¢, d, e}, {(a, d), (d, a), (b, ¢), (¢,0), (a; €), (e, a), (b, €), (e, b)}),

welches als Graph dargestellt der folgenden Kette entspricht:

d-a-e—ph—c

Das entsprechende Abhéngigkeitsalphabet wird durch den folgenden Gra-
phen veranschaulicht, wobei die Schleifen der Form (x,z) fiir x € ¥ wegge-

lassen wurden:

€
/N

LQ—O

|
b

Sei u = [adbcedcb]r. In M(X, I) gilt dann

u = {adbcedcb, dabcedch, adcbedch, dacbedcb, adbcedbe, dabeedbe, adcbedbe,
dacbedbc, adcebdch, dacebdceb, adcebdbe, dacebdbe}.

Die Spur w ist zusammenhéngend. Auflerdem gilt alph(u) = X, |u| = 8§,
min(u) = {a,d} und maz(u) = {b, c}.

Im folgenden sei (X, I) ein Unabhiingigkeitsalphabet. Gilt I = (X xX)\ Idy;, so
ist M(3, I) isomorph zu dem frei kommutativen Monoid 3 iiber X, welches
wiederum isomorph zu N ist. Ist etwa a1, as... ,a, eine beliebige lineare
Ordnung auf ¥, so ist dieser Isomorphismus durch u +— a‘f"‘” ‘e a'# an defi-
niert, und wir identifizieren dieses kommutative Wort mit der Spur w. Gilt
andererseits I = (), so ist M(X, I) isomorph zum freien Monoid X*.

1.5 Spurersetzungssysteme

Ein Spurersetzungssystem, kurz SES, {iber dem Spurmonoid M(X, I) ist eine
endliche Teilmenge von M(X, I) x M(X, ). Spurersetzungssyteme bezeichnen
wir mit den eventuell indizierten Buchstaben R und P. Im folgenden sei R
ein SES iiber dem Spurmonoid M(X, 7). Elemente von R werden auch als
Spurersetzungsregeln, oder kurz Regeln, iiber M(X, I') bezeichnet. Eine Regel
(£,7) € R wird auch mit £ — r bezeichnet. Wir definieren die Menge dom(R)
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aller linken Seiten von R durch dom(R) = {£€ | Ir € M(X,]) : (£,7) €
R}. Die Menge ran(R) aller rechten Seiten von R ist analog definiert durch
ran(R) = {r | e M(X,I) : (£,7) € R}. Sei ¢ = (€,7) € R eine Regel. Die
Relation — ist definiert durch

—c={(s,t) e M(Z, 1) x M(3,]) | Bu,v e M(X%, ) : 8 = ubv,t = urv}.

Die Einschrittersetzungsrelation —5 ist definiert durch —% = UCeR —.. Der
reflexive, transitive und symmetrische Abschlufl der Relation —% wird mit
++% bezeichnet. Dies ist die kleinste Kongruenzrelation auf der Menge ¥*,
welche alle Paare in R enthélt. Ist 7 = (), d.h. M(X, I) ~ ¥*, so wird R auch
als ein Semi—Thue System iiber ¥ bezeichnet. Eine detailierte Behandlung
von Semi-Thue Systemen findet sich in [Jan88] und [BO93|. Gilt andererseits
I = (Ex2)\Idy, d.h. M(Z,I) ~ 9 ~ N*! so wird R auch als ein Vektorer-
setzungssystem iiber ¥ bezeichnet. Das SES R heifit terminierend (konfluent,
lokal konfluent, («, #)-konfluent), falls die Relation —% terminierend (konflu-
ent, lokal konfluent, («, #)-konfluent) ist. Das SES R ist ldngenreduzierend,
falls |£| > |r| fiir alle (€,7) € R gilt. Ein lingenreduzierendes SES ist offen-
sichtlich terminierend. Das SES R ist monadisch, falls ran(R) C {1} UX gilt,
und R ldngenreduzierend ist. Das SES R ist ldschend, falls ran(R) = {1}
und 1 ¢ dom(R) gilt?. Die Menge aller beziiglich —5 irreduziblen Spuren
wird mit IRR(R) bezeichnet. Eine Spur v ist eine Normalform der Spur
beziiglich R, falls v eine Normalform von u beziiglich —5 ist.

In dieser Arbeit betrachten wir unter anderem Algorithmen, die als Einga-
be ein SES erhalten. Da wir die Komplexitét dieser Algorithmen analysieren
wollen, ist es notwendig, die Grifie des SES R zu definieren. Ein Wort s iiber
einem mindestens zweielementigen Alphabet benétigt im allgemeinen |s| vie-
le Bits zu seiner Kodierung. Dies gilt natiirlich auch fiir Spuren aus M(X, I),
falls mindestens zwei Symbole aus 3 abhéingig sind, da dann M(X, ) das
freie Monoid {a,b}* als Untermonoid enthilt. Dies motiviert die folgende
Definition. Ist I # (X x X)\Idy, d.h. ist R kein Vektorersetzungssystem, so
definieren wir die Grofle |R|| von R durch

IRI="Y_ (|el+ 7).
(Lr)ER

Ist andererseits R ein Vektorersetzungssystem, d.h. gilt I = (X x X)\Idy
und M(X, 1) ~ X% so ist diese GroBendefinition nicht mehr angebracht,

2Lschende Systeme sind im Englischen unter dem Begriff , special systems® bekannt.
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da in diesem Fall eine bindre Kodierung der linken und rechten Seiten der
Regeln moglich ist. Fiir eine natiirliche Zahl n sei bit(n) = |Id (n)] + 1 falls
n > 0 und bit(0) = 1, d.h. bit(n) ist die Linge der Binidrkodierung von n.
Fiir ein kommutatives Wort s = af'a5? -+ - ak» sei bit(s) = 1 bit(k;). Fiir
ein Vektorersetzungssystem R definieren wir schliefflich die Gréfie [R| von

R durch

IR| = ) (bit(e) + bit(r)).

(Lr)eER

Die folgende Aufzéhlung gibt einige bekannte Entscheidbarkeitsresultate und
Komplexitétsresultate fiir Spurersetzungssysteme wieder.

(1) Es ist unentscheidbar, ob ein beliebiges Semi—Thue System terminie-
rend [HL78], konfluent [BO84| bzw. lokal konfluent [BO84] ist.

(2) Es ist entscheidbar, ob ein terminierendes Semi—Thue System konfluent
ist, siehe etwa [BO8I].

(3) Fiir ein lingenreduzierendes Semi—Thue System R kann in Zeit O(|R|?)
entschieden werden, ob R konfluent ist [KKMN85].

(4) Es ist entscheidbar, ob ein Vektorersetzungssystem terminierend, kon-
fluent [VRLI8] bzw. lokal konfluent ist. Das Konfluenzproblem fiir Vek-
torersetzungssysteme ist iiberdies EXPSPACE-hart [VRL9S].

(5) Es existiert ein Spurmonoid M(X, I) so, daf§ es unentscheidbar ist, ob
ein lingenreduzierendes SES iiber M(3, ) konfluent ist [NOS8S].

Die in (1) zusammengefafiten Unentscheidbarkeitsresultate resultieren aus
der Fahigkeit von Semi—Thue Systemen, Turing-Maschinen zu simulieren.
Hierzu ist lediglich ein zweielementiges Alphabet notwendig. Aussage (2)
beruht auf der Tatsache, daf fiir ein Semi-Thue System R endlich viele so-
genannte kritische Paare existieren (siehe Abschnitt 2.4), und R genau dann
lokal konfluent ist, falls alle kritischen Paare konfluent sind [NB72]. Ist nun
R terminierend, so kann offensichtlich entschieden werden, ob ein gegebenes
Paar konfluent beziiglich —% ist. Ist also R terminierend, so kann effek-
tiv entschieden werden, ob R lokal konfluent ist (und damit nach Newmans
Lemma auch, ob R konfluent ist). Wird nur die Termination von R vor-
ausgesetzt, so ist es jedoch nicht moglich, eine Schranke fiir die Lingen der
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zusammenfiihrenden Ableitungen fiir ein gegebenes kritisches Paar anzuge-
ben. Betrachtet man jedoch ein lingenreduzierendes Semi—Thue System, so
existiert eine solche Schranke natiirlich. Eine genauere Analyse des in [BO81]
angegebenen Entscheidungsverfahrens fiir das Konfluenzproblem fiihrt in die-
sem Fall zu der in (3) angegebenen Komplexitéit. Die Entscheidbarkeit der
Termination fiir Vektorersetzungssysteme scheint ein Folkloreresultat zu sein,
welches sehr einfach unter Zuhilfenahme von Dicksons Lemma [Dic13] bewie-
sen werden kann. Die Entscheidbarkeit der Konfluenz fiir Vektorersetzungs-
systeme wurde in [VRLI8| durch eine Reduktion auf das sogenannte Home
Space Problem fiir Vektorersetzungssysteme bewiesen. Dessen Entscheidbar-
keit wurde wiederum in [EJ89] durch eine Reduktion auf das Erreichbar-
keitsproblem fiir Vektorersetzungssysteme, welches bekanntlich entscheidbar
ist [May84], sieche auch [Ko0s82], bewiesen. Die Entscheidbarkeit der lokalen
Konfluenz fiir Vektorersetzungssysteme kann durch eine direkte Reduktion
auf das Erreichbarkeitsproblem fiir Vektorersetzungssysteme recht einfach
bewiesen werden. Aussage (5) mag angesichts der Entscheidbarkeitsresultate
in (3) und (4) iiberraschend sein. Aussage (5) impliziert insbesondere, daf}
es fiir ein SES im Gegensatz zu Semi—Thue Systemen im allgemeinen keine
sinnvoll definierte endliche Menge von kritischen Paaren gibt.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist eine genauere Analyse des Konfluenzpro-
blems fiir Spurersetzungssysteme. Wir definieren hierzu die folgenden Ent-
scheidungsprobleme:

e KOLR(M(X, 1)) ist das folgende Entscheidungsproblem:
EINGABE: Ein lingenreduzierendes SES R iiber M(X, I).
FRAGE: Ist R konfluent?

e KOMO(M(X, I)) ist das folgende Entscheidungsproblem:
EINGABE: Ein monadisches SES R iiber M(X, I).
FRAGE: Ist R konfluent?

e KOLO(M(X, I)) ist das folgende Entscheidungsproblem:
EINGABE: Ein loschendes SES R iiber M(X, I).
FRAGE: Ist R konfluent?

e Fiir natiirliche Zahlen «, 5 > 0 ist KO, s(M(X, I)) das folgende Ent-
scheidungsproblem:
EINGABE: Ein SES R iiber M(X, I).
FRAGE: Ist R (a, §)-konfluent?



1.5. SPURERSETZUNGSSYSTEME 25

Fiir Vektorersetzungssysteme definieren wir schlieflich noch die folgenden
drei Entscheidungsprobleme:

e KOLRV ist das folgende Entscheidungsproblem:
EINGABE: Ein lingenreduzierendes Vektorersetzungssystem (iiber ei-

nem beliebigen Alphabet)
FRAGE: Ist R konfluent?

e KOMOV ist das folgende Entscheidungsproblem:
EINGABE: Ein monadisches Vektorersetzungssystem (iiber einem be-
liebigen Alphabet).
FRAGE: Ist R konfluent?

e KOLOV ist das folgende Entscheidungsproblem:
EINGABE: Ein loschendes Vektorersetzungssystem (iiber einem belie-
bigen Alphabet).
FRAGE: Ist R konfluent?

Schliefflich definieren wir noch das uniforme Wortproblem fiir eine Klasse C
von Spurersetzungssystemen iiber einem Spurmonoid M(X, I) als das folgen-
de Entscheidungsproblem:

EINGABE: Ein R € C und Spuren s,t € M(3, ).

FRAGE: Gilt s <% t?
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Kapitel 2

Vorbereitende Lemmata

In diesem Kapitel werden wir einige wichtige Resultate iiber Spuren und
Spurersetzungssysteme auffiihren, die in dieser Arbeit hiufig benutzt wer-
den. Es wird die Reprisentation von Spuren durch Tupel von Wortern vor-
gestellt, das fiir diese Arbeit zentrale Levis Lemma fiir Spuren erldutert,
und ein kurzer Einblick in erkennbare Spursprachen gegeben. Im zweiten
Teil dieses Kapitels werden einige fiir diese Arbeit wichtige Lemmata iiber
Spurersetzungssysteme bewiesen. Wir werden den wichtigen Begriff des kriti-
schen Paares fiir Spurersetzungssysteme einfiihren und Kodierungen zwischen
Spurersetzungssystemen behandeln.

2.1 Rekonstruierbare Tupel

Die Reprisentation einer Spur als eine Aquivalenzklasse von Wortern ist
hiufig recht unhandlich, da solche Aquivalenzklassen recht viele Worter ent-
halten konnen, siehe etwa Beispiel 1.4.1. In diesem Abschnitt wird eine al-
ternative Repréasentation von Spuren durch Tupel von Wortern vorgestellt.
Diese Reprisentation hat auch den Vorteil, dafi Techniken fiir Worter auf
Spuren angewendet werden kénnen. Wieder sei (3,I) ein beliebiges Un-
abhingigkeitsalphabet. Mit D werde die Abh#ngigkeitsrelation (X x X)\I
bezeichnet. Ist I' C 3, so ist das Spurmonoid M(I', I N (I' x I')) ein Un-
termonoid des Spurmonoids M(X, 7). Wir koénnen in diesem Fall den Mo-
noidmorphismus 7 : X* — I['* auch als einen Monoidmorphismus von
M(X,I) nach M(I',I N (' x I')) betrachten. Eine Cliqueniberdeckung des
Abhéngigkeitsalphabets (3, D) ist eine Folge C = (X4,...,3,) von nicht—

27
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leeren Alphabeten mit den folgenden zwei Eigenschaften: (i) ¥ = (J;_, %
und (ii) D = U, %; x %;. Offensichtlich besitzt jedes Abhéngigkeitsal-
phabet eine Uberdeckung durch Cliquen mit hochstens zwei Elementen. Sei
C = (X4,...,%,) eine Cliqueniiberdeckung von (3, D). Natiirlich kénnen
wir annehmen, dafl keine Clique Teilmenge einer anderen Clique ist. Die-
se Annahme wird im weiteren stets implizit gemacht. Wir benutzen dann
auch die Abkiirzung m; = 7y, fiir die Projektion auf die i-te Clique. Schlief}-
lich definieren wir den Monoidmorphismus 7¢ : M(X, 1) — [];_; £} durch

w(m(u),. .., m(u)), wobei die Konkatenation von Tupeln aus [[}_, 37
komponentenweise definiert ist. Die folgende Aussage ist auch als Projekti-
onslemma fiir Spuren bekannt [CP85].

Lemma 2.1.1. Sei C = (¥4,...,%,) eine Cliqueniiberdeckung von (X, D).
Dann ist der Monoidmorphismus 7¢ : M(X, I) — []_, X7 injektiv.

Insbesondere ist M(X, I) isomorph zu seinem Bild 7¢(M(X,I)) unter mc.
Tupel aus der Menge m¢(M(X, 1)) werden auch als rekonstruierbare Tupel
bezeichnet [CM85]. Ein Tupel (si,...,s,) € [[;_, Xf ist also genau dann
rekonstruierbar, wenn eine Spur u € M(X, I) existiert mit m;(u) = s; fiir
allei € {1,...,n}. Sind (sy,...,s,) und (¢1,...,%,) rekonstruierbar, so ist
natiirlich auch (sit1, ... , syt,) rekonstruierbar. Aulerdem gilt 7;(s;) = m;(s;)
fiir alle 4,7 € {1,...,n}. Diese Bedingung ist jedoch nicht hinreichend fiir
die Rekonstruierbarkeit von (si,... ,s,), siche Beispiel 2.1.3. Es gilt jedoch
das folgende Lemma, siehe [Dub86b], Proposition 1.6.(ii).

Lemma 2.1.2. Seiu € M(X, ), undseiC = (X4, ... ,%,) eine Cliqueniiber-
deckung des Abhéngigkeitsalphabets (X, D). Fiir alle i € {1,...,n} sei
mi(u) = s;t; eine Faktorisierung von 7;(w). Dann gilt m;(s;) = m;(s;) fiir
alle 4,5 € {1,...,n} genau dann, wenn (sy,...,s,) und (¢,...,%,) rekon-
struierbar sind.

Insbesondere existiert nicht fiir jede Folge von Faktorisierungen 7;(u) = s;t;
(1 < i < n) eine Faktorisierung 4 = vw mit m;(v) = s; und m;(w) = ¢; fiir
alle i € {1,...,n}. SchlieBlich sei noch angemerkt, dafi der Monoidmorphis-
mus 7¢ surjektiv ist, falls die Cliquen X; (7 € {1,... ,n}) paarweise disjunkt
sind. In diesem Fall bildet also {X1,... ,X,} eine Partition des Alphabets X,
es gilt I = J,,; ¥ x X, und M(X, I) ist isomorph zu dem direkten Produks
[T, X von freien Monoiden. Wir identifizieren dann eine Spur u € M(X, I)
mit dem Worttupel (m(w), ... ,m,(u)).
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Beispiel 2.1.3. Sei (X, ) das Unabhingigkeitsalphabet aus Beispiel 1.4.1.
Dann ist C = ({a,b},{b,d},{c,d,e},{a,c}) eine Cliqueniiberdeckung des
Abhéngigkeitsalphabets (3, (X x X)\I). Sei u = [adbcedcb];. Es gilt dann
me(u) = (abb, dbdb, dcedc, acc), und dieses Tupel ist somit rekonstruierbar.
Die Faktorisierung mc(u) = (ab, db, d, a) (b, db, cede, cc) erfiillt die Bedingung
aus Lemma 2.1.2. In der Tat gilt w = [adb|;[cedcb];, mc([adb]r) = (ab, db, d, a)
und 7¢([cedeb;) = (b, db, cede, cc). Das Tupel (s1, S92, s3,84) = (ab, bd, de, ca)
ist andererseits nicht rekonstruierbar, obwohl 7;(s;) = m;(s;) fiir alle ¢,j €
{1,2,3,4} gilt.

2.2 Levis Lemma fiir Spuren

Eine der zentralen Aussagen iiber Spurmonoide ist das folgende Lemma,
welches auch als Levis Lemma fiir Spuren bekannt ist [CP85].

Lemma 2.2.1. Seien s,t,u,v € M(X, I). Es gilt st = uv genau dann, wenn
Spuren w, x, y und z existieren mit s = wy, u = wx, t = xz, v = yz und
xly.

Die folgende Verallgemeinerung von Levis Lemma kann leicht durch eine
Induktion unter Benutzung von Levis Lemma gezeigt werden, siehe [CP85],
Korollar 1.4, fiir den Fall m = 2.

Lemma 2.2.2. Seien uq,..., Uy, v1,...,0, € M(Z,I). Es gilt
u1u2...um :'Ul'vg“"vn

genau dann, wenn Spuren w;; € M(3,I) (i € {1,... ,m}, j € {1,...,n})
existieren mit

(1) U = W;1W;2° Wiy fiir alle 7 € {1, - ,m},
(2) vj = wy jwy; - - Wy, fiiralle j € {1,... ,n} und
(3) wijlwy,fallsl1 <i<k<mund1<I<j<n

Die Situation aus dem obigen Lemma kann durch ein Diagramm der folgen-
den Art veranschaulicht werden, wobei m = 5,n = 4 gilt. Die i—te Spalte
entspricht hierbei u,;, die j-te Zeile entspricht v;, und das Rechteck, welches
aus dem Schnitt der i—ten Spalte mit der j—ten Zeile entsteht, entspricht der
Spur w; ;. Schliefflich gilt w; ; I wy,, falls sich w; ; links oberhalb von wy
befindet.
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Vy || W14 | Wo4 | W34 | Wyy | W54
V3 | W13 | W23 | W33 | Wy3 | W53
Vo || W12 | Woo | W32 | Wa2 | W52
UV || W11 | Wo | W31 | Wy | W5

[ wr [ ue [ us [ [ ous |

2.3 Erkennbare Spursprachen

Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung in das Gebiet der erkennbaren Spurspra-
chen sei der Leser an Kapitel 6 in [DR95] verwiesen. Im folgenden sei M ein
beliebiges Monoid. Ein M—Automat ist ein Tripel A = (Q, h, F'), wobei @ ein
endliches Monoid ist, h : M — @ ein Monoidmorphismus ist, und F C @)
gilt. Der M—Automat A erkennt die Menge L(A) = h '(F). Eine Menge
L C M ist erkennbar, falls ein M—Automat A mit L = L(A) existiert. Die
Menge aller erkennbaren Teilmengen von M wird mit REC(M) bezeichnet.
Fiir ein genaueres Studium erkennbarer Mengen in allgemeinen Monoiden
sei der Leser an [Eil74] und [Ber79] verwiesen. Im Falle des Spurmonoids
M(X, I) werden die Mengen in REC(M(X, I)) auch als erkennbare Spurspra-
chen bezeichnet. Die Menge REC(X*) ist bekanntlich gleich der Menge aller
reguldren Sprachen iiber dem Alphabet . Ist A = (@, h, F') ein M(3, I)-
Automat, so ist der Monoidmorphismus 4 eindeutig durch die Werte h(a) fiir
a € Y bestimmt. Also kénnen wir A als ein endliches Objekt betrachten. Die
folgenden zwei Lemmata sind bekannt, siehe z.B. Kapitel 6 in [DR95].

Lemma 2.3.1. Die folgenden Abschlufleigenschaften gelten:
(1) REC(M) ist abgeschlossen unter Booleschen Operationen.

(2) REC(M(X,I)) ist effektiv abgeschlossen unter Booleschen Operatio-
nen und Konkatenation, d.h. fiir gegebene M(X, I)-Automaten .4 und
B kénnnen M(X, I)-Automaten, welche die Sprachen M(X, I)\L(.A),
L(A) N L(B), L(A) U L(B) und L(A)L(B) erkennen, effektiv konstru-

iert werden.

(3) Ist A C M(X, ) endlich, so gilt A € REC(M(X,I)), und ein M(X, I)-
Automat, welcher A erkennt, kann effektiv konstruiert werden.

(4) Ist I' C X, so gilt {u € M(X,I) | alph(u) C '} € REC(M(%, 1)),
und ein M(X, I)-Automat, welcher diese Sprache erkennt, kann effektiv
konstruiert werden.
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Gilt jedoch I # 0, so ist REC(M(X, I)) nicht unter dem Kleeneschen Hiillen-
operator abgeschlossen. Fiir a I'b ist etwa {[ab];}* = {[a"b"]; | n € N} nicht
erkennbar [DR95], S. 172.

Lemma 2.3.2. Das folgende Problem ist entscheidbar:
EINGABE: Ein M(X, I)-Automat (Q, h, F).
FRAGE: Gilt L(A) = 07

Das folgende Lemma findet sich auch in [Dub86a], Theorem 4.1.

Lemma 2.3.3. Essei (X4,...,%,) eine Cliqueniiberdeckung des Abhéingig-
keitsalphabets (X, D). Sei weiter L; € REC(X;) fiir alles € {1,... ,n}. Dann
gilt L ={u e M(Z,I) | \mi(u) € L;} € RECM(Z, I)).
i=1

Beweis. Fiir alle i € {1,... ,n} sei A; = (Q;, by, Fi) ein L -Automat mit
Li = L(A), dh. L; = hy'(F). Sei Q = [[", @i, und sei F = [[, F..
Der Monoidmorphismus A : M(3,7) — @ sei definiert durch h(u) =
(hi(mi(w)), ..., ho(m,(w))) fiir alle w € M(X,I). Wir behaupten, daf8 der
M(X, I)-Automat (Q,h, F) die Sprache L erkennt. Es gilt u € h™'(F) ge-
nau dann, wenn (hy(mi(w)),... ,h,(m(u))) € [, Fi genau dann, wenn
mi(u) € hy'(F;) = L; fiir alle i € {1,... ,n} genau dann, wenn w € L. [

Das folgende Resultat von Ochmarnski [Och85] ist eine der zentralen Aussagen
iiber erkennbare Spursprachen.

Satz 2.3.4. Die Menge REC(M(X, I)) ist die (beziiglich Inklusion) kleinste
Menge £ C 2M>D mit den folgenden Eigenschaften:

e Ist L C M(X, ) endlich, so gilt L € L.
e Aus Ll,LQ el fOlgt Liuly,e Lund LiL, € L.

e Gilt L € £, und ist L zusammenhingend, so gilt auch L* € L.

2.4 Kritische Paare

Fiir allgemeine Spurersetzungssysteme konnen iiberraschende Phénomene
auftreten, die fiir Semi—Thue Systeme nicht auftreten konnen. Eines dieser
Phénomene betrifft disjunkte linke Seiten. Sei R ein Semi-Thue System iiber
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dem Alphabet ¥, und seien (4y,79), (¢1,71) € R zwei Regeln. Angenommen
das Wort s € ¥* enthélt zwei disjunkte Vorkommen von /3 und /¢;. Dann
148t sich s faktorisieren als s = t¢yufiv. Durch Anwendung der beiden Re-
geln erhalten wir die beiden Wérter trouf,v und t¢yur,v. Diese beiden Worter
kénnen natiirlich durch Anwendung der jeweils anderen Regel in das Wort
trouriv transformiert werden. Dieser triviale Sachverhalt gilt nun fiir Spur-
ersetzungssysteme im allgemeinen nicht mehr. Die Anwendung einer Regel
£y — 7ro kann ein Vorkommen einer linken Seite £, welches disjunkt von dem
ersetzten Vorkommen von £ ist, zerstoren, wie das folgende Beispiel zeigt'.

Beispiel 2.4.1. Sei M = M({q,b,c},{(a,c),(c,a)}), und sei R; das SES
Ri1 = {¢ — b,aa — 1} iiber M. In der Spur [caa]; = [aca|; existieren
eindeutig bestimmte disjunkte Vorkommen der linken Seiten ¢ und aa. Es
gilt jedoch [acal; — R, aba und [aca]; = [caal; — R, ¢, und das Paar (aba, c)
ist nicht konfluent beziiglich —%,.

Ein zweites Beispiel ist das Ein—Regel SES R, = {[ac|; — b} iiber dem
gleichen Spurmonoid. Sei w = [aacc];. Numerieren wir in [aacc]; die unter-
schiedlichen Vorkommen von ¢ und ¢ in der Form [a;asc;¢o]; durch, so erkennt
man, daf} in u vier verschiedene Vorkommen der linken Seite [ac]; existieren.
Es gilt jedoch [ajas¢160]1 =R, a1bcy und [ara9c1co)r = [cra162a0]1 — R, c1bas,
und wieder ist das Paar (abc, cba) nicht konfluent beziiglich —x,.

Im folgenden geben wir eine Klasse von Spurersetzungssystemen an, fiir die
das obige Phénomen nicht auftreten kann. Wir definieren hierzu die folgende
technische Eigenschaft (A).

Ein SES R iiber M(3, I) erfiillt die Bedingung (A), falls gilt:
(A1) Fiir alle (€,7) € R und alle a € ¥ mit a I £ gilt ar = ra.

(A2) Fiir alle (£y,70), (€1,71) € R und alle Faktorisierungen £y = poqo,
£, = piqy mit p; # 1 # g; fiir i € {0,1}, po I p; und go I g; gilt:
Es existieren Faktorisierungen rq = soty, 71 = s1t; so, daf fiir alle
a€ X und € {0,1} gilt:
Aus a I p; folgt a I s;, und aus a I q; folgt aIt;.

'Wir verzichten auf die offensichtliche formale Definition eines Vorkommens einer Spur
in einer anderen Spur.
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Es ist zu beachten, dafl ein SES R, welches eine Regel der Form 1 — r
mit  # 1 enthilt, nur dann die Bedingung (A1) erfiillt, falls ar = ra fiir
alle a € X gilt. Es ist leicht zu sehen, dafl dies wiederum genau dann erfiillt
ist, wenn aus b € alph(r) und a # b schon alb folgt. Das SES R, aus
Beispiel 2.4.1 erfiillt die Bedingung (A1) fiir die Regel ¢ — b nicht: Es gilt
alcund [ab]; # [ba];. Andererseits erfiillt R, die Bedingung (A2). Das SES
R, aus dem gleichen Beispiel erfiillt die Bedingung (A1), aber es verletzt die
Bedingung (A2): Wihlen wir z.B. pg = a, go = ¢, p1 = ¢ und ¢; = q, so gilt
Po I p1 und go I ;. Sei spty eine Faktorisierung der rechten Seite . Es mufl
entweder sy = b oder t; = b gelten. Im ersten Fall gilt ¢ I py, aber es gilt nicht
cI sy. Im zweiten Fall gilt a I gy, aber es gilt nicht a I t,. Andererseits ist es
z.B. trivial, daf jedes l6schende SES die Bedingung (A) erfiillt. Ein Semi-
Thue System R iiber einem mindestens zweielementigen Alphabet erfiillt
offensichtlich genau dann die Bedingung (A), wenn keine Regel der Form
1 — r mit r # 1 in R existiert. Insbesondere erfiillt jedes lingenreduzierende
Semi-Thue System die Bedingung (A). Die Bedeutung von Bedingung (A)
liegt im folgenden technischen Lemma.

Lemma 2.4.2. Sei R ein SES iiber M(X, I), welches die Bedingung (A)
erfiillt. Seien wq, w; € M(3, I) und (poqo, 7o), (P191,71) € R, wobei gilt:

polp, qolqi, wolwi, wolpiqo, wilpoq:.
Dann ist das Paar (p;wirowoqi, powoeriwiqo) 1-konfluent beziiglich —x.

Beweis. Wir untersuchen zuerst den Fall, dafl po = 1 gilt. Es muf} also ge-
zeigt werden, dafl das Paar (pyw;rywoq;, wor;wiq) 1-konfluent ist. Wegen
Pogo = qo —r To gilt werywiqq - wer;wiry. Wir behaupten, dafl auch
Prw ToWwoq; —r woriwirTy gilt. Da R die Bedingung (A1) erfiillt, folgt aus
woq1 I qo und (g, 79) € R, daBl rowoq1 = woqimo gilt. Also ergibt sich

DPi1wiToWweq: = P1wi1WoqiTo (da ToWwoq: = wolh?“o)
= wop1q1Ww1iTo (da wol wi, wo I p, und w; I‘h)

—R WeT1W1Ty.

Eine dhnliche Argumentation ist moglich, wenn eine der Spuren qq, p; oder
q; leer ist. Im folgenden koénnen wir also annehmen, dafl p; # 1 # gq; fiir
i € {0,1} gilt. Aus Bedingung (A2) folgt, dal es Faktorisierungen 7y = s¢t
und r; = s1t; gibt so, daf fiir alle @ € ¥ und i € {0, 1} gilt: a I p; impliziert
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al s; und a I q; impliziert a I t;. Insbesondere mufl p; I sq, w1 I sy, po ! s1,
wol sy, qilty, wolty, qolt;, wilt; gelten. AuBerdem gilt s; I sy wegen
p1 1 sy, sowie t, Ity wegen qq I ty. Insgesamt erhalten wir somit

P1w Tywoq1 = PrwiSotowoqi = SywoP1qiwity —r

Sowpstiw ity = sywiSetowot;

sowie powor1wi1qy = PowoSitiwiqgy = S1wW1PeGowots —r S1wiSetowot;.
O

Wie schon in Abschnitt 1.5 angedeutet, existiert fiir jedes Semi—Thue Sy-
stem R eine endliche Menge von sogenannten kritischen Paaren mit der Ei-
genschaft, dal R genau dann lokal konfluent ist, wenn alle kritischen Paare
konfluent sind. Diese kritischen Paare resultieren aus iiberlappenden linken
Seiten von Regeln. In [Die90a], siehe auch [Die90b] S. 120, wurde der Be-
griff des kritischen Paares auf Spurersetzungssysteme verallgemeinert. Mit
der dort eingefiihrten Definition wird jedoch jedem SES eine im allgemeinen
unendliche Menge von kritischen Paaren zugeordnet. Dies ist jedoch keine
Unzulinglichkeit der in [Die90a] angegebenen Definition, sondern eine prin-
zipielle Einschrankung, da wie bereits in Abschnitt 1.5 bemerkt wurde, Spur-
monoide existieren, fiir die Konfluenz bereits fiir lingenreduzierende Spur-
ersetzungssysteme unentscheidbar ist. In diesem Abschnitt geben wir eine
geringfiigig von [Die90a] abweichende Definition eines kritischen Paares an.
Im Gegensatz zu [Die90a] lassen sich die hier eingefiihrten kritischen Paare
nur fiir Spurersetzungssysteme, welche die Bedingung (A) erfiillen, zur Uber-
priifung der Konfluenz einsetzen. Diese Einschrankung ist aus den konkreten
Anwendungssituationen in den spiteren Kapiteln dieser Arbeit motiviert. Je-
doch fithrt auch die im folgenden angegebene Definition im allgemeinen auf
eine unendliche Menge von kritischen Paaren.

Definition 2.4.3. Sei R ein SES iiber M(X, I). Die Menge CS(R) aller kri-
tischen Situationen von R ist die Menge aller Tripel (#¢,¢,t1), welche die
folgenden Eigenschaften erfiillen: Es existieren Regeln (£y,7), (€1,71) € R
und sieben Spuren p;, q;, w; (i € {0,1}) und s # 1 mit:

(1) £o = posqo, £ =pisq,

(2) polp, qlq, wolw,, slwyw:, wolqyp:, w:lIpq
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(3) Fiir i € {0,1} existiert kein a € min(w;) mit a I p;, und es existiert
kein b € maz(w;) mit b1q; ;.

(4) t = pywi1PosSqowoq: = pOwOPISQIwIQOa2
ty = prwiToyweqi, T = poworiwiqo

Wir sagen, daf diese kritische Situation von den Regeln (£y, 7o) und (£, 1)
erzeugt wird. Die Menge CP(R) aller kritischen Paare von R ist definiert
als CP(R) = {(to,t1) | 3t : (to,t,t;) € CS(R)}. Die Menge CT(R) aller
kritischen Spuren von R ist CT(R) = {t | Fto, t1 : (to,t,t1) € CS(R)}.

Das folgende Lemma entspricht Theorem 3.3 aus [Die90a].

Lemma 2.4.4. Sei R ein SES iiber M(X, I), welches die Bedingung (A)
erfiillt. Dann ist R lokal konfluent (bzw. a—konfluent) genau dann, wenn alle
Paare in CP(R) konfluent (bzw. a—konfluent) sind.

Beweis. Sei R ein SES iiber M(X, ), welches die Bedingung (A) erfiillt.
Offensichtlich gilt ¢ —% to und t —5 t; fiir alle (ty,t,¢t;) € CS(R). Dies
beweist bereits eine Richtung des Lemmas. Zum Beweis der anderen Richtung
nehmen wir an, daf§ alle Paare in CP(R) konfluent (bzw. a~konfluent) sind
und betrachten drei Spuren ¢, t; und ¢t; mit ¢ - ¢, und t —5 t;. Wir
miissen zeigen, dafl das Paar (%o, ¢;) konfluent (bzw. akonfluent) ist.

Zunéchst miissen Regeln (£, ), (€1,71) € R und Spuren ug, w1, vg, v1 €
M(Z,]) mit t = ’U,Oeo’vo = ulﬁl'vl, t() = UgTroVyo und t1 = U1r1v; existie-
ren. Lemma 2.2.2 angewandt auf die Identitit uo€ove = u1€,v; ergibt neun
Spuren p;, g;, w;,y; (i € {0,1}) und s mit

o 0, =p;sq;, u;=yYp1_iwi_;, v;=w;q1;y1 (€{0,1}),
e polp, qlq, wolw;, slwywi;, wolpiqy, wilpoqi,

siehe auch das folgende Diagramm:

V1 || W1 | qGo | Y1
£ | p1 | s | @
Ui || Yo | Po | Wo

[ wo | & [ o]

2Es ist zu beachten, daf$ die Gleichheit der zwei fiir ¢ angegebenen Faktorisierungen
aus den in Punkt (1) aufgelisteten Unabhéngigkeiten folgt.
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Wir miissen zeigen, dafl das Paar

(UOT’O’UO, U17'1’U1) = (yoplwlrowoqul, yopow0T1w1CI0y1) (2-1)

konfluent (bzw. a—konfluent) ist. Hierfiir geniigt es zu zeigen, daf} das Paar

(Prw1Towoq1, PoweT1W14qo) (2.2)

konfluent (bzw. a—konfluent) ist, denn die Konfluenz (a-Konfluenz) des Paa-
res in (2.2) impliziert die Konfluenz (a—Konfluenz) des Paares in (2.1). Gilt
s = 1, d.h. £ = p;q; fiir i € {0,1}, so ist das Paar (2.2) wegen Lemma
2.4.2 1-konfluent. Sei nun s # 1. Wir zeigen, daf fiir alle wg, w; € M(X, ])
mit wo [ wy, s wow;, wo I p1qo und w I pyq; das Paar in (2.2) konfluent
(bzw. a—konfluent) ist. Dies beweisen wir durch eine Induktion iiber |wow|:

Zunéchst behandeln wir den Fall, daf§ kein a € min(w;) mit a I p; und
kein b € maz(w;) mit b1 q,_; fiir i € {0,1} existiert, welcher auch den Fall
|lwow; | = 0 einschlieBt. Dann liegt das Paar in (2.2) in CP(R) und ist damit
konfluent (a—konfluent).

Wir kénnen nun 0.B.d.A. annehmen, daf} z.B. wy = aw und a I py fiir ein
a € X gilt3. Aus wy I sqy und £y = pysqp folgt a I £;. Da R die Bedingung
(A1) erfiillt folgt ary = roa. Daher gilt pyw rjawq, = apywrowgq; und
Poawriwiqy = apowri;wiqy- Da w mindestens die gleichen Unabhéngigkei-
ten wie wg = aw erfiillt, folgt aus der Induktionshypothese, dafl das Paar
(prwiTowqy, powriwiqo) konfluent (a—konfluent) ist. Dann ist aber auch
das Paar (ap;wirowq;, apowriw;qg) konfluent (a—konfluent). a

Ist also R ein terminierendes SES, welches die Bedingung (A) erfiillt, so
geniigt es zur Uberpriifung der Konfluenz von R alle kritischen Paare auf
Konfluenz zu iiberpriifen. Sei (¢o, ¢, ¢;) eine kritische Situation von R. Da R
terminierend ist, konnen wir eine (beliebige) Normalform w; von ¢; berech-
nen. Gilt uwg = wuy, so ist das kritische Paar (¢, ¢;) natiirlich konfluent. Gilt
andererseits ug # w1, so kann R nicht konfluent sein, denn es gilt

t—r 1 —)i;z Uy € IRR(R) und t—x t —>>7k2 Uu; € IRR(R)

Beispiel 2.4.5. Wir wollen Lemma 2.4.4 benutzen, um zu zeigen, daf} das
loschende SES R = {ba — 1,ab — 1,¢ — 1} iiber dem Spurmonoid
M({a, b, c},{(a,c),(c,a)}) konfluent ist. Da R die Bedingung (A) erfiillt,

3Die anderen Fille konnen analog behandelt werden.
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kénnen wir Lemma 2.4.4 anwenden. Seien £y, = pysqy und £; = p;sq; linke
Seiten von R, wobei s # 1, po I p; und qq I q; gilt. Falls wir den trivialen Fall
£y = s = £, ausschlielen, bleiben nur noch die folgenden zwei Fille iibrig.
Fall 1: £y = ab, 41 = ba, s=b, py = a = q, und p; = 1 = qy:

Wir miissen alle Paare (p;w;woq1, powow1qo) = (wiwopa, awew;) betrach-
ten, wobei unter anderem s I wow; gelten mufl. Wegen s = b impliziert dies
wy = 1 = w;. Daher muf} nur das Paar (a,a) betrachtet werden, welches
trivialerweise konfluent ist.

Fall 2: £y = ba, £1 = ab, s =a, po =b=q; und p; = 1 = qqo:

Wir miissen alle Paare (pywiwoq:, powow:1qy) = (wiwob, bwyw;) betrach-
ten, wobei unter anderem s/ wy und w; I py gilt. Aus w; I py, d.h. w; Ib,
folgt w; = 1. Aus s wy, d.h. alw,, folgt wy = " fiir ein n € N. Wir
miissen somit fiir alle n € N das Paar (¢"b,bc™) betrachten, welches offen-
sichtlich wegen der Regel ¢ — 1 konfluent ist.

Fiir das freie Monoid X* liefert Definition 2.4.3 die iibliche Definition kriti-
scher Paare fiir Semi—Thue Systeme [NB72] (falls man von der Einschréinkung
by # 1 # ¢, absieht):

Lemma 2.4.6. Sei R ein Semi—Thue System iiber ¥. Die Menge CS(R) be-
steht aus allen Tripeln (¢g, t, 1), wobei das folgende gilt: Es existieren Regeln
(Lo, 70), (£1,71) € R mit €y # 1 # ¢ so, daB einer der beiden folgenden Fille
gilt:

e Es existieren u,v € ¥X* mit t = £y = ubyv, ty = ro und t; = uryv.

e Es existieren u,v € ¥* mit t = fyv = ulby, ty = rov, t; = ur; und
[bo| > |ul.

Tritt einer der beiden Fille des obigen Lemmas auf, so sagen wir auch, daf
das Wort t eine Uberlappung der Worter £y und ¢, darstellt, siehe die folgende
Graphik:

by #1 u |6 #1
u|€15£1|v Eo#llv

2.5 Kodieren von Spurersetzungssystemen

Ist 0 : M — M’ ein Monoidmorphismus zwischen den Spurmonoiden M
und M’, und ist R ein SES iiber M, so kénnen wir ein SES o(R) tiber M’
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durch 0(R) = {0(€) — o(r) | (£,7) € R} definieren. Im allgemeinen ist es
natiirlich méglich, dafl R konfluent ist, jedoch o(R) nicht konfluent ist, oder
umgekehrt. Fiir das terminierende und konfluente Semi—Thue System R =
{a — b} und den injektiven Morphismus ¢ mit o(a) = aa und o(b) = b ist
z.B. 0(R) = {aa — b} nicht konfluent. Bildet andererseits der Morphismus o
jedes Symbol auf die leere Spur ab, so ist o(R) fiir jedes SES R konfluent. Das
folgende Lemma gibt Bedingungen an, die diese Moglichkeit ausschlieflen.

Lemma 2.5.1. Sei 0 : M — M’ ein Monoidmorphismus zwischen den
Spurmonoiden M und M’, und sei R ein SES iiber M. Weiter gelten die
folgenden Bedingungen.

(1) o ist injektiv.
(2) o(R) ist terminierend und erfiillt die Bedingung (A).

(3) Gilt £ € dom(R) und o(s) = u'o(£)v’, so existieren u,v € M mit
u' = o(u) und v' = o(v).

(4) Gilt ¢ € CT(0(R)), so existiert ein t € M mit t' = o(¢).
Dann gilt folgendes:
e s =g t genau dann, wenn o(s) —,(r) o(t).
e R ist genau dann konfluent, wenn o(R) konfluent ist.

Beweis. Sei o : M — M’ ein Monoidmorphismus zwischen den Spurmono-
iden M und M’ und sei R ein SES iiber M, welches die vier Bedingungen aus
dem Lemma erfiillt. Zunichst zeigen wir die erste Behauptung des Lemmas.
Aus s — t folgt offensichtlich o(s) —,(z) o(t), da o ein Monoidmorphis-
mus ist. Gilt nun o(s) —,®) o(t), so folgt die Behauptung s —% t aus der
folgenden allgemeineren Aussage sowie der Injektivitéit von o:

Gilt 0(s) =4(r) t', so existiert ein t € M mit t' = o(t) und s =g t. (2.3)

Sei hierzu o(s) = u'o(£)v' und t' = u'o(r)v’ fiir eine Regel (£,7) € R.
Bedingung (3) aus dem Lemma impliziert, dafl w,v € M mit v’ = o(u) und
v’ = o(v) existieren. Es gilt also o(s) = o(ufv) und daher s = ulv, da
o injektiv ist. Es folgt s - wurv und o(urv) = v'o(r)v’ = t', was (2.3)
beweist.
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Sei nun o(R) konfluent, und seien s,¢, u € M so, dal s =% tund s =% u

gilt. Da o ein Monoidmorphismus ist, folgt o(s) —7 %) o(t) und o(s) =7z,

o(u). Da 0(R) konfluent ist, existiert ein v’ € M’ mit o(t) =} %) v' und
o(u) =gy v'. Eine induktive Erweiterung von (2.3) liefert vi, v, € M mit
v = ( 1), t =% vy und v = o(vy), u —% wvy. Schliefllich folgt noch
v; = vy aus o(vy) = v = o(vy) und der Injektivitdt von o. Also ist R

konfluent. Es ist zu beachten, dafl wir bisher die Annahmen (2) und (4) aus
dem Lemma nicht bend6tigt haben.

Sein nun R konfluent. Wir wollen zeigen, da$ dann auch ¢(R) konfluent
ist. Da 0(R) terminierend ist, geniigt es zu zeigen, dafl o(R) lokal konfluent
ist. Da weiter o(R) die Bedingung (A) erfiillt, geniigt es zu zeigen, daf} alle
kritischen Paare konfluent sind. Sei (u’,t',v") € CS(c(R)). Wegen der vierten
Bedingung aus dem Lemma existiert ein ¢ € M mit ¢ = o(t). Es folgt
o(t) =) ¥ und o(t) —,r) v'. Aus (2.3) folgt, daB w,v € M mit u’' =
o(u), v =o(v) und t —% u, t —»x v existieren. Da R konfluent ist, existiert
einw € M mit u —% w und v =% w. Dies impliziert u' = o(u) =}z, o(w)
und v’ = 0(v) =) o(w). Also ist o(R) konfluent. O

Im restlichen Abschnitt betrachten wir den Fall eines freien Monoids. Ubli-
cherweise wird in der formalen Sprachtheorie ein Alphabet ¥ = {b1,...,b,}
mit n > 2 in das zweistellige Alphabet {a,b} mittels des Monoidmorphis-
muses @, der durch ¢(b;) = ab® fiir alle i € {1,... ,n} definiert ist, kodiert.
Fiir unsere Zwecke ist diese Kodierung jedoch ungeeignet. Betrachtet man
z.B. das offensichtlich konfluente Semi—Thue System R = {b; — 1,by — 1}
iiber 3, so ist ¢(R) = {ab — 1,abb — 1} nicht mehr konfluent, denn es
gilt abb —4r) b und abb — 4wy 1. In der Tat erfiillt z.B. ¢ nicht die dritte
Bedingung aus Lemma 2.5.1. Wir benotigen offensichtlich eine Kodierungs-
funktion, die keine neuen Uberlappungen zwischen linken Seiten erzeugt. Das
néichste Lemma gibt eine solche Kodierungsfunktion ¢ an. Dabei ist es fiir
spitere Zwecke hilfreich, zusitzliche Symbole a4, ... ,a,, zu X hinzuzufiigen,
welche unter ¢ auf sich selbst abgebildet werden.

Lemma 2.5.2. Seien ¥ = {a1,... ,am,b1,...,0,}, T' ={a1,... ,am, b1, b},
wobei m € N und n > 2 gilt. Wir definieren den Monoidmorphismus ¢ :
¥* — I'* durch

#(a;) = a; fiir i € {1,...,m} und ¢(b;) = bbb 627" fiir i € {1,... ,n}.

Dann gilt folgendes:
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(1) ¢ ist injektiv.

(2) Falls ¢(s) = s16(f)sp und £ # 1 gilt, so existieren u;,uy € X* mit
s1 = ¢(uy), so = P(uz) und s = uqlus.

(3) Falls ¢(¢1) = s1s und ¢(fy) = ssq gilt, so existieren u, ui, ug € X* mit
by = uyu, by = uuy, ¢(u) = s, d(u1) = s1 und P(uz) = ss.

Es ist zu beachten, dafl ¢ so gewihlt wurde, dal |¢(b;)| = n + 5 fiir alle
ie{l,...,n} gilt.

Beweis. Die Injektivitét von ¢ ist offensichtlich. Es gilt allgemeiner die fol-
gende Kiirzungseigenschaft, welche durch Induktion iiber |¢| bewiesen werden
kann:

Aus ¢(s) = ¢(t)u (bzw. ¢(s) = ud(t)) folgt
s =tv (bzw. s = vt) und u = @(v) fiir ein v € *. (2.4)

Gelte nun ¢(s) = s1¢(£)s, und £ # 1. Wir zeigen zunéchst, daf ein u; € ¥*
mit s; = ¢(u;) existiert. Zu diesem Zweck wéhlen wir eine Faktorisierung der
Form s; = ¢(u)t, wobei u maximale Linge unter allen solchen Faktorisierun-
gen haben soll. Diese Faktorisierung existiert, da s; = ¢(1)s; gilt. Es folgt
&(s) = d(u)tp(£)se. Aus (2.4) folgt, dal ein v € * mit td(£)sy; = ¢(v) und
v # 1 (wegen £ # 1) existiert. Wir behaupten, dafi ¢t = 1 gilt, was s; = ¢(u)
impliziert. Angenommen es gilt ¢ # 1. Wir fiihren eine Fallunterscheidung
beziiglich des ersten Symbols von v € X1 durch.

1. Fall: v = q;w fiir ein ¢ € {1,...,m}: Es folgt t = q;t' und daher s; =
d(u)ait’ = ¢(ua;)t'. Dies widerspricht jedoch der Maximalitéit von wu.

2.Fall: v = byw fiir ein i € {1,...n}: Es folgt t¢(£)sy = bybyb' bl 2 (w).
Aus der Maximalitiit von u folgt, daB ¢ ein echter Prifix von bybyb'™ by "2
ist, siehe die folgende Graphik:

t#1 ] o)#1 | s
bleb§+le_i+2| ¢(’UJ)

Die Félle t = b; und ¢t = blebi“bg fiir ein 0 < j < n — 4+ 2 kdnnen wir
ausschlieBen, da diese ¢(€) = by --- implizieren*, was jedoch der Definition
von ¢ widerspricht. Den Fall ¢ = b;b,b] fiir ein 0 < j < 7 kénnen wir ebenfalls

“Hier ist wichtig, dal £ # 1 und damit auch ¢(¢) # 1 gilt.
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ausschlieBen, da dies ¢(£) = byb; - - - impliziert. Gilt schlieSlich ¢ = b;byb®, so
folgt ¢(£) = biboby - - -, was wieder nicht moglich ist. Es mufl somit ¢t = 1
gelten. Also gilt wie gewiinscht s; = ¢(u). Es folgt weiter ¢(s) = ¢(uf)ss.
Aus (2.4) folgt somit, dafl ein uy € ¥* mit ¢(us) = sy existiert.

Wir beweisen nun die Aussage (3) des Lemmas. Gelte s1s = ¢(¢1) und
s89 = ¢(£3). Es geniigt s = ¢(u) fiir ein u € 3* zu zeigen, denn dies impliziert
s10(u) = ¢(f1) und @(u)se = ¢(fy). Aus (2.4) folgt dann, daBl uy,uy € X*
mit s = ¢(u1), s2 = ¢(uz2), 1 = uru und £ = uus existieren. Die Existenz
eines u mit s = ¢(u) kann wie folgt bewiesen werden. Zun#chst wihlen
wir eine Faktorisierung der Form s = ¢(u)v, wobei u unter allen solchen
Faktorisierungen maximale Linge habe. Es folgt sso = ¢p(u)vsy = ¢(¢3) und
daher nach (2.4) vsy = ¢(w) fiir ein w € £*. Wir behaupten, dafl v = 1 gilt.

Angenommen es gilt v # 1 und daher auch w # 1. Gilt w = a;--- fiir ein
i€ {l,...,m}, so folgt v =q;-- -, was der Maximalitdt von u widerspricht.
Also gllt w=>b;--- fiireini € {1 .,n} und daher vsy = bibob T pn TR

Wegen der Maxnnahtat von u muﬁ v ein echter Prifix von bjbobt b5~ i+2
sein. Dies ergibt jedoch mit v # 1 einen Widerspruch, da v auch ein Suffix
von ¢(41) = s158 = s1¢(u)v ist. O

In Worten formuliert sagt Lemma 2.5.2 das folgende aus: Jede Uberlappung
zweier linker Seiten ¢(£;) und ¢(£,) resultiert aus einer Uberlappung von ¢,
und /5. Ist R ein Semi—Thue System mit 1 ¢ dom(R), so folgt also aus Lemma
2.4.6, daf} fiir R und die Kodierungsfunktion ¢ die Bedingungen (1), (3) und
(4) aus Lemma 2.5.1 gelten. Weiter gilt |¢(b;)| = n+5 fiirallei € {1,... ,n}.
Ist also m = 0 in Lemma 2.5.2 und ist R lingenreduzierend (was 1 ¢ dom(R)
impliziert), so ist auch das Semi-Thue System ¢(R) lingenreduzierend und
erfiillt damit auch die Bedingung (A). Das folgende Lemma ergibt sich somit
unmittelbar aus Lemma 2.5.1.

Lemma 2.5.3. Sei R ein lingenreduzierendes Semi—Thue System iiber dem
Alphabet {by, ... ,b,}. Der Monoidmorphismus ¢ : {by,... ,b,}* — {a,b}*
sei definiert durch ¢(b;) = aba*™1b™ **2. Dann gilt folgendes:

e s — t genau dann, wenn ¢(s) —¢r) O(t).

e R ist genau dann konfluent, wenn ¢(R) konfluent ist.
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Kapitel 3

Lingenreduzierende Systeme

In diesem Kapitel untersuchen wir lingenreduzierende Spurersetzungssyste-
me. Das Kapitel gliedert sich in drei Abschnitte. Im ersten Abschnitt zeigen
wir, da das Konfluenzproblem fiir lingenreduzierende Semi-Thue Systeme
iiber einem mindestens zweielementigen Alphabet P-vollstédndig ist. Daran
anschliefend beweisen wir, dafl das Konfluenzproblem fiir lingenreduzieren-
de Vektorersetzungssysteme PSPACE-vollsténdig ist. Schliellich zeigen wir,
daB fiir alle verbleibenden Fille, d.h. fiir alle Spurmonoide, die weder frei
noch frei kommutativ sind, das Konfluenzproblem fiir lingenreduzierende
Spurersetzungssysteme unentscheidbar ist.

3.1 Langenreduzierende Semi—Thue Systeme

In [BO81] wurde gezeigt, da§ sich das Konfluenzproblem fiir lingenredu-
zierende Semi-Thue Systeme in P befindet. Nach dem Kenntnisstand des
Autors ist der beste bekannte Algorithmus fiir dieses Problem der O(n?)-
Algorithmus aus [KKMNB85]. In diesem Abschnitt werden wir beweisen, daf}
fiir jedes Alphabet I" mit |I'| > 1 das Entscheidungsproblem KOLR(I™*) P—
vollstindig unter AC® Reduktionen ist. Es ist somit sehr unwahrscheinlich,
daB sich das Problem KOLR(I™) effizient parallelisieren 148t. Dies ist einer-
seits nicht sehr iiberraschend, da die Anwendung einer Folge von Worterset-
zungsregeln ein inhdrent sequentieller Vorgang zu sein scheint. Andererseits
werden wir jedoch in Abschnitt 4.1 zeigen, daf sich das Problem KOMO(I™)
effizient parallelisieren 148t.

43
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(la) gpz — gy fir allex € T’
(1b) zq; — g5 fir allex € T’

Firalle: € {1,... ,m+1}:

2a) qu3i<1 — abp®~Ya  falls 6
2b) a¢®a, — ablp3(z_1) falls &
2¢) ¢¢%a — p* Ve ba  falls 6

(
(2d) [>q3l<1 — >p*(-D0,b,< falls §
(
(

g,a) = (p,b,R), a € X, U {p}
¢,0) = (p,b,L), ceX
O

TN TN N N N N

¢,0) = (p,b, L)
2¢) clq ‘g, — pPU 1)c,nb,« falls 6(q,a) = (p,b,L), c€ X
2f) >g¥a, — >p®t—Y0,b, falls 6(¢,a) = (p,b, L)

Abbildung 3.1: Das Semi-Thue System P aus dem Beweis von Satz 3.1.2. Es
ist zu beachten, dafl ¢ # ¢y in (2a) bis (2f) gilt.

Satz 3.1.1. Fiir jedes endliche Alphabet I' mit |I'| > 1 ist KOLR(I™*) P—
vollstindig unter AC’-Reduktionen.

Bevor wir Satz 3.1.1 beweisen, werden wir zunéchst das Wortproblem fiir
konfluente und ldngenreduzierende Semi-Thue Systeme untersuchen.

Satz 3.1.2. Das uniforme Wortproblem fiir konfluente und léngenreduzie-
rende Semi—Thue Systeme iiber dem Alphabet {a, b} ist P—vollstéindig unter
AC’ Reduktionen.

Beweis. In [Boo82] wurde gezeigt, dafl sich das Wortproblem fiir konfluente
und ldngenreduzierende Semi-Thue Systeme in P befindet. Die P-Hérte zei-
gen wir durch eine Reduktion vom Generic Machine Simulation Problem
(kurz GMSP, siehe auch [GHR95]), welches bekanntlich P-vollstindig unter
AC%-Reduktionen ist [GHR95]. GMSP ist das folgende Entscheidungspro-
blem:
EINGABE: Eine deterministische Turing—Maschine M = (@, X, 0, 6, qo, ¢r),
eine Eingabe w € (X\{O})* fiir M und ein Wort ¢t € {#}*, wobei # ein
neues Symbol ist, welches nicht in der Beschreibung von M auftaucht.
FRAGE: Terminiert die Maschine M auf der Eingabe w nach héchstens |t
Schritten?

Sei nun (M, w, #™) eine GMSP-Instanz, wobei M = (Q, 2,0, 0, qo, ¢r)
eine deterministische Turing-Maschine ist, und w € (X\{J})* eine Eingabe
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fiir M ist. Es ist zu beachten, da} M genau dann terminiert, wenn M den
Endzustand ¢y erreicht. Seien 3; = {a; | @ € ¥} und ¥, = {a, | a € ¥} zwei
disjunkte Kopien von ¥ mit ;N Q = § = X, N Q. Fiir ein Wort s € X* sind
die Worter s; und s, auf die offensichtliche Weise definiert. Seien weiter >
und < Symbole mit >, < & @ U Y, U, die das linke bzw. rechte Ende des
beschriebenen Bandinhalts begrenzen. Schlieflich ist ' = QU UX, U{>, <}.
Wir definieren nun das Semi-Thue System P iiber I' durch die Regeln in
Abbildung 3.1. Die Regeln (2a) bis (2f) simulieren die Maschine M, wihrend
die Regeln (1a) und (1b) den Endzustand ¢y zu einem absorbierenden Symbol
machen. Es ist zu beachten, daf§ in den Simulationsregeln (2a) bis (2f) das
Zustandssymbol 3i-mal in der linken Seite vorkommt aber nur 3(i — 1)-mal
in der rechten Seite vorkommt. Dies hat den Effekt, dal P lingenreduzierend
ist’. Es ist leicht zu sehen, da8 P aus M und #™ in AC? berechnet werden
kann. Dafiir ist es jedoch wichtig, dafl die Schranke m in der Form #™ unér
kodiert wird und nicht binér représentiert wird, da |P| exponentiell in bit(m)
wichst.

Behauptung 1: Das Semi-Thue System P ist langenreduzierend und konflu-
ent. Auflerdem gilt Dqg’(mﬂ)qu —% ¢y genau dann, wenn M auf der Eingabe
w € (X\{O})* nach héchstens m Schritten terminiert.

Die Konfluenz von P ist offensichtlich: Da M deterministisch ist, erzeugen
die Regeln (2a) bis (2f) keine kritischen Situationen. Da in den Regeln (2a) bis
(2f) auBerdem ¢ # gy gilt, sind somit nur kritische Paare der Form (g, ¢;7)
und (¢gr,7qy), wobei € — 1 bzw. £z — r fiir ein x € I" eine Regel aus P ist,
zu betrachten. Da ¢y absorbierend ist, sind solche kritischen Paare konfluent.
Nehmen wir nun an, dafl M auf der Eingabe w nicht nach héchstens m
Schritten terminiert. Indem wir m + 1 Schritte von M simulieren, erhalten
wir Dqg(mﬂ)qu —2 buw,<, wobei u,v € X gilt. Das Wort buu,< ist
irreduzibel beziiglich P. Da ¢ auch irreduzibel ist, und P konfluent ist, kann
somit nicht auch Dqg(mﬂ)qu —%5 ¢y gelten. Terminiert andererseits M auf
der Eingabe w nach hichstens m Schritten, so existieren 7 > 0 und u,v € ¥*
mit bgj ™, —% Dulq;jvrq. Durch Anwendung der Regeln (1a) und (1b)
kann das Wort Dulqjlj v,< auf gy reduziert werden. Behauptung 1 ist somit
bewiesen.

Wir miissen nun noch das Alphabet I' in das zweielementige Alphabet
{a, b} kodieren. Sei hierzu ¢ die Kodierungsfunktion aus Lemma 2.5.3, wobei
wirdort I' = {by, ... , b, } wihlen. Dann ist nach Lemma 2.5.3 das Semi-Thue

! Anstatt 3 konnte auch jeder gréBere Faktor gewihlt werden.
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System ¢(P) ebenfalls lingenreduzierend und konfluent, und es gilt

3(m+1 *
d(eap ™ Vwe<) ©p) dlay)

genau dann, wenn

e ") i) Slay)
(da ¢(P) konfluent ist, und ¢(qr) € IRR(¢(P)) gilt) genau dann, wenn

Dqg(m+1)w,<1 —p qf
(nach Lemma 2.5.3) genau dann, wenn M auf der Eingabe w € (X\{J})*
nach hochstens m Schritten terminiert. Da schlieflich ¢(P) aus P (und damit
aus M und #™) in AC? berechnet werden kann, beweist dies den Satz. [

Beweis von Satz 3.1.1. In [BO81] wurde gezeigt, da§ sich KOLR(I™*) in P
befindet. Es muf somit noch gezeigt werden, daff KOLR/(I'*) P-hart fiir jedes
endliche " mit |I'| > 1 ist. Hierzu geniigt es zu zeigen, daf KOLR({a, b}*)
P-hart ist. Seien (M, w,#™), I' und P aus dem vorherigen Beweis von Satz
3.1.2 gewihlt. Seien A und B zwei neue Symbole, die nicht in I" enthalten
sind, und sei n = 3(m+1)+|w|+2. Das Semi-Thue System R iiber TU{A, B}
sei schliellich

R=PU{A"B — Dqg(mﬂ)wN, AB — gy}

Aufgrund der Wahl von n ist R langenreduzierend. Mit der Regel A"B —
l>q3<m+1)w,,<l wird eine Anfangskonfiguration fiir M erzeugt. Da der Anfangs-
zustand ¢y in dieser Konfiguration 3(m + 1)-mal représentiert ist, konnen
maximal m + 1 Schritte von M mit den Regeln (2a) bis (2f) aus Abbildung
3.1 simuliert werden. Offensichtlich 148t sich R aus M, w und #™ in AC°
berechnen.

Aus Behauptung 1 aus dem vorherigen Beweis von Satz 3.1.2 folgt, dafl

M auf der Eingabe w € (X\{{J})* nach hochstens m Schritten genau dann

terminiert, wenn Dqg(mH)qu —% qr gilt. Letzteres gilt offensichtlich genau
dann, wenn Dqg(mﬂ)qu —% ¢ gilt.
Behauptung 2: R ist genau dann konfluent, wenn Dqg(mﬂ)qu —% qr gilt.

Sei zunéchst R konfluent. Wegen

AB g A" lgp 570 ¢f € IRR(R)  und  A"B —g e ™, <
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muf} dann Dqg(mﬂ)wrd —% q; gelten. Gilt andererseits l>q3<m+1)wr<l —% qf,
so ist das kritische Paar (A"’qu,bqg(mﬂ)qu) konfluent. An allen anderen

kritischen Paaren muf3 wieder eine der Regeln (1a) oder (1b) beteiligt sein.
Da gy absorbierend ist, sind solche kritischen Paare konfluent. Also ist R
konfluent.

Die P-Hirte von KOLR({a, b}*) folgt nun wie im Beweis von Satz 3.1.2
aus Lemma 2.5.3 durch Kodieren von I' U {A, B} in {a, b}. O

3.2 Langenreduzierende Vektorersetzungssy-
steme

In [VRL98| wurde gezeigt, dafl das Konfluenzproblem fiir Vektorersetzungs-
systeme entscheidbar ist. Auflerdem wurde durch eine Reduktion vom Wort-
problem fiir kommutative Halbgruppen [MM82] gezeigt, dafl dieses Problem
EXPSPACE-hart ist. Fiir den lingenreduzierenden Fall kann jedoch durch
die Betrachtung kritischer Paare eine bessere obere Schranke erzielt werden.
Wir weichen dabei von Definition 2.4.3 ab und definieren den Begriff des
kritischen Paares fiir ein Vektorersetzungssystem wie folgt [BL81]:

Definition 3.2.1. Sei R ein Vektorersetzungssystem iiber 3. Die Menge
aller kritischen Paare von R besteht aus allen Paaren (ty,t;) € L% x X9
mit der folgenden Eigenschaft: Es existieren Regeln (£y,7¢), (¢1,71) € R mit
[tila = maz(|€ola, |€1]a) — |Cila + |7ila fiir alle a € X.

Es ist dann einfach zu zeigen, dal R genau dann lokal konfluent ist, wenn
alle kritischen Paare von R nach obiger Definition konfluent sind. Es ist
zu beachten, daf die obige Definition fiir je zwei Regeln (£, 7¢), (¢1,71) € R
genau ein kritisches Paar von R liefert, welches jedoch trivialerweise konfluent
ist, falls alph(£y) Nalph(¢1) = O gilt. Es existieren also hichstens |R|- (|R|—1)
viele kritische Paare von R, die nicht trivialerweise konfluent sind. Ist R
lingenreduzierend, so geniigt es zur Uberpriifung der Konfluenz von R fiir
alle kritischen Paare (s,t) von R Normalformen von s und ¢ zu berechnen und
zu iiberpriifen, ob diese Normalformen identisch sind. Da fiir kommutative
Worter u und v mit |u| < |v| auch bit(u) € O(bit(v)) gilt, ist dieses Verfahren
ein PSPACE-Algorithmus. Da jedoch die Berechnung einer Normalform von
s eine in bit(s) exponentielle Anzahl von Ersetzungsschritten bendtigen kann,
ist dies kein NP—Algorithmus. Die Existenz eines solchen Algorithmuses ist
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in der Tat recht unwahrscheinlich, da Konfluenz fiir Vektorersetzungssysteme
PSPACE-vollstandig ist:

Satz 3.2.2. KOLRV ist PSPACE-vollstandig.

Beweis. Das folgende Problem ist bekanntlich PSPACE-vollsténdig [Kar72]:
EINGABE: Ein deterministischer linear beschrinkter Automat M und eine
Eingabe w fiir M.

FRAGE: Akzeptiert M die Eingabe w?

Sei M = (Q,%,>,4,9,4q,q7) ein deterministischer linear beschrénkter
Automat, wobei () die endliche Zustandsmenge ist, > das Bandalphabet ist,
> € Y das linke Ende der Eingabe markiert, <« € X das rechte Ende der
Eingabe markiert, 6 : (Q\{gs}) x¥ — Q x X x {L, R} die Ubergangsfunktion
ist, o € @ der Anfangszustand ist, und g¢; der eindeutige Endzustand ist.
Die Ubergangsfunktion muf so definiert sein, da

e sich der Schreib/Lesekopf nie links (rechts) von > (<) befindet und
e nie > (<) durch ein Symbol verschieden von > (<) iiberschreibt, und
e ¢ein Symbol a € X\{>, <} nicht durch > oder < iiberschrieben wird.

Sei w € (X\{r,<})* eine Eingabe fiir M. Es ist zu beachten, da§ M ge-
nau dann die Eingabe w akzeptiert, wenn M auf der Eingabe w terminiert,
was wiederum genau dann geschieht, wenn M, gestartet auf der zur Ein-
gabe w gehorenden Anfangskonfiguration, nach endlich vielen Schritten den
Endzustand gy erreicht. Wir identifizieren jede Bandzelle mit einer Zahl aus
{0,...,|w|+ 1}, wobei Zelle 0 stets > und Zelle |w| 4 1 stets < enthélt. Wir
konnen 0.B.d.A. voraussetzen, daf3 sich M stets in Zelle 0 befindet, wenn der
Endzustand ¢ erreicht wird. Wir konstruieren nun ein Vektorersetzungssy-
stem R welches genau dann konfluent ist, wenn M die Eingabe w akzeptiert,
was den Satz beweist. Unsere Konstruktion beruht auf der Simulation eines
linear beschrinkten Automaten durch ein Petri-Netz aus [JLL77]. Sei I' das
Alphabet

L'={0,...,lw+1} xQ)uU{0,...,|lw +1} x X)U{A,$}.

Es ist zu beachten, dafl Paare (i,q) € {0,...,|w| + 1} x Q und Paare
(i,a) € {0,...,|w| + 1} x ¥ einzelne Symbole sind. Das Symbol (3, q) soll
anzeigen, dafi sich M im Zustand g befindet, und der Schreib/Lesekopf sich



3.2. LANGENREDUZIERENDE VEKTORERSETZUNGSSYSTEME 49

(a) 8(4,q)(4,a) = (i + 1,p)(i,b) falls 6(¢q,a) = (p,b, R), 0 < i < |w|
(1b) $(4,¢)(i,a) — (1 — 1,p)(s,b) falls 6(¢q,a) = (p,b, L), 1 <i < |w|+1
(2) (0,q7)x — (0,qy) fiir allez € T

(3a) (¢,a)(i,0) — (0, ¢y) fir alle a,b € 2, 0<i < |w|+1

(3b) (4,p)(4,q) — (0, qy) fir alle p,g € Q,0<14,j <|w|+1
(4da) A" — §™(0, ¢0)(0,>)(1,a1) - - - (Jwl, @) (Jw| + 1, )

(4b) A2 — (O,qf)

Abbildung 3.2: Das Vektorersetzungssystem R aus dem Beweis von Satz
3.2.2. Es ist zu beachten, daf ¢ # ¢; in (1a) und (1b) gilt.

in der i-ten Bandzelle befindet. Das Symbol (7, a) soll anzeigen, daf§ die i-te
Bandzelle das Symbol a enthilt. Da Zelle 0 stets > enthélt, und Zelle |w|+ 1
stets < enthélt, werden die Symbole (0,>) und (Jw| + 1,<) stets vorhanden
sein. Da auflerdem der Automat M genau dann terminiert, wenn der End-
zustand ¢y erreicht wird, und der Schreib/Lesekopf sich in Zelle 0 befindet,
zeigt das Symbol (0, ¢7) an, dafl der Automat M terminiert hat. Das Vektor-
ersetzungssystem R iiber I' bestehe aus den Regeln in Abbildung 3.2, wobei
W= aias -, m=|Q| - |Z|¥ (Jw|+2) und n = m + |w| + 4 gelte®. Die
Regeln (1a) und (1b) simulieren M, wobei das zusétzliche § in den linken
Seiten notwendig ist, um diese Regeln lingenreduzierend zu machen. Regel
(2) macht das Symbol (0, gs) absorbierend. Die Regeln (3a) und (3b) ma-
chen kritische Paare konfluent, welche von den Regeln (1a) und (1b) erzeugt
werden. Insbesondere ist es leicht zu sehen, dafy das Vektorersetzungssystem,
welches aus den Regeln (1a), (1b), (2), (3a) und (3b) besteht, konfluent ist.
Mit den Regeln (4a) und (4b) wird schlieilich ein kritisches Paar erzeugt. Die
Regel (4b) erzeugt das absorbierende Symbol (0, g5), wihrend die Regel (4a)
die Kodierung der Anfangskonfiguration von M erzeugt. Da jeder Simulati-
onsschritt von R mittels der Regeln (1a) und (1b) ein $ konsumiert, miissen
geniigend $ in der Anfangskonfiguration verfiighar gemacht werden. Da es
maximal m = |Q|-|3|"!(Jw|+2) viele verschiedene Konfigurationen gibt, ter-
miniert der Automat M auf die Eingabe w entweder nach hochstens m Schrit-
ten, oder er geriit in eine Endlosschleife. Also geniigen m viele $ in der An-

2Wir verzichten auf die Fixierung einer beliebigen linearen Ordnung auf dem Alphabet
T, welche fiir die Beschreibung von kommutativen Wértern aus I'® eigentlich nétig wire.
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fangskonfiguration. Es ist zu beachten, daf} in der bindren Repréisentation von
R die m vielen $ nur Platz O(ld(m)) = O(ld(|Q|) + |w| - ld(|X]|) + ld(Jw|+2))
benétigen, was polynomiell in |w| und der Linge der Beschreibung von M
ist. Das gleiche gilt auch fiir die Zahl n = m + |w| + 4 in der linken Seite der
Regel (4a), welche so gewéhlt wurde, dafl die Regel (4a) lingenreduzierend

ist. Offensichtlich gilt nun A" —qp) A"72(0,g5) =5 (0,47) € IRR(R) und

A" _>(4a) $m(0’q0)(0’l>)(1’ CL1) e (|’U)|, CL\w|)(|w| + 1’ <])'

Akzeptiert der Automat M die Eingabe w nicht, d.h. terminiert M auf der
Eingabe w nicht, so erhalten wir durch Simulation von m Schritten

$7(0,90)(0,2)(1, @) - - (Jw], @) (Jw] +1,9) =%
(,¢)(0,5)(1,b1) - - - (lw], b)) (Jw| + 1, <) € IRR(R),

wobei i € {0,...,|w|+ 1}, ¢ € Q\{¢s} und b; € ¥ (1 < j < |w]) gilt. Also
ist R nicht konfluent. Akzeptiert andererseits M die Eingabe w, so erreicht
M nach k < m Schritten den Endzustand ¢y und terminiert in Zelle 0. Es
folgt

$7(0, 0)(0,>)(1, 1) - - - (lw], @) (Jw] + 1, 4) =%
$m7k(0’ C]f)(O,D)(l, bl) o (‘w|’ b|w\)(|w| + 1)<]) _>?r2) (07 Qf)'
Also ist das kritische Paar
(A™2(0,q5), $™(0,40)(0,>) (1, a1) - - - (|w], aju)) (] + 1,))

konfluent. Da auch alle anderen kritischen Paare konfluent sind, ist R kon-
fluent. O

Der folgende Satz ergibt sich aus dem obigen Beweis analog zu den Uber-
legungen aus Abschnitt 3.1 iiber Semi-Thue Systeme. Es ist zu beachten,
daf3 das Wortproblem fiir allgemeine Vektorersetzungssysteme EXPSPACE-
vollsténdig ist [MM82].

Satz 3.2.3. Das uniforme Wortproblem fiir konfluente und léngenreduzie-
rende Vektorersetzungssysteme ist PSPACE-vollstindig.
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Theorem 3.2.2 motiviert die Frage, ob Konfluenz fiir liingenreduzierende Vek-
torersetzungssysteme in einer geniigend groflen aber festen Dimension be-
reits PSPACE—vollsténdig ist. Die fiir Semi—Thue Systeme verwendete Tech-
nik, mehrere Symbole in zwei Symbole zu kodieren, funktioniert fiir Vek-
torersetzungssysteme nicht. Andererseits existiert eine Simulation eines li-
near beschréinkten Automaten durch ein 4-dimensionales Vektorersetzungs-
system [RY86] sowie eine Simulation eines 3-Zdhlerautomaten mit in der
Eingabeléinge exponentiell beschréinkten Zihlern® durch ein 6-dimensionales
Vektorersetzungssystem [Huy85]. In beiden Simulationen treten jedoch un-
erwiinschte kritische Paare auf, und es scheint nicht klar zu sein, ob diese
kritischen Paare durch eine polynomiell beschrankte Zahl von zusédtzlichen
Regeln (wie etwa den Regeln (3a) und (3b) im obigen Beweis) aufgelost wer-
den konnen.

3.3 Langenreduzierende Spurersetzungssyste
me

In diesem Abschnitt beweisen wir, dal KOLR(M(3, I)) unentscheidbar ist,
falls weder 1 = @ (d.h. M(X, I) ~ 5*) noch I = (£ x £)\Idy; (d.h. M(S, I) ~
¥®) gilt. Fiir diesen Zweck ist es niitzlich, die folgende Verschiirfung von
KOLR(M(X, I)) zu untersuchen:

KOLR (M(X, I)) ist das folgende Problem:

EINGABE: Ein lingenreduzierendes SES R iiber M(X, I) mit 1 & ran(R).
FRAGE: Ist R konfluent?

Offensichtlich impliziert die Unentscheidbarkeit von KOLR..; (M(3, 1))
auch die Unentscheidbarkeit von KOLR(M(X,I)). Unser Beweis wird aus
zwei Hauptschritten bestehen. In Abschnitt 3.3.1 werden wir die Unent-
scheidbarkeit von KOLR; (M({a, b, c}, I)) fir I = {(a,c), (¢,a), (b,¢), (c,b)}
und I = {(a,c), (c,a)} beweisen. Die entsprechenden Spurmonoide sind die
kleinsten Spurmonoide (gemessen in |X|), die weder frei noch frei kommuta-
tiv sind. In einem zweiten Schritt beweisen wir in Abschnitt 3.3.2, dafy aus
I' C ¥ und der Unentscheidbarkeit von KOLR(M(T', (I' x I') N I)) auch
die Unentscheidbarkeit von KOLR;(M(X,])) folgt. Nur fiir diesen letzten
Schritt ist die Bedingung 1 ¢ ran(R) wichtig.

3Es ist bekannt, daB fiir solche Automaten das Akzeptanzproblem PSPACE-vollstindig
ist.
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3.3.1 Unabhingigkeitsalphabete mit drei Symbolen

Ist ¥ = {a,b}, so gilt fiir ein Unabhingigkeitsalphabet (X,I) entweder
M(3, I) ~ {a,b}* oder M(X, I) ~ {a,b}®. In beiden Fillen kénnen wir Kon-
fluenz fiir terminierende Spurersetzungssysteme entscheiden. Gilt [X| = 3,
so existieren bis auf Isomorphie zwei Unabhéngigkeitsalphabete, deren zu-
gehoriges Spurmonoid weder frei noch frei kommutativ ist. Dies sind die
beiden folgenden Unabhéngigkeitsalphabete:

a—cCc—) a—=~c¢ b

Sie werden in den folgenden zwei Abschnitten behandelt.

Der Fall a —c—b

Sei (X,I) = ({a,b,¢c},{(a,c¢),(c,a),(b,c),(c,b)}). Dann ist das Spurmonoid
M(3, I) isomorph zu {a,b}* x {c}*. In diesem Abschnitt werden wir bewei-
sen, dal KOLR;({a,b}* x {c}*) unentscheidbar ist. Hierzu beweisen wir
zundchst, da8 KOLR; (I' x {c}*) fiir ein bestimmtes Alphabet I', welches
mehr als zwei Symbole enthilt, unentscheidbar ist. In einem zweiten Schritt
zeigen wir, wie sich das Alphabet I" in das Alphabet {a, b} kodieren 148t.

Zunichst studieren wir die Struktur der kritischen Situationen aus CS(R),
falls R ein SES iiber einem direkten Produkt X7 x X3 von freien Monoiden
ist. Im folgenden seien ¥; und X, zwei nicht-leere endliche Alphabete. Fiir
eine Spur u = (uy,us) € ¥ x ¥ schreiben wir 4™ = u; und u® = uy im
folgenden. Das folgende Lemma ist offensichtlich.

Lemma 3.3.1. Sei R ein SES iiber X7 x 3. Dann erfiillt R die Bedingung
(A) (aus Abschnitt 2.4), falls fiir alle Regeln (£,7) € R und alle 7 € {1,2}
aus £ = 1 auch »® =1 folgt.

Wir sagen, dafl ein Wort ¢t disjunkt von £y # 1 und 1 # 1 erzeugt wird, falls
ein Wort s und ein j € {0,1} mit ¢ = £;sf;_; existieren, siehe die folgende
Graphik:

‘Ej%ll S |€1,j7é1‘

Das folgende Lemma ist intuitiv recht klar. Es besagt, daf} fiir eine kriti-
sche Spur (¢, ¢®) beziiglich eines SES iiber ¥ x ¥} linke Seiten £, und £;
existieren so, daB mindestens eine Komponente t® (i € {1,2}) eine Uber-
lappung von Egi) und e?) darstellt. Ist dies etwa fiir # = 1 der Fall, so muf}
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jedoch die zwelte Komponente ¢ nicht notwendlgerwelse eine Uberlappung
von E( ) und Z( sein. Gilt £(2) #*1# El , SO geniigt es wenn ¢ disjunkt
von EO und El erzeugt wird. Ist andererseits etwa EO das leere Wort, so
kann man sich auf den Fall t® = E§2) beschrénken.

Lemma 3.3.2. Sei R ein SES iiber ¥} x 35. Dann gilt (o,%,¢1) € CS(R)
genau dann, wenn Regeln (£, 79), (€1,71) € R und Worter u, v € X} mit den
folgenden Eigenschaften existieren: Fiir ¢ = 1 und ¢ = 2 gilt jeweils einer der
vier folgenden Fiélle (1) bis (4). Auflerdem gilt fiir ¢ = 1 oder 7 = 2 Fall (2)
oder Fall (3):

(1) £ ;A 160, 40 = g0ypl?) £ = Dyl D) = gy
(2) E 1) = E(()i) = uﬁgi)v, tgz) = rgl), tgi) = urgi)v
(3) |e<z>| > |v| t@ = g0y = vl ) = ply, £ = ypl)
(4) €9 =14 0 = gl £ =

Es ist zu beachten, daf in Fall (1) ¢® disjunkt von £ # 1 und € # 1
erzeugt wird, wihrend in Fall (2) und (3) ¢t® eine Uberlappung von E((f) und
Egi) ist

Beweis. Die wenn—Richtung des Lemmas ist einfach zu sehen. Fiir die ande-
re Richtung sei (o,t,¢t;) € CS(R). Nach Definition 2.4.3 existieren Regeln
(£y,70), (£1,71) € R und Paare p;, qj, w;, s € X5 x X3 (5 € {0,1}) mit

e s#1, & =posqo, £ =pisq,

e polpi, qolqi, wolw,, slwow;, wolpiqy, wilpogi,

e p; I w; oder q;_; [ w; impliziert w; = 1 fiir j € {0,1},°

e L = piwiPoSqowoqi = PoWoP18qg1W1qo,
ty = prwirowoeqi, t1 = PoworiwWiqo.

4Da wir dieses Lemma nur auf Spurersetzungssysteme anwenden werden, welche die
Bedingung aus Lemma 3.3.1 erfiillen, folgt aus Z =1 auch 7'0 = 1 und somit t(z) =10,

®Diese Abschwichung der dritten Bedlngung aus Definition 2.4.3 wird im folgenden
geniigen.
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Wegen s = (sM),5)) #£ (1,1) muB s(V) # 1 oder s # 1 gelten. Gelte etwa

s £ 1. Es folgt £(1 #1#4 S Aus s I wyw, folgt weiter wg) = wgl) =1

pD g (0 g1 M _
j

1 fiir ein j € {O 1} Analog muﬁ q( ) =1 fiir ein j € {0, 1} gelten. Fiir jede

mogliche Kombination ist es einfach zu sehen, daf ¢ eine Uberlappung von

E(()l) und £ ist, d.h. fiir i = 1 gilt Fall (2) oder Fall (3) aus dem Lemma. Gilt

auch s # 1, so muB auch ¢ eine Uberlappung von E(()Z) und £§2) sein. Gelte

nun s® = 1. Da 'w(()2) #*1# w?) einen Widerspruch zu w, I w; darstellt,
(2)

koénnen Wir 0.B.d.A. w;” =1 annehmen.

und somit ¢! 1) . Aus pg I p; folgt auBBerdem p:

Fall 1: 'w0 7é 1: Es folgt, dafl weder py I wy noch q I'wo gilt (aus po L wy

wiirde wy = 1 folgen). Wegen 'w(()) = 1, muf} somit pO 7é 1# q1 gelten.

Aus po I p; und qq I q; folgt schliefllich pg )=1= q . Somit gilt

) = py)s?qy) = pi” #1# i = p?sPq” = £
1

und

(2)

£2) = p@ oy 212 q® = pP 1@ g? = 1@ @ 2.

p"s? ¢ wq(’ = p{Pw qf

Also wird t® von 3(()2) und 252) disjunkt erzeugt, d.h. fiir 4 = 2 gilt (1) aus

dem Lemma.

Fall 2: w(()Q) =1, d.h. wg = (1,1): Wegen p, I p; kénnen wir 0.B.d.A. p?) =1

annehmen. Es folgt t®?) = p( )q(2 q(2) Gilt auch q( ) = 1, so folgt £§2) =1

und ¢? = 17(2)q(()2 = £(2 Wir erhalten somit Fall (4) aus dem Lemma.

Gilt andererselts q 7£ 1, so folgt q(()) = 1 aus qo I q;. Also gilt t® =
82) §2) = E 2(2) Es ergibt sich dann entweder Fall (1) aus dem Lemma

(falls E(() ) = p0 ) £1 gilt) oder Fall (4) aus dem Lemma (falls E(()Z) = p(()2) =1

gilt). O

Wir beginnen nun mit dem Beweis der Unentscheidbarkeit des Problems
KOLR, ({a, b}* x {c}*). Sei M = (Q,%,0, 9, o, qr) im weiteren eine uni-
verselle deterministische Turing—-Machine. Da M universell ist, ist es unent-
scheidbar, ob M fiir ein gegebenenes Eingabewort w € (X\{O})" termi-
niert. Da M genau dann terminiert, wenn M den Endzustand g¢; erreicht,
ist es unentscheidbar, ob M fiir ein gegebenes Eingabewort w € (X\{O})*
nach endlich vielen Schritten den Endzustand gy erreicht. Fiir die weiteren
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(la) z0 » 0 firz € T (2a) <y — 0 fiir y € T\{$}

(1b) 0z - 0 fiirz €T (2b) <$y — 0 fiir y € T\{$}

(1c) (0,¢) =0 (2¢) 2> —>0firz el

(3a) (A2 c) = pguwa  (4a) aB$$ — a$B fira e X, B € U {«}
(3b) (B,c) =0 (4b) a$5%$$ — a$$s fiira € X, f € T U {«}
(ha) ¢<$$ — a'pa falls 6(¢,0) = (p,d’, R)

(5b) bg < $$ — pba'< falls §(¢,0) = (p,d’, L), b€ X

(5¢) qa$% — a'p falls §(q,a) = (p,d’, R)

(5d) bga$$ — pba’ falls 6(q,a) = (p,d’, L), be X

(5e) >ga$$ — opUd’ falls 6(q,a) = (p,d’, L)

Abbildung 3.3: Das SES R aus dem Beweis von Lemma 3.3.3. Es ist zu
beachten, daf8 ¢ # ¢y in (5a) bis (5e) gilt.

Betrachtungen fixieren wir eine Eingabe w € (X\{O})" fiir M. Als erstes
werden wir ein SES R {iber einem Spurmonoid der Form I'* x {c}* konstru-
ieren, welches genau dann konfluent ist, wenn M nicht auf der Eingabe w
terminiert.

Das folgende SES R ist eine Variante des in [NO88| angegebenen SES.
SeiI' = QUXU{0,>,<, A, B,$}, wobei 0,>,<, A, B,$ ¢ QUX neue Symbole
seien. Weiter sei ¢ ¢ ' ein weiteres Symbol. Im weiteren arbeiten wir in dem
Spurmonoid I'* x {c}*. Ein Paar der Form (s,1) mit s € ['* bezeichnen wir
auch kurz mit s. Wir definieren das SES R iiber I' x {c}* durch die Re-
geln in Abbildung 3.3. Es ist zu beachten, dafl R ldngenreduzierend ist, und
1 & ran(R) gilt. Die Wirkung der einzelnen Regeln dhnelt den Regeln aus
dem Beweis von Satz 3.1.1. Die Regeln (1a), (1b) und (1c) machen das Sym-
bol 0 absorbierend, wihrend die Regeln (5a) bis (5e) die Turing-Maschine M
simulieren. Da wir das leere Wort w = 1 ausschliefflen, muf} in diesen Regeln
nicht das Paar (1,>¢ <$$) betrachtet werden. Die entsprechende Regel hiitte
die Form g <$$ — >pOa’< falls §(¢,0) = (p, a’, L), und diese Regel ist nicht
langenreduzierend. Die zusitzlichen zwei $—Symbole in den Regeln (5a) bis
(5e) machen diese Regeln einerseits lingenreduzierend und schlieflen aufler-
dem Uberlappungen zwischen den linken Seiten dieser Regeln aus (wobei fiir
letzteres auch noch wichtig ist, dal M deterministisch ist). Um die Simulati-
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onsregeln (5a) bis (5e) jedoch anwenden zu kénnen, sind die Transportregeln
(4a) und (4b) notwendig. Sie transportieren in Konfigurationen $—Symbole
soweit nach links, bis eine Simulationsregel anwendbar wird. Um die Trans-
portregeln lingenreduzierend zu machen, wird beim Transport eines $ um
ein Feld nach links gleichzeitig ein $ konsumiert. Schliefflich wird mit den
Regeln (3a) und (3b) eine kritische Situation erzeugt, indem sich die linken
Seiten dieser zwei Regeln das c in der zweiten Komponente teilen. Diese zwei
Regeln erzeugen jedoch auch unerwiinschte kritische Situationen, z.B. indem
sich zwei linke Seiten der Regel (3a) das ¢ in der zweiten Komponente teilen.
Die so entstehenden kritischen Paare werden mittels der Regel (2¢) konfluent
gemacht. Mittels der Regeln (2a) und (2b) wird schliefllich das absorbieren-
de Symbol 0 erzeugt, falls die Transportregeln (4a) und (4b) geniigend viele
$—Symbole verbraucht haben. Sei Ry das SES, welches aus den Regeln (1a),
(1b) und (1c) besteht, und sei R45 das SES, welches aus den Regeln (4a),
(4b) und (5a) bis (5e) besteht.

Lemma 3.3.3. R ist genau dann konfluent, wenn M nicht auf der Eingabe
w terminiert.

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dal M fiir die Eingabe w terminiert. Es
existieren dann m > 0, u € ¥*, 1 >0, aq,... ,a; € X und k£ > 2 so, daf}

(>AH2$m B ) — 34 bgow <$™ B —Fus
> uqfa1$2a2$2 s al_1$2al$2 < $kB =1 (31)

gilt. Da M sich nicht aus dem Endzustand ¢y bewegen kann, und k& > 2 gilt,
ist das Wort ¢ irreduzibel beziiglich R. Da aber auch (>A™*2$™B c) —>(3b)
> Alw+2gm() —>2L1a) 0 gilt, und auch das Wort 0 irreduzibel ist, ist R nicht
konfluent.

Wir nehmen nun an, dafl M nicht fiir die Eingabe w terminiert. Wir
werden zeigen, dal R konfluent ist. Da R terminierend ist und nach Lemma
3.3.1 die Bedingung (A) erfiillt, geniigt es zu zeigen, daf alle Paare in CP(R)
konfluent sind. Nach Lemma 3.3.2 miissen wir also nach Uberlappungen in
mindestens einer Komponente zwischen linken Seiten von R suchen. Die
folgenden kritischen Situationen kénnen auftreten:

(1) Fiir jede Regel d € R welche die Form (¢,¢) — r hat (also fiir die
Regeln (1c), (3a) und (3b)) und fiir alle v € {c}* gilt (¢, cvc) —4 (r,ve)
und (¢, cvc) —4 (r, cv). Das resultierende kritische Paar ((r, vc), (r, cv))
ist wegen cv = wc trivialerweise konfluent.
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(2)

()

(6)

Es ist zu beachten, daf aus (s0t,u) —% (v,u’) folgt, dal Wérter s',¢' €
['* mit v = s'0t’ existieren®. Da jedes Paar der Form (s0t, ) mittels der
Regeln (1a), (1b) und (1c) auf das absorbierende Symbol 0 reduziert
werden kann, ergibt sich folgendes: Gilt (s,t) —4, (s1,%1) und (s,t) —q,
(s9,t3), und ist d; oder dy eine der Regel (1a), (1b) oder (1c), so ist
das Paar ((s1,%1), (s2,%2)) konfluent. Die gleiche Uberlegung gilt, falls
d; und dy beide zu den Regeln (2a) bis (2c) gehoren. Diese einfache
Uberlegung erledigt eine ganze Reihe von kritischen Paaren.

Sei d € R eine Regel der Form (y/,c') — r, wobei y € I'\{$} und
i € {0,1} gelte. Dann gilt (<qyl, ¢') —4 <r und (<, ") —2q (04, ¢"),
und wir erhalten das kritische Paar ((<r, 1), (04, c")). Dieses Paar ist
konfluent, denn es gilt einerseits (0¢, ¢’) =%, 0. Andererseits ergibt eine
Betrachtung aller Regeln, dal r von der Form zs fiir ein z € I'\{$} ist.
Es folgt ar = <zs —(2q) Os —>2L1b) 0. Die gleiche Betrachtung kann auch
fiir die Regel (2b) anstelle der Regel (2a) gemacht werden.

Sei d eine beliebige Regel aus R, die von der Form (¢z, ¢!) — r ist, wobei
z € T und 7 € {0,1} gilt. Dann gilt (o>, ¢') —4 > und (f2>, ¢") —(2)
(0, ¢"), und wir erhalten das kritische Paar ((r>, 1), (£0,c%)). Da r wie-
der von der Form sz fiir ein z € I ist, ist dieses Paar konfluent.

(x> AWIH2 ¢) 54 z>gow< und (2> A2 ) = (042 ¢) fiir o €
I': Wir erhalten das kritische Paar ((z > gow<, 1), (04*'#2)¢)), welches
wegen (0AY+2 ¢) —)320 0 und z > gow< —(2¢) Ogow< _>2L1b) 0 konfluent
ist.

x> qa$$ —(5e) > pHa’ und = > qa$$ — (oc) 0gad$, wobei x € I' beliebig
ist: Wir erhalten so das kritische Paar (z>pOa’, 0ga$$), welches wegen
x> pa’ — (o, 0pOa’ —>£(”1b) 0 konfluent ist.

Die restlichen vier Typen von kritischen Paaren werden von den beiden
Hauptregeln (3a) und (3b) erzeugt, indem sich beide linke Seiten in der zwei-
ten Komponente das c teilen.

(7)

(CAPH2y > A2 e) —(3a) >AlY+2y > gow< und
(>AlvH2y > AlvF2 () —(3q) PGoW AV D> A2 wwobei v € T* beliebig ist:

6Das Symbol 0 wird nicht geloscht durch R. Hierfiir ist es wichtig, da8 ¢ # ¢; in den
Regeln (5a) bis (5e) gilt.
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Da die Wérter >A® 2y gow< und pgow <v > A2 beide einen Faktor
der Form z> (z € T') enthalten, kann auf beide Worter die Regel (2c¢)
angewendet werden. Danach koénnen die resultierenden Worter beide
mittels der Regeln (1a) und (1b) auf 0 reduziert werden.

(8) (Bup A™H2 ) —(3q) Bv > gow< und
(Bub AP1+2 ¢) — 34y Ov> A2 wobei v € I'* beliebig ist: In dem Wort
Buv b gqw< existiert wieder ein Faktor der Form x>, weshalb es auf das

Symbol 0 reduziert werden kann. Dies gilt natiirlich auch fiir das Wort
Ov > A2,

(9) (A" 2B, ¢) —(34) >gow <vB und
>AY+2y B, ¢) —(3b) >A®+290, wobei v € T'* beliebig ist: Dies ist der
Hauptfall, dessen Betrachtung wir zunéchst verschieben.

(10) (BvB,c) = 0vB und (BvB,c) — Bv0, wobei v € I'* beliebig ist:
trivial

Andere nicht trivialerweise konfluente kritische Paare existieren nicht. Insbe-
sondere fithren die Regeln (5a) bis (5e) zu keinen weiteren kritischen Paaren,
da M deterministisch ist. Es mufl somit nur noch fiir alle v € I'* das kri-
tische Paar (>gow < vB,>A"+2y0) betrachtet werden. Da >A™H2y( (10 0
gilt, geniigt es, die folgende Behauptung zu zeigen.

Behauptung: Falls M fiir die Eingabe w nicht terminiert, gilt >gow<vB —% 0
fiir alle v € T

Fall 1: v = $™ fiir ein m > 0: Indem wir M geniigend lange simulieren und
so geniigend viele $-Symbole verbrauchen, erhalten wir

>gow 4§ B =%, buga$as$” - - - ap 18" 1q;$" < $1+1 B,

wobeiu € ¥*, g€ Q, 1> 0, a1,...,a; € X und iy, ... 441 € {0,1} gilt. Also
gilt

> ugar$as$™ - - - 418" @8 98" B —((24), 20}
> uqa1$i1a2$i2 . al_1$il_1al$i’0 _>aa) 0.

Fall 2: v = $™yv', wobei m > 0,y € T'\{$} und «' € T'* gilt. Wieder erhalten
wir

pgow < $™yv'B =%, buga; $as$® - - - a_ 1 $71a,$% <« $9+1 ' B,



3.3. LANGENREDUZIERENDE SPURERSETZUNGSSYSTEME 99

wobei u € ¥, ¢ € Q, 1 >0, ay,...,a € X und iy,...,44; € {0,1} gilt. Da
y € I'\{$} gilt, folgt

> ugai$7 as$™ - - - 4181 ;8" 948" yv' B = {(20),26))

> uga;$" as$” - - - ;1 $"1;$400' B _)Er(la),(lb)} 0.

Der Beweis des Lemmas ist damit vollstdndig. O

Aus dem vorherigen Lemma folgt sofort, daf KOLR..; (I'™ x {c}*) unentscheid-
bar ist. Dieses Resultat wird durch das folgende Lemma noch verschirft. Die-
ses Lemma 16st auch die Frage aus [Die90b], S. 117, ob Konfluenz fiir lingen-
reduzierende Spurersetzungssysteme bereits fiir Unabhingigkeitsalphabete
mit drei Symbolen unentscheidbar ist.

Lemma 3.3.4. KOLR, ({a,b}* x {c}*) ist unentscheidbar.

Beweis. Seien R und I' aus dem vorherigen Beweis gew#hlt. Wir werden wie-
der die Kodierungsfunktion aus Lemma 2.5.2 benutzen. Sei I' = {by, ... ,b,}.
Dann definieren wir ¢(b;) = aba™™1b" "2 fiir i € {1,...,n} und o(s,t) =
(p(s),t) fiir (s,t) € I'* x {c}*. Wir kénnen nun jedoch nicht Lemma 2.5.1 an-
wenden, da die vierte Bedingung aus diesem Lemma nicht erfiillt ist fiir das
SES o(R). Es gilt z.B. (¢(B)s¢(B),c) € CT(a(R)) fiir alle s € {a, b}*. Liegt
jedoch s nicht im Bildbereich von ¢, so liegt auch (¢(B)s¢(B),c) nicht im
Bildbereich von o. Wir 16sen dieses Problem durch Einfiihrung von zusétzli-
chen Regeln. Sei P das SES o(R), erweitert um die folgenden Regeln, wobei
z € {a,b} und s € {a,b}""\{¢(x) | * € T'} beliebig sind":

(6a) 26(0) = ¢(0)  (6¢) p(<)s = ¢(0)  (6e) zp(>) = ¢(0)
(6b) (0)z = ¢(0)  (6d) p(<$)s — ¢(0)

Ist d € R etwa die Regel (¢,¢") — r (i € {0,1}), so bezeichnen wir die
entsprechende Regel (¢(£),c') — ¢(r) mit o(d). Z.B. ist o(3a) die Regel
(p(>AP+2) ¢) = $(>gow<). Die Regeln (6a), (6b) und (6e) entsprechen den
Regeln o(1a), o(1b) und o(2c) aus o(R). Diese letzteren drei Regeln sind
in der Tat iiberfliissig in P. Das SES P ist offensichtlich lingenreduzierend,
und es gilt 1 & ran(P). AuBerdem erfiillt P die Bedingung (A). Das Lemma
folgt nun unmittelbar aus der folgenden Behauptung:

Behauptung: P ist genau dann konfluent, wenn die Turing—Maschine M fiir
die Eingabe w nicht terminiert.

"Es ist zu beachten, dafl jedes Wort ¢(z) fiir z € T die feste Léinge n + 5 hat.
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Zuerst nehmen wir an, dafl die Maschine M auf der Eingabe w terminiert.
Nach (3.1) aus dem Beweis von Lemma 3.3.3 existiert dann ein m > 0 mit

(I>A|w‘+2$mB, C) —)7_; Duqfa1$2a2$2 s al_1$2al$2 < $kB =1,

wobei u € Y51 > 0,a1,...,4; € X, k > 2 und t € IRR(R) gilt. Eine
Anwendung von o liefert

(p(>A™T2§™B), c) =} d(Pugrai$as$” - - - a;18°a,$” <$* B) = o(t).

Wir behaupten, dafl das Wort ¢(t) irreduzibel beziiglich P ist. Irreduzibi-
litdt beziiglich den Regeln aus o(R) C P folgt aus der Irreduzibilitdt von
t beziiglich R und Aussage (2) in Lemma 2.5.2. Das Wort ¢(¢) ist aber
auch beziiglich den zusitzlichen Regeln (6a) bis (6e) irreduzibel, da ()
keines der Worter ¢(0), z¢(>) und ¢(<$)s fiir z € {a,b}, i € {0,1} und
s € {a,b}"\{¢(z) | * € T} als Faktor enthilt, was wieder aus Aussage
(2) in Lemma 2.5.2 folgt. Nun gilt aber auch (>A"*2§™B ¢) —% 0, d.h.
(p(>APH2§mB) ¢) =5 $(0). Da auch ¢(0) € IRR(P) gilt, folgt, daB P nicht
konfluent ist.

Wir nehmen nun an, dal die Maschine M fiir die Eingabe w nicht ter-
miniert. Nach Lemma 3.3.3 ist dann R konfluent. Wir betrachten nun eine
beliebige kritische Situation (¢g,¢,¢1) € CS(P) mit ¢,%o, ¢ € {a,b}* x {c}*.
Seien dy und d; die Regeln aus P, die diese kritische Situation erzeugen. Der
Fall, da8 dy und d; beide zu den Regeln o(1a), o(1b), o(1c), o(2a), o(2b),
o(2c), (6a),...,(6e) gehoren ist klar, da dann ¢, und ¢; beide ¢(0) als Fak-
tor enthalten und somit mittels der Regeln (6a) und (6b) auf ¢(0) reduziert
werden konnen. Als néchstes betrachten wir den Fall, dafl etwa die Regel dg
eine der Regeln (6a) bis (6e) ist, wihrend d; eine der Regeln o(3a), o(3b),
o(4a), o(4b), o(5a),... ,o(be) ist. Wir betrachten hier nur den Fall, daf dg
die Regel (6¢) ist, die anderen Fille konnen dhnlich behandelt werden. Sei
d, von der Gestalt (¢(£), ") — &(r), wobei £,7 € ['t und 7 € {0, 1} gilt. Wir
miissen nun alle méglichen Uberlappungen der Wérter ¢(¢) und ¢(<)s, wobei
sl =n+5und s ¢ {#(z) | x € T'} gilt, betrachten. Offensichtlich ist ¢(<)
kein Suffix von ¢(£). Also kann der Fall, daf sich der Prifix ¢(<) von ¢(<)s
mit einem Vorkommen von ¢(<) in ¢(¢) deckt, nicht auftreten, da dann s mit
einem Wort der Form ¢(z) fiir ein # € I' iibereinstimmen miifite, siehe die
folgende Graphik fiir den Fall £ = ¢ < $$ (d.h. d; ist die Regel o(5a)):

o] s
[6(@) [6(9)[6(8)[4(3)]
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Aufgrund von Lemma 2.5.2 ist also nur die folgende Uberlappung zwischen

#(<)s und ¢(¢) moglich: ¢(<)ugp(f), wobei s = uv, ¢(£) = vl und u # 1 # v,
siehe auch die folgende Graphik:

o(0)
(o) |ulv] »

Es ergibt sich hieraus das kritische Paar ((¢(0)¢, c"), (¢(<)ud(r),1)). Es gilt
natiirlich (¢(0)¢, c") —1oq1o),6n)y ?(0). Weiter folgt aus Lemma 2.5.2 und
0 < |u| < n+ 5, daBl der Prifix von u¢(r) der Linge n + 5 (welcher exi-
stiert, da = # 1 gilt) nicht zu {¢(z) | = € I'} gehort, denn dieser Préfix
besitzt eine echte Uberlappung mit ¢(r). Dies impliziert schlieBlich auch
P(<Que(r) —(6c)—>(gs) #(0). Schlieflich betrachten wir noch den Fall, dafl die
Situation (to,t,%;) von zwei Regeln dy und d; aus 0(R) erzeugt wird. Sei d;
von der Gestalt (4(£;), c*) — @(rs), wobei k; € {0,1} gilt. Sei t = (¢, c*) fiir
ein k > 0. Ist ¢ eine Uberlappung von ¢(£o) und ¢(¢1), so folgt aus Lemma
2.5.2, daB diese Uberlappung aus einer Uberlappung von ¢, und ¢; resul-
tiert, d.h. es gilt ¢t = ¢(s) fiir ein s € T'*. In diesem Fall gilt also t = o(s),
ty = o(sp) und ¢t; = o(sy), wobei (8o, s,81) € CS(R) gilt. Da R konfluent
ist, existiert ein w mit sy —% w und s; —% u. Anwendung von o ergibt
ty = o(so) =p o(u) und ¢; = o(s1) =% o(u). Es geniigt somit den Fall
zu betrachten, dafl kg = k1 = k& = 1 gilt, und ¢ disjunkt von ¢(4;) und
o(¢1) erzeugt wird. Der Fall, da8 dy oder d; die Regel o(1c) ist, ist klar. Also
bleibt nur noch der Fall iibrig, dafi dy und d; beide zu den Regeln o(3a)
und o(3b) gehoren. Die so erzeugten kritischen Situationen entsprechen den
Féllen (7) bis (10) im Beweis von Lemma 3.3.3. Die zu Fall (7), (8) und (10)
korrespondierenden Fille konnen unter Benutzung der Regeln (6a), (6b) und
(6e) vollig analog zu den entsprechenden Fillen aus dem Beweis von Lemma
3.3.3 behandelt werden. Der einzige noch zu behandelnde Fall ist somit das
kritische Paar (¢(>gow<)vp(B), ¢(>AP12)up(0)), wobei v € {a, b}* beliebig
ist. Der Fall v = ¢(u) fiir ein Wort u € I'* ist klar, da wir dann ein Paar der
Form (¢(s¢), ¢(s1)) mit (s, s1) € CP(R) vorliegen haben. Wir kénnen also
annehmen, dafl v nicht zum Bildbereich von ¢ gehort. Sei etwa v = ¢(v')s fiir
ein v € I'* und ein Wort s € {a,b}", daBl keinen Priifix der Form ¢(z) mit
x € T hat. Mittels Regel (6a) 1i8t sich ¢(>A"*2)vp(0) auf ¢(0) reduzieren.
Wir miissen zeigen, dafl das gleiche auch fiir das Wort ¢(>gow < v')s¢(B)
gilt. Gilt v = $™yv” fiir ein m > 0, y € I'\{$} und v" € I'*, so kénnen wir
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die Argumente aus Fall 2 am Ende des Beweises von Lemma 3.3.3 benut-
zen. Es geniigt also, alle Worter der Form ¢(>gow < $™)sé(B) mit m > 0 zu
betrachten. Durch geniigend lange Simulation von M erhalten wir

d(>qow 4 $™)s¢(B) =% d(>uga;$"as$” - - - a8 ;8" 9 $+1)sé(B),

wobei u € X%, ¢ € Q,1 >0, ay,...,a; € ¥ und iy,...,44 € {0,1} gilt.
Da s # 1 keinen Prifix der Form ¢(z) fiir ein = € T hat, gehort der Prifix
von s¢(B) der Linge n + 5 nicht zu {¢(z) | x € I'}. Wir kénnen somit
die Regel (6¢) oder die Regel (6d) anwenden und den Faktor ¢(0) erzeugen.
Das resultierende Wort kann dann mittels der Regeln (6a) und (6b) auf ¢(0)
reduziert werden. O

Es ist zu beachten, dafl die Regeln in P jeweils nur in einer Komponen-
te ldngenreduzierend sind und in der anderen Komponente lingenerhaltend
sind. In Abschnitt 6.3 (Korollar 6.3.3 bzw. Beispiel 6.3.4) werden wir hingegen
zeigen, dafl Konfluenz fiir Spurersetzungssysteme iiber direkten Produkten
von freien Monoiden, die in jeder Komponente ldngenreduzierend sind, ent-
scheidbar ist. Mit der obigen Bemerkung liefert dies eine sehr scharfe Grenze
zwischen Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit fiir das Konfluenzproblem
fiir lingenreduzierende Spurersetzungssysteme iiber direkten Produkten von
freien Monoiden.

Der Fall a — ¢ b

In diesem Abschnitt behandeln wir Unabhéngigkeitsalphabete der Form

(X0, I) = ({a,¢,by, ... ,bu}, {(a,¢), (c,a)}),

wobei n > 0 gilt. Das Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dafl das Pro-
blem KOLR.;(M(3;, 1)) unentscheidbar ist. Dieses Resultat werden wir
in drei Schritten beweisen. Zuerst zeigen wir, dafl eine Verschirfung von
KOLR (M(X,,, I,)) fiir ein bestimmtes n > 2 unentscheidbar ist (Lem-
ma 3.3.6). In einem zweiten Schritt werden wir die n > 2 vielen Symbole
bi,...,b, mittels der zwei Symbole b; und by kodieren (Lemma 3.3.7) und
so die Unentscheidbarkeit einer Verschirfung von KOLR.;(M(X,, I5)) be-
weisen. In einem letzten Schritt werden wir schlieffilich die zwei Symbole b,
und by mittels b; und den zwei kommutierenden Symbolen a und ¢ kodie-
ren (Lemma 3.3.8). Fiir diesen letzten Schritt wird es wichtig sein, dafl wir
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in den zwei Schritten zuvor Verscharfungen von KOLR (M(X,, I,)) bzw.
KOLR (M(X, I2)) betrachtet haben. Die Aufteilung der gesamten Kodie-
rung in zwei Schritte wird den Beweis iibersichtlicher gestalten. In beiden
Schritten werden wir das Kodierungslemma 2.5.1 sowie das folgende Lem-
ma 3.3.5 benutzen, welches sich auf Spurersetzungssysteme anwenden 1483t,
welche die folgende Eigenschaft (B) erfiillen.

Ein SES R iiber M(X,, ;) (n > 0) erfiillt die Bedingung (B),
falls fiir alle £ € dom(R) gilt: {b1,... ,b,} N alph(£) # (.

Offensichtlich erfiillt ein SES R iiber M(X,,, I,,), welches die Bedingung (B)
erfiillt, auch die Bedingung (A): (i) Es kann kein £ € dom(R) und kein
b € X, mit bI£ existieren. Also erfiillt R die Bedingung (Al). (ii) Fiir
Lo, 21 € dom(R) konnen keine Faktorisierungen £y = poqo, £1 = p1q; mit
p; # 1 # q; fiir i € {0,1} und po I p1, qo I q; existieren, denn entweder p,
oder go enthélt ein Symbol aus {b1, ... ,b,}, welches dann von allen anderen
Symbolen abh#ngig ist. Im folgenden sei @ = ¢ und ¢ = a. Fiir z € {a, ¢} gilt
also z I, x.

Lemma 3.3.5. Sei n > 0. Sei R ein SES iiber M(%,, I,,), welches die Be-
dingung (B) erfiillt. Dann gilt (¢o,¢,%,) € CS(R) genau dann, wenn Regeln
(Lo, 70), (£1,71) € R, natiirliche Zahlen «, 3,7, > 0, Spuren py, P1, qo, q1
und s # 1 sowie z,y € {a,c} existieren so, da§ (bis auf Vertauschung von ¢,
und ¢;) einer der folgenden sechs Fille gilt:

(1) € =asy”, &y = zPsy’, t = 2Pasy™y" = z®aPsy’y?, to = 2Proy, 4

(2) £o=a"s, & =a"sq,t=a"2"sq) =2°2"sq;, to=a"roqi, ti =
(3) & =sa®, £ =pisa’ t =psr°z’ =pisa’z®,  to=pirez’, t, =
(4) €y =sqo, £ =pis, t=pisqo, to =piro, L=
(5) £ =s, £, = p1sqi, t = p18qu, to =piroqi, t1 =
(6) £o=poz®, £ =1%q:, t=por°z’q =poz’z®q), to=roz’qi,ti =

Es ist zu beachten, da8 sich die Fille (4) und (6) nicht gegenseitig ausschlie-
Ben.

Beweis. Gilt einer der sechs Fille aus dem Lemma, so ist es leicht zu sehen,
daBl dann (%, ¢,t;) € CS(R) gilt. Gelte nun umgekehrt (¢, ¢,¢,) € CS(R). Es
existieren also Regeln (£y, ), (€1, 71) € R und Spuren p;, q;, w; (i € {0,1})
und s # 1 mit:

= %y’

xr 7T
T
190

1

poiﬂ 1
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o Ly =posqy, £ =pisq
e pol,pi, ql,qi, wol,w,, sl,wow;, wyl,p1qo, wil,poq:

e 1L =piwiPoSqowoqi = PoWoP1Sq1W1qo,
ty = prwiTowoq:, T = Poweriwiqo

Wir kénnen nun die folgenden Fille unterscheiden:

Fall 1: wy = 1 = w;: Dann gilt also t = pyp18q1qo, to = Pi7og: und
t1 = pori1qo-

Fall 1.1: po # 1 # p1: Wegen pq I,, p; existieren z € {a,c} und o, 3 > 0 mit
po = 2* und p; = z°.

Fall 1.1.1: g9 # 1 # q;: Dann gilt auch g = y” und q; = gg fiir bestimmte
y € {a,c} und v,¢ > 0, und wir erhalten Typ (1) aus dem Lemma.

Fall 1.1.2: g9 = 1: Wir erhalten Typ (2). Der Fall g; = 1 ist symmetrisch.
Fall 1.2: py = 1 (der Fall p; = 1 ist symmetrisch):

Fall 1.2.1: gy # 1 # qi: Es folgt go = z® und q; = 2P fiir bestimmte
z € {a,c} und «, > 0. Wir erhalten Typ (3).

Fall 1.2.2: q; = 1: Wir erhalten Typ (4).

Fall 1.2.3: go = 1: Wir erhalten Typ (5).

Fall 2: wo # 1: Wegen s # 1 und s I, wy existieren z € {a,c} und o, 3 > 0
mit s = z® und wy = z?. Aber swq I, w; impliziert dann w; = 1. Wir
behaupten, dafl auch p; = gy = 1 gilt. Angenommen es gilt p; # 1. Aus
wy I,, py und wy = 2P folgt p; = 27 fiir ein v > 0. Daher gilt £, = p;sq, =
27x%qq. Da aber £; wegen Bedingung (B) ein Symbol aus {by,...,b,} ent-
halten muf, gilt g; # 1. Wegen £y, = pysqo = pox®qo mufl aber auch py oder
qo ein Symbol aus {by, ..., b,} enthalten. Die erste Alternative widerspricht
po I, p1 und p; # 1, wohingegen die zweite Alternative qq [,, ¢ und q; # 1
widerspricht. Es folgt somit p; = 1. Analog kann gy = 1 gezeigt werden. Wir
erhalten somit Typ (6). Der Fall w; # 1 ist symmetrisch. O

Wir werden nun zeigen, daf} eine Verschirfung von KOLR (M(X,, I,,)) fiir
ein bestimmtes n > 2 unentscheidbar ist. Sei hierzu M = (Q, %, 0, 4, go, ¢f)
die deterministische universelle Turing—Maschine aus dem letzten Abschnitt,
und sei w € (X\{O})* eine nicht-leere Eingabe fiir M. Sei ' = Q U
Y U{0,>,<,A,B,C,$}. Auf T' definieren wird die Unabhéngigkeitsrelation
I durch I = {($, B), (B, $)}). Das Unabhiingigkeitsalphabet (I',I) ist also
von der Form (3, I,,) fiir ein n > 2. Wir definieren das SES R iiber M(T', I)
durch die Regeln in Abbildung 3.4, wobei der Wert der Konstanten w > 2
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(1) 208 = 0$firzel  (2) <$*C$ — 0$ fiir k € {0,... ,w—1}

(3a) A"+3B — pgow< (4) a$*3%Y — a$F 13 fiir k € {0,... ,w — 1},
(3b) BC$ — 0% a€Xund g€ XU {q}

(ha) ¢<$¥ — a'pa falls 6(¢,0) = (p,d’, R)

(5b) bg<1$“ — pba'< falls §(¢,0) = (p,a’, L), b€ X

(5¢) qa$¥ — a'p falls §(¢,a) = (p,d’, R)

(5d) bga$” — pba'  falls §(q,a) = (p,a’, L), b€ X

(5e) >qa$¥ — >pla’ falls 6(q,a) = (p,d’, L)

Abbildung 3.4: Das SES R aus Lemma 3.3.6. Es ist zu beachten, dafl ¢ # ¢y
in (ba) bis (5e) gilt.

spiter noch genauer festgelegt wird®. Es gelten offensichtlich die folgenden
Eigenschaften:

e R erfiillt die Bedingung (B).
e R ist langenreduzierend.
e Fiir alle (£,7) € R gilt maz(£) C {B,$} und r # 1.

Lemma 3.3.6. R ist genau dann konfluent, wenn M nicht fiir die Eingabe
w terminiert.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 3.3.3. Sei R4 5
das SES iiber M(T', I), welches nur aus den Regeln (4) und (5a) bis (5e)
besteht. Angenommen die Maschine M terminiert fiir die Eingabe w. Dann
existieren m > 0, u € ¥*, 1 >0, ay,... ,0; € ¥ und k£ > w mit

[A¥3BS™CS]; —(3q) bgow <$™C$ 5, |
> uqfa1$“’a2$“’ cee al_1$wal$w < $kC$

|

.

Da M sich nicht aus dem Endzustand ¢y bewegen kann, ist keine der Re-
geln (5a) bis (5e) auf die Spur v anwendbar. Da weiter £ > w gilt, ist

8Das folgende Lemma 3.3.6 gilt fiir jedes w > 2.
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Regel (2) nicht auf v anwendbar. Da schlielich auch die Regeln (1), (3a),
(3b) und (4) nicht anwendbar sind, gilt v € IRR(R). Da andererseits auch
[AlvF3Bgm OS] = [AH38m BCS]r — (3 AIF3$m08 —)E’l) 0$ € IRR(R) gilt,
ist R nicht konfluent.

Wir nehmen nun an, dal die Maschine M nicht fiir die Eingabe w ter-
miniert. Wir wollen zeigen, dafl R konfluent ist. Da R die Bedingung (B)
erfiillt und damit auch die Bedingung (A) erfiillt, geniigt es, alle kritischen
Paare zu untersuchen. Sei also (o,%,¢t;) € CS(R) eine kritische Situation.
Nach Lemma 3.3.5 erfiillen £, ¢, und %; einen der sechs dort aufgelisteten
Félle. Dies fiihrt zu den folgenden drei Typen von kritischen Situationen:

Eine kritische Situation vom Typ (2) (nach der Auflistung in Lemma
3.3.5) ergibt sich aus [B$0$]; —@) B0$ und [B$0$]; = [$B0$]; —) $093.
Das so resultierende kritische Paar (B0$, $0$) ist natiirlich wegen Regel (1)
konfluent.

Eine kritische Situation vom Typ (6) (nach der Auflistung in Lemma
3.3.5) ergibt sich folgendermaflen. Sei d € R eine beliebige Regel aus R,
welche von der Form £z — r fiir ein z € {B, $} sei. Dann gilt fiir alle m > 0:
Liz™x08]; — (1) £2™08 und £L[z™x0$]; = £[zz™08]; —4 r2™0$. Auch das so
resultierende kritische Paar (£x™0$, rz™0%) ist wegen Regel (1) konfluent.

Der letzte Typ von mdoglichen kritischen Situationen ist wieder vom Typ
(6). Er wird von den beiden Hauptregeln (3a) und (3b) wie folgt erzeugt:
[Alv+3 BSOS, —(30) QoW <$™C$ und
[Alv+3BgmCS); = [AWF3$mBCS); — (3p) AWIT3$m08.

Es gilt AvI+3§m0$ —>2L1) 0$. Also muB gezeigt werden, daff bgow<$™C$ —% 08
fiir alle m > 0 gilt. Da die Maschine M nicht auf der Eingabe w terminiert,
gilt

>gow <$"C$ =%, buga;$1as$? - - - ap_1 811 ;8 < $1+1 O3,

wobeiu € ¥*, g€ Q,1>0, a1,...,a4; € ¥ und 4y,... 4541 € {0,... ,w— 1}
gilt. Es folgt weiter

b uqar$1as$® - a1 341 ,$% <« $4+1C$ —(2)
b uqar$as$® - - ap_1$4-1,$%0$ —>ZL1) 0$.
Dies sind alle moglichen kritischen Situationen. Insbesondere fithren die Re-

geln (5a) bis (5e) zu keinen weiteren kritischen Situationen, da M determi-
nistisch ist. O
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Sei im folgenden Q U X U {0,>,<, A,C} = {by,...,b,} und {B,$} = {a,c},
d.h. R ist ein SES iiber M(%,,, I,). Sei ¢ : ¥ — 3% definiert durch

dla)=a, é(c)=c, é(b;) = bbb 002 fiir i € {1,...,n}.

Dies ist der Morphismus aus Lemma 2.5.2, falls wir dort {ai,...,a,} =
{a, c} setzen. Also ist ¢ injektiv. Da ¢(z) I, ¢(y) aus zx I, y folgt, 148t sich ¢
zu einem Monoidmorphismus o : M(X,,, I,,) — M(Ze, I) durch o([s];,) =
[0(s)]1, erweitern. Fiir das SES o(R) iiber M(X,, I5) gelten offensichtlich wie
fiir R die folgenden Aussagen:

e 0(R) erfiillt die Bedingung (B).
e Fiir alle (£,7) € R gilt maz(o(£)) C {a,c} und o(r) # 1.

Wihlen wir aulerdem den Wert der Konstanten w > 2 im SES R grof} genug,
so ist das SES o(R) auch lingenreduzierend®. In [Ber96] wurde bereits die

Unentscheidbarkeit des Entscheidungsproblems KOLR(M(X;, I5)) bewiesen.
Dieses Resultat folgt auch sofort aus dem folgenden Lemma.

Lemma 3.3.7. ¢(R) ist genau dann konfluent, wenn M nicht fiir die Ein-
gabe w terminiert.

Beweis. Wegen Lemma 3.3.6 geniigt es, die folgende Behauptung zu zeigen.
Behauptung: R ist genau dann konfluent, wenn o(R) konfluent ist.

Fiir den Beweis dieser Behauptung konnen wir Lemma 2.5.1 benutzen.
Dazu miissen die vier Bedingungen aus Lemma 2.5.1 gezeigt werden. Die
Injektivitdt von o folgt sofort aus der folgenden Aussage in Verbindung mit
der Injektivitdt von ¢.

Gilt ¢(s) =y, ¢, so existiert ein ¢t € X* mit t =;, s und ¢(t) =s'. (3.2)

Diese Aussage 1d8t sich sehr einfach durch eine Induktion iiber die Anzahl
der Kommutationen, die das Wort ¢(s) in das Wort s iiberfiihren, zeigen.
Wie bereits gesagt, ist 0(R) lingenreduzierend und erfiillt auflerdem die Be-
dingung (B) und somit auch die Bedingung (A). Also ist auch die zweite

9Die 0—-Kodierungen der Regeln (1), (2), (3a), (3b) und (4) aus R sind fiir jede Wahl
von w > 2 langenreduzierend, da fiir jede solche Regel £ — r gilt, da8 £ mindestens soviele
Symbole aus {b1,...,bp} = QU X U{0,>,<, A, C} enthilt wie r. Dies gilt jedoch nicht
mehr fiir die Regeln (5a) bis (5e).
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Bedingung aus Lemma 2.5.1 erfiillt. Zum Beweis der dritten Bedingung zei-
gen wir die folgende allgemeinere Aussage fiir alle v',v' € ¥4 und s,£ € ¥

Gilt ¢(s) =1, v'¢(€)v', so existieren u,v € X mit
u' = ¢(u) und v' = ¢(v). (3.3)

Es ist zu beachten, dafi (3.3) nicht fiir £ = 1 gilt. Gelte also ¢(s) =y, u'p(£)'
und ¢ # 1. Indem wir s eventuell durch ein anderes Wort ersetzen, welches die
gleiche Spur reprisentiert, konnen wir wegen (3.2) ¢(s) = u'¢(¢)v" annehmen.
Aufgrund von Lemma 2.5.2 folgt nun wie gewiinscht die Existenz von u,v €
¥ mit v’ = ¢(u) und v' = ¢(v).

Es muf} schliellich noch die vierte Bedingung aus Lemma 2.5.1 gezeigt
werden. Gelte also ' € CT(o(R)). Wir miissen zeigen, dafi dann ein ¢ €
M(X,, I,) mit o(t) =t existiert. Da o(R) die Bedingung (B) erfiillt, geniigt
es, alle in Lemma 3.3.5 angegebenen sechs Typen fiir ¢ zu iiberpriifen. Die
ersten drei Typen und Typ (5) sind einfach zu behandeln, da fiir diese Typen
stets t' = 2% (£)y” = o(x*£yP) fiir bestimmte z,y € {a,c}, £ € dom(R) und
a, 3 > 0 gilt. Sei nun ¢’ vom Typ (4), d.h. gelte t' = p's'q’, wobei o(£y) = p's’
und o(£,) = s'q’ gilt. Gelte £; = [4;]1,, ' = [¢']1,, ' = [P']1, und q' = [¢']1,,
d.h. ¢(by) =1, P's’, d(41) =1, s'¢'. Wegen (3.2) konnen wir ¢(4y) = p's’ und
#(¢1) = s'¢' annehmen. Aus Aussage (3) in Lemma 2.5.2 folgt dann, daf§
s,p,q € X mit ¢(s) = ¢, ¢(p) = p' und é(¢) = ¢ existieren. Es folgt
t'=p's'qd =[p's'qIr, = o([psqlr,)

SchlieBlich ist noch der Fall, dal ¢ vom Typ (6) ist, zu untersuchen, d.h
t' = p'z*zPq', wobei x € {a,c}, 0(€) = p'z® und o(€;) = ¢’ gilt. Gelte
4 = []r,, P = [P]r, und @' = [¢]r,, d.h. ¢(bo) =y, p'z® und ¢(¢1) =4, 2°¢".
Wegen (3.2) kénnen wir ¢(4y) = p'x® und ¢(¢1) = 2*¢' annehmen. Aus z €
{a,c}, d.h. ¢(z) = z, folgt p' = ¢(p) und ¢’ = ¢(g) fiir bestimmte p, g € X7
und damit ¢' = [p'z*2P¢']1, = [d(p)z°2’$(q)]1, = o ([pz®2°ql1,). O

Nach den letzten zwei vorbereitenden Lemmata konnen wir nun schlieilich
das folgende Lemma beweisen.

Lemma 3.3.8. KOLR(M(X, [;)) ist unentscheidbar.

Beweis. Der Beweis benutzt eine Kodierungsfunktion, die der Kodierungs-
funktion aus Lemma 2.5.2 dhnlich ist. Im folgenden bezeichnen wir das Sym-
bol b; € ¥; kurz mit b. Das SES o(R) iiber M(X,, I) aus Lemma 3.3.7
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bezeichnen wir mit P. Wir definieren einen injektiven Monoidmorphismus
@ : 35 — X7 durch

ola) =a, @(c)=c, (b)) =0bbab, ¢(by) = bbcb.

Die Injektivitdt von ¢ ist offensichtlich. Allgemeiner gilt die folgende Kiir-
zungseigenschaft, die durch eine Induktion {iber |t| bewiesen werden kann:

Aus ¢(s) = p(t)u (bzw. ¢(s) = up(t)) folgt
s =tv (bzw. s = vt) und u = ¢(v) fiir ein v € 5. (3.4)

Da ¢(z) I ¢(y) aus z Iy folgt, 148t sich ¢ zu einem Monoidmorphismus
T : M(Ee, I) — M(Xy, ) durch 7([s]s,) = [¢(s)]r, erweitern. Offensichtlich
gelten auch fiir das SES 7(P) iiber M(X4, I;) die folgenden Eigenschaften:

e 7(P) erfiillt die Bedingung (B).
e Fiir alle (£,7) € P gilt maz(7(£)) C {a,c} und 7(r) # 1.

Wihlen wir auflerdem den Wert der Konstanten w > 2 im SES R aus Lemma
3.3.6 groB genug, so ist auch das SES 7(P) = 7(¢(R)) langenreduzierend.
Wegen Lemma 3.3.7 geniigt es, die folgende Behauptung zu zeigen.
Behauptung: P ist genau dann konfluent, wenn 7(P) konfluent ist.

Zum Beweis dieser Behauptung benutzen wir Lemma 2.5.1. Es miissen
also die vier Bedingungen aus Lemma 2.5.1 (fiir 7(P) anstatt o(R)) gezeigt
werden. Die Injektivitdt von 7 folgt wieder aus der Injektivitdt von ¢ und
der folgenden Aussage, die durch eine Induktion iiber die Anzahl der Kom-
mutationen, die das Wort ¢(s) in das Wort s’ {iberfiihren, gezeigt werden
kann.

Gilt ¢(s) =p, ¢, so existiert ein ¢ € ¥} mit t =7, s und p(t) = 5. (3.5)

Wie oben bereits erwéhnt ist 7(P) lingenreduzierend und erfiillt die Bedin-
gung (A). Anstatt der dritten Bedingung aus Lemma 2.5.1 beweisen wir die
folgende allgemeinere Aussage fiir alle s,/ € 33 und s1, s9 € X7:

Gilt [(£)| > 2 und ¢(s) =p, s1¢(€)ss, so existieren uy, us € X3 mit
s1 = @(u;1) und sy = @(uz). (3.6)
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Dies impliziert die dritte Bedingung aus Lemma 2.5.1, da € ¢ {a,c} und
damit |7(£)| > 2 fiir alle £ € dom(P) gilt. Aussage (3.6) beweisen wir mit-
tels der gleichen Strategie, die wir im Beweis von Lemma 2.5.2 angewendet
haben. Gelte also |¢(£)| > 2 und ¢(s) =}, s1¢(£)ss. Wegen (3.5) kénnen wir
©(s) = s1p(f)sy annehmen. Wir wihlen nun die Faktorisierung der Form
s1 = p(u)t, wobei u maximale Linge unter allen solchen Faktorisierungen
hat. Aus p(s) = s19(£)se = @(u)tp(f)se folgt mit der Kiirzungseigenschaft
(3.4), dafBl ein v € X5 mit to(f)sy = @(v) und v # 1 (wegen £ # 1) exi-
stiert. Wir behaupten, daf§ ¢ = 1 gilt, was dann s; = @(u) impliziert. An-
genommen es gilt ¢ # 1. Wir fiihren eine Fallunterscheidung beziiglich des
ersten Symbols von v # 1 durch. Gilt v = aw oder v = cw, so gilt auch
t =a--- oder t = c---, was der Maximalitdt von u widerspricht. Es gilt
also v = byw oder v = byw. O.B.d.A. nehmen wir v = byw fiir ein w € 33
an, d.h. t¢(¢)sy = (v) = bbabp(w). Das Wort ¢ # 1 mufl nun wegen der
Maximalitédt von u ein echter Préfix von bbab sein. Den Fall ¢ = b konnen
wir ausschlieBen, da sonst ¢(¢) = ba - - - gelten wiirde, was der Definition von
¢ widerspricht. Gilt ¢ = bb, so folgt ¢(¢)se = abp(w). Aus |p(£)| > 2 folgt
©(f) = ab---. Da weiter p(£) = ab nicht méglich ist, mufl w # 1 gelten. Gilt
w=a--- oder w = c---, so folgt ¢(¢) = aba--- bzw. ©(£) = abc---, was
wieder nicht moglich ist. Gilt andererseits w = b, - - - oder w = by - - -, so folgt
©(f) = abbb- - -, was ebenfalls nicht moglich ist. Schlielich kénnen wir den
Fall t = bba mit den gleichen Argumenten ausschlieflen. Also gilt s; = ¢(u),
d.h. o(s) = p(ul)ss. Aus (3.4) folgt somit, da ein us mit so = p(us) existiert.
Die Behauptung (3.6) ist somit bewiesen.

SchlieBlich mufl noch die vierte Bedingung aus Lemma 2.5.1 iiberpriift
werden. Gelte t € CT(7(P)). Wir miissen ein ein ¢’ € M(X,, I,) mit 7(t') = ¢
finden. Da 7(P) die Bedingung (B) erfiillt, geniigt es, alle in Lemma 3.3.5
aufgefiihrten Fille zu untersuchen. Die ersten drei Typen und Typ (5) und
(6) aus Lemma 3.3.5 kénnen mit den gleichen Argumenten, die im Beweis
von Lemma 3.3.7 an den entsprechenden Stellen benutzt wurden, behandelt
werden. Sei nun ¢t vom Typ (4), d.h. t = psq, wobei 7(€y) = ps, 7(£1) = sq
und £y, £, € dom(P) gilt. Gelte weiter £; = [4i]1,, 8 = [s]r,, P = [p]s, und
q = [q)1,, d.h. p(¢y) =1, psund ¢(¢1) =1, sq. Wegen (3.2) kénnen wir p(4y) =
ps und ¢(¢1) = sq annehmen. Wir wihlen nun die Faktorisierung der Form
s = ¢(u)v, wobei u maximale Lénge unter allen solchen Faktorisierungen
hat. Es folgt s¢ = ¢(u)vg = ¢(¢1) und vg = @(w) fir ein w € X5 Wir
behaupten v = 1. Angenommen es gilt v # 1 und damit w # 1. Ausw =a- - -
oder w = ¢--- folgt v =a--- oder v = c¢---, was der Maximalitidt von u
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widerspricht. Also gilt w = b, --- oder w =by---. O.B.d.A. gelte w =b; - --.
Es folgt vg = bbab - - - . Aus der Maximalitéit von u folgt, dafl v # 1 ein echter
Prifix von bbab ist. Gilt v = bba, so folgt ¢(4y) = ps = pe(u)v = ---bba,
was nicht moglich ist. Gilt v = b oder v = bb, so folgt ¢©({y) = - --b. Dies ist
jedoch auch nicht méglich, denn maz(€y) = maz([¢]1,) C {a,c} impliziert
©(ly) = ---a oder p(fy) = ---c. Es sollte bemerkt werden, dafl dies der
einzige Punkt ist, wo die Tatsache maz(€) C {a,c} fiir alle £ € dom(P)
benutzt wird. Es gilt also v = 1 und damit s = p(u), d.h. p(l) = pe(u)
und p(¢1) = p(u)g. Aus (3.4) ergeben sich p', ¢ € X3 mit ¢(p') = p und
¢(¢') = q. Es folgt t = psq = [psq|1, = 7([p'uq']n,)- O

3.3.2 Der allgemeine Fall

Ein konfluentes Semi-Thue System iiber einem Alphabet ¥ bleibt konflu-
ent, wenn wir ein zusétzliches Symbol, welches nicht in den Regeln von R
auftaucht, zu ¥ hinzufiigen. Dieser triviale Sachverhalt ist fiir Spurerset-
zungssysteme im allgemeinen falsch, wie das folgende Beispiel aus [Die90b],
S. 125, zeigt.

Beispiel 3.3.9. Sei (T, J) das folgende Unabhiingigkeitsalphabet:

Sei R = {ab — ¢, cd — a}. Wenn wir R als ein SES iiber M(X, I) be-
trachten, ist R konfluent, siehe [Die90b]. Es ist zu beachten, da§ R nicht die
Eigenschaft (A) erfiillt, und wir somit nicht Lemma 2.4.4 anwenden konnen.
Andererseits kann jedoch auch durch eine direkte Anwendung von Lemma
2.2.2 leicht gezeigt werden, dafl R konfluent ist. Betrachten wir jedoch R
als ein SES iiber M(T', J), so ist R nicht mehr konfluent. Hierzu betrach-
ten wir die Spur [cabfd]; = [afcdbl;. Es gilt [cabfd]; —r [ccfd]; und
[afcdbl; —x [afab;. Aus [ccfd]; = [cfed]; kénnen wir nur die Spur [cfal;
ableiten, wihrend aus [a fab]; nur die Spur [afc|; # [cfa]; abgeleitet werden
kann. Also ist R nicht konfluent.

Das folgende Lemma ist somit keine Trivialitét.



72 KAPITEL 3. LANGENREDUZIERENDE SYSTEME

Lemma 3.3.10. Sei (I, I) ein Unabhéngigkeitsalphabet und sei ¥ C I'. Ist
KOLR, (M(T', I)) entscheidbar, so ist auch KOLR(M(X,7 N (X x X)))
entscheidbar.

Beweis. Sei R ein liangenreduzierendes SES iiber M(X, 7 N (X x X)) mit
1 & ran(R). Wir beweisen das Lemma, indem wir ein lingenreduzierendes
SES P iiber M(I', I) konstruieren so, da8 1 ¢ ran(P) gilt, und R genau dann
konfluent ist, wenn P konfluent ist. Der Fall ¥ = I'" ist trivial. Existiere also
ein Symbol 0 € T'\X. Sei

P=RU{[abl; = 0|ae'\X oder beI'\X}.

Es ist zu beachten, da§ P lingenreduzierend ist, und 1 ¢ ran(P) gilt. Zu-
erst nehmen wir an, dafl R konfluent ist. Gelte s —p t und s —p u. Gilt
alph(s) C %, so folgt s =% t und s —% wu, sowie alph(t), alph(u) C ¥. Da R
konfluent ist, existiert ein v € M(X,7 N (X x X)) mit t =% v und u —% v,
was t =5 v und u —} v impliziert. Kommt andererseits ein Symbol aus I'\X
in s vor, so muf} das gleiche auch fiir £ und u gelten. Da auflerdem 1 & ran(R)
gilt, folgt [t| > 1 oder ¢ = 0. Also kann ¢ mittels P auf 0 reduziert werden.
Das gleiche gilt auch fiir w. Also ist P konfluent.

Sei nun P konfluent, und gelte s - t und s - u. Es folgt s —p ¢
und s —p u. Da P konfluent ist, existiert ein v € M(I', I) mit ¢ —% v und
u —% v. Da Symbole aus I'\Y¥ in ¢ und w nicht vorkommen, folgt ¢ =5 v
und v —% v. Also ist R konfluent. O

Wir kénnen nun das Hauptresultat dieses Abschnitts beweisen.

Satz 3.3.11. Das Entscheidungsproblem KOLR(M(X, I)) ist genau dann
entscheidbar, wenn I = () oder I = (X x X)\Idy gilt.

Beweis. Wie bereits frither erwihnt, ist fiir terminierende Semi—Thue Syste-
me und Vektorersetzungssysteme Konfluenz entscheidbar [BO81, BL81]. Sei
nun [ # @ und I # (¥ x X)\Ids. Wir miissen zeigen, daf KOLR(M(X, I))
unentscheidbar ist.

Wegen I # () existieren a,¢ € X mit alc¢ (und damit auch a # c).
Angenommen es existiert ein b € ¥\{a, c} mit (a,b) ¢ I. Dann ist einer der
beiden folgenden Graphen ein induzierter Teilgraph von (X, I):

a—cCc—) a—=~cC b
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Aus Lemma 3.3.10 sowie Lemma 3.3.4 bzw. Lemma 3.3.8 folgt dann, daf
KOLR(M(X,I)) unentscheidbar ist. Also konnen wir davon ausgehen, dafl
alz fir alle x € ¥\ {a} gilt. Aus I # (¥ x X)\Idy folgt jedoch, dal b,c € &
mit (b,c) ¢ I und b # c existieren. Da a # b und a # ¢ gelten muf}; ist der
Graph

b—a—c
ein induzierter Teilgraph von (3,7). Aus Lemma 3.3.10 und Lemma 3.3.4
folgt, dafl KOLR(M(X, I)) wieder unentscheidbar ist. O

Das negative Resultat aus Satz 3.3.11 kann sogar noch verschirft werden.

Lemma 3.3.12. Fiir jedes Spurmonoid M(X, I) ist die Menge aller Spurer-
setzungssysteme iiber M(3, T), welche ldngenreduzierend aber nicht konfluent
sind, rekursiv aufziahlbar.

Beweis. Ein Semi—Algorithmus, der testet, ob ein lingenreduzierendes SES
R nicht konfluent ist, kann wie folgt arbeiten. Es werden alle Spuren s,t, u €
M(X, I) mit 8 =% t und 8 —x u aufgezihlt. Nun testen wir, ob eine Spur v
mit ¢ =% v und u —% v existiert. Da R terminierend ist, ist dies entscheid-
bar. U

Der folgende Satz ist nun eine unmittelbare Konsequenz des vorherigen Lem-
mas und Satz 3.3.11.

Satz 3.3.13. Gilt [ # () und I # (¥ x X)\Ids, so ist KOLR(M(X, I)) nicht
semi—entscheidbar.
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Kapitel 4

Monadische Systeme

In diesem sehr kurzen Kapitel geben wir obere Schranken fiir das Konflu-
enzproblem fiir monadische Semi—Thue Systeme und monadische Vektorer-
setzungssysteme an. Diese oberen Schranken verbessern die entsprechenden
oberen Schranken fiir lingenreduzierende Systeme aus dem vorherigen Kapi-
tel. Die Frage, ob Konfluenz fiir beliebige monadische Spurersetzungssysteme
entscheidbar ist, bleibt leider ungelost.

4.1 Monadische Semi—Thue Systeme

In diesem Abschnitt zeigen wir, da KOMO(X*) in AC' enthalten ist, sich
also effizient parallelisieren 148t. Dieses Resultat folgt aus bekannten Resul-
taten iiber kontextfreie Grammatiken. Eine kontextfreie Grammatik G, kurz
CFG, ist ein Tupel G = (N, %, P, S), wobei N die Menge der Nichttermi-
nalsymbole ist, 3 die Menge der Terminalsymbole ist, wobei N N X = ) gilt,
P C N x (NUX)* eine endliche Menge von Produktionen ist, und S € N das
Startsymbol ist. Eine Produktion (A, «) € P wird gewo6hnlich in der Form
A = « geschrieben. Fiir A € N wird mit L(G, A) die Menge aller Worter
aus X* bezeichnet, die sich aus A mittels der Produktionen aus P ableiten
lassen. Die durch G definierte Sprache L(G) ist L(G,S). Eine kontextfreie
Grammatik heift 1-frei, falls keine Produktion der Form A = 1 existiert.
Das uniforme Wortproblem fiir 1-freie CFGs ist das folgende Entscheidungs-
problem:

EINGABE: Eine 1-freie CFG G mit dem Terminalalphabet > und ein Wort
s € X",
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FRAGE: Gilt s € L(G)?
Das folgende Resultat wurde in [Ruz80] bewiesen, siehe auch [GHR95], S.
176.

Lemma 4.1.1. Das uniforme Wortproblem fiir 1-freie CFGs befindet sich
in AC.

In [BJW82] wurde gezeigt, dal die Frage, ob ein Paar (s,t) € X* x X*
beziiglich eines monadischen Semi—-Thue Systems iiber . konfluent ist, auf
das Wortproblem fiir eine 1-freie CFG reduziert werden kann. Im folgenden
présentieren wir die Konstruktion aus [BJW82] um den Leser zu iiberzeugen,
daB sich die Konstruktion in AC® durchfiihren 1i8t. Sei R ein monadisches
Semi-Thue System iiber dem Alphabet ¥. Seien ¥, = {a; | « € ¥} und
Y, = {a, | a € ¥} zwei disjunkte Kopien von ¥, und sei # ein zusitzliches
Trennsymbol. Fiir ein Wort s € X* sind die Worter s; € ¥} und s, € X auf
die offensichtliche Weise definiert. Wir ordnen nun R die 1-freie CFG

Gr = (5,UX, U{S, S, S, },2U{#}, P,S)

zu, wobei P aus den folgenden Produktionen besteht!, wobei a € ¥ beliebig
ist:

S = aSa, | SiS|SS, | # G =a, a =a
S = wy, Sp=ufir (u,1) €R ap = w, a = u/® fir (u,a) €R
x= S| xS firz e X, U{S} r= S,z | xS, firz e X, U{S,}

Offensichtlich kann G aus R durch einen AC°-Schaltkreis berechnet werden.
Auflerdem gilt L(Gr) = {v#w™ | v =% v und w —% u fiir ein u € ¥*}.
Der folgende Satz ist nun einfach zu beweisen.

Satz 4.1.2. KOMO(X*) befindet sich in AC'.

Beweis. Sei R ein monadisches Semi—Thue System iiber dem Alphabet Y. In
einem ersten Schritt berechnen wir mittels eines AC?-Schaltkreises die Menge
aller kritischen Paare von R. Hierzu testen wir parallel fiir jedes Paar von
Regeln ¢y — ro und /1 — r; aus R und jede Faktorisierung ¢y = st mit ¢t # 1,
ob /; ein Prifix von t ist, oder ob ¢ ein Prifix von /¢ ist, was in konstanter
Tiefe mittels Gattern von unbegrenzten Eingangsgrad getestet werden kann.

LFiir ein Wort s bezeichne s™V das Wort s riickwirts gelesen.
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Ist dies der Fall, so erhalten wir offensichtlich ein kritisches Paar. In einem
zweiten Schritt mu$ fiir jedes kritische Paar (v, w) getestet werden, ob (v, w)
konfluent ist. Hierzu berechnen wir mittels eines AC’-Schaltkreises aus der
Eingabe R die 1-freie CFG G und iiberpriifen nach Lemma 4.1.1 in AC!,
ob v#w™ € L(Ggr) gilt. O

Es sei noch erwihnt, dafl aus den oben prisentierten Resultaten natiirlich
auch folgt, dafl sich das uniforme Wortproblem fiir konfluente und monadi-
sche Semi-Thue Systeme in AC' befindet. Auch fiir dieses Problem erhalten
wir also eine schirfere obere Schranke gegeniiber dem ldngenreduzierenden
Fall.

4.2 Monadische Vektorersetzungssysteme

Analog zu Semi-Thue Systemen reduziert sich auch fiir Vektorersetzungssy-
steme die Komplexitit des Konfluenzproblems beim Ubergang vom lingen-
reduzierenden Fall zum monadischen Fall. Dies ist der Inhalt das folgenden
Satzes.

Satz 4.2.1. KOMOYV befindet sich in NP.

Beweis. Der Satz folgt leicht aus Resultaten aus [Huy83, Esp97], welche be-
sagen, dafl das Erreichbarkeitsproblem fiir kommunikationsfreie Petri—Netze
in NP enthalten ist?. Unter Benutzung der Aquivalenz von Petri-Netzen und
Vektorersetzungssystemen ist ein Vektorersetzungssystem R kommunikati-
onsfrei, falls |¢| = 1 fiir alle £ € dom(R) gilt. Ist nun R ein monadisches
Vektorersetzungssystem iiber 3, so kann wie folgt in NP entschieden werden,
ob R konfluent ist: Zunéchst werden alle polynomiell viele kritischen Paare
von R nach Definition 3.2.1 konstruiert. Sei (s,t) € X% x ¥® eines dieser
kritischen Paare. Es ist zu iiberpriifen, ob das Paar (s,t) konfluent ist. Hier-
zu raten wir ein u € X% mit |u| < [s| und |u| < [¢|. Es geniigt in NP zu
iberpriifen, ob s =% v und ¢t =% wu gilt. Um zu iiberpriifen, ob s =% u gilt,
konstruieren wir das folgende Vektorersetzungssystem P iiber X U{$}, wobei
$ ¢ ¥ ein zusitzliches Symbol ist:

P={r—=t|(tr)eR,|rl=1}U{$—> 0] (1) e R}

Dieses Problem ist sogar NP—vollstéindig [Huy83, Esp97].
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Es ist zu beachten, dafl P kommunikationsfrei ist. Dann gilt offensichtlich
s =% u genau dann, wenn u$* —% s fiir ein 0 <7 < |s| — |u/ gilt. Es geniigt
somit eine Zahl 7 aus diesem Bereich zu raten, wobei zu beachten ist, dafl
bit(i) polynomiell in bit(s) beschrinkt ist, und dann u$* —% s in NP zu
verifizieren. O

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei offenen Fragen:

o Ist KOMOV NP-vollstindig? Hierfiir scheint zu sprechen, dal das
Erreichbarkeitsproblem fiir kommunikationsfreie Petri—-Netze NP—voll-
standig ist. Andererseits treten in den Konstruktionen aus [Huy83,
Esp97] unerwiinschte kritische Paare auf, und es scheint nicht klar zu
sein, wie dieses Problem behoben werden kann.

e Wie lautet die Komplexitdt, wenn in Satz 4.2.1 die Dimension fixiert
wird, d.h. was ist die Komplexitiit von KOMO(N¥) fiir ein festes k € N.



Kapitel 5

Loschende Systeme

In diesem Kapitel betrachten wir 16schende Spurersetzungssysteme, welche
innerhalb dieser Arbeit die am stirksten eingeschrinkte Klasse von Spurer-
setzungssystemen bilden. Das Hauptresultat dieses Kapitels ist die Entscheid-
barkeit des Konfluenzproblems fiir beliebige 16schende Spurersetzungssyste-
me. Wir werden hierzu einen Algorithmus angeben, der fiir eine allgemeinere
Klasse von Spurersetzungssystemen Konfluenz entscheidet. Ist auflerdem das
betrachtete SES kein Vektorersetzungssystem, so arbeitet dieser Algorithmus
sogar in polynomieller Zeit. Der Fall eines loschenden Vektorersetzungssy-
stems wird im folgenden Abschnitt separat betrachtet.

5.1 Loschende Vektorersetzungssysteme
Der folgende Satz ist einfach zu zeigen.
Satz 5.1.1. KOLOV befindet sich in P.

Beweis. Sei R ein loschendes Vektorersetzungssystem iiber dem Alphabet
¥ ={ai,...,an}. Um zu iiberpriifen, ob R konfluent ist, geniigt es, fiir jedes
kritische Paar (nach Definition 3.2.1) (s,t) € X% x X% beliebige Normalfor-
men von s und ¢ zu berechnen und zu testen, ob diese Normalformen gleich
sind. Es bleibt somit zu zeigen, dafl eine Normalform eines kommutativen
Wortes s = a¥t - -akm € % beziiglich eines 16schenden Vektorersetzungssy-
stems R in P berechnet werden kann. Sei dom(R) = {¢1,... ,¢,}. Sei weiter
so = s, und fiir alle ¢ € {1,... ,n} sei s; eine Normalform von s;_; beziiglich

des einelementigen Vektorersetzungssystems {¢; — 1}. Es ist dann einfach zu
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sehen, daf s, eine Normalform von s beziiglich R ist. Es geniigt somit zu zei-
gen, daf} eine Normalform von a’fl -+ akfm beziiglich eines Systems der Form
{ai* ---alm — 1} in P berechnet werden kann. Dies ist jedoch recht einfach.

Zunichst muf fiir alle s € {1,...,m} der ganzzahlige Quotient ¢; = |k;/j;]

berechnet werden, und das Minimum ¢ = min{qi,... ,¢n} gebildet werden.
Die gesuchte Normalform ist dann a§'~97" ... gfm=am. O

Fiir den l6schenden Fall ergeben sich dhnliche Fragen wie fiir den monadi-
schen Fall:

e Ist KOLOV P-vollstindig?

e Wie lautet die Komplexitét, wenn in Satz 5.1.1 die Dimension fixiert
wird, d.h. was ist die Komplexitit von KOLO(NF) fiir ein festes k € N?

Es sollte noch erwidhnt werden, dafi auch fiir 16schende Vektorersetzungs-
systeme das Erreichbarkeitsproblem NP-vollstindig ist. Dies folgt aus der
Tatsache, daf das SUBSET SUM-Problem [GJ79], S. 223, NP-vollstéindig
ist.

5.2 Loschende Spurersetzungssysteme

In [Die90b] wurde die Frage gestellt, ob Konfluenz fiir l6schende Spurerset-
zungssysteme entscheidbar ist. In diesem Abschnitt beweisen wir, dafl dies
der Fall ist. In der Tat werden wir sogar fiir eine allgemeinere Klasse von
Spurersetzungssystemen zeigen, dafl Konfluenz entscheidbar ist.

Wir sagen, daf ein SES R iiber dem Spurmonoid M(X, I) die Bedingung
(C) erfiillt, falls gilt:

(C1) Fiir alle (€y,79), (€1,71) € R, alle Faktorisierungen £, = pgsqo,
£, =pisq; mit s # 1, poIp; und qo I q; und alle a € X gilt:
Aus (a I p1sqo oder a I pysqy) folgt (arg = roa und ar; = rqa).

(C2) Fiir alle (£y,70), (€1,71) € R und alle Faktorisierungen £, = poqo,
£ = piqi mit p; # 1 # q; fiir i € {0,1}, po I p1 und go I q; gilt:
Es existieren Faktorisierungen ry = sotg, 71 = 81t1 so, dafi fiir alle
a € ¥ und alle ¢ € {0,1} gilt:
Aus a I p; folgt a I s; und aus a I q; folgt alt;.
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Es ist zu beachten, daf§ ein lingenreduzierendes SES, welches die Bedingung
(C) erfiillt, auch die Bedingung (A) erfiillt: Bedingung (A2) stimmt mit der
Bedingung (C2) iiberein und die Bedingung (C1) impliziert (Al) wie folgt:
Gilt a I £ fiir eine Regel (£, 7) € R mit £ # 1!, so muf} nur die Faktorisierung
L = pysqy = p18qy mit pp = qo = p1 = ¢ = 1 und s = £ # 1 betrachtet
werden. Aus Bedingung (C1) folgt dann ar = ra. Offensichtlich erfiillt jedes
l6schende SES die Bedingung (C).

Satz 5.2.1. Das folgende Problem ist fiir jedes Spurmonoid M(X, I) ent-
scheidbar:

EINGABE: Ein lingenreduzierendes SES R iiber M(X, I), welches die Be-
dingung (C) erfiillt.

FRAGE: Ist R konfluent?

Gilt auBerdem I # (X x X)\Idyx, so befindet sich dieses Problem sogar in P.

Es ist zu beachten, dafl nach den Resultaten aus Abschnitt 3.3 Konfluenz
fiir langenreduzierende Spurersetzungssysteme, welche die Bedingung (A)
erfiillen, unentscheidbar ist.

Beweis. Sei (X, I) ein Unabhéngigkeitsalphabet, und sei R ein lingenredu-
zierendes SES iiber M(X, I), welches die Bedingung (C) erfiillt. Sei NF ein
Algorithmus, der fiir ein lingenreduzierendes SES R iiber M(X, I) und eine
Spur u € M(X, I) eine beliebige Normalform NF(u,R) von u beziiglich R
berechnet. Sei KONF der Algorithmus in Abbildung 5.1.

Zuerst zeigen wir, dafl R nicht konfluent ist, falls KONF R nicht konflu-
ent“ ausgibt. Fithrt KONF die Zeile () aus, so existieren Regeln £; — 7 und
£, — ry in R sowie Faktorisierungen £y = pysqo und £; = p;sq; mit s # 1,
Po I pr und qg I gq;. AuBlerdem existieren Normalformen ug von porige und
uq von Pi7roq; mit ug # u;. Dann ist aber R in der Tat nicht konfluent, denn
DP1P0Sqoq1 —Rr P1T0q1 — w1 und p1Pe8qeq1 = PoP18q19o0 —Rr PoT1qo %
uo. Nehmen wir nun an, daf KONF die Zeile (xx) ausfiithrt. Dann gilt also
uy = u; = u, aber es existiert ein a € X mit a I p1sqy oder a I pysq;, und
es existiert eine Normalform vy von au und eine Normalform v, von wa mit
vo # v1. Gelte a I p18go. Da R die Bedingung (C1) erfiillt, folgt arq = roa
und ar; = ria. Es folgt p1posqoaq: —r pimoaqs = apiroqi —% au —% vy

!'Da R lingenreduzierend ist, mufl £ # 1 gelten.
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Input: Ein lingenreduzierendes SES R iiber M(X, I), welches die Be-
dingung (C) erfiillt.
begin
forall ((£y — 7¢), (&4 = r1)) € R xR do
forall py, pi1, qo, q1, s with
£y = Posqo, £1 = P18q1, s # 1, po I p1, qo I q1 do
nfy := NF(por1qo, R); nf; := NF(p17roq1, R);
if nf, # nf, then
(%) return ;R nicht konfluent“

else
u = nfy(= nfy);
forall a € ¥ with (aIp;sqy) or (alpysq;) do
nfy := NF(au, R); nf, := NF(ua, R);
if nfy # nf, then
(%) return ,R nicht konfluent“
endfor
endfor
endfor
(¥x%) return , R konfluent®
end

Abbildung 5.1: Der Algorithmus KONF

und

P1Po8qoaq1 = PoP18qoaq1 = PoaP18q19o — R
PoaT1qo = PoT19oa —+5 UQ —] V1.

Also ist R nicht konfluent. Der Fall a I pgsq; kann analog behandelt werden,
indem die Spur papysqoq; anstatt der Spur pi1posqoaq; betrachtet wird.
Nehmen wir nun an, dal KONF in Zeile (x * *) , R konfluent* ausgibt.
Wir miissen zeigen, dal R konfluent ist. Durch eine Induktion {iber die Léinge
von Spuren geniigt es, die folgende Implikation fiir alle ¢ € M(X, I) zu zeigen:

Ist R konfluent auf allen Spuren ¢’ mit |¢'| < [¢|, so ist R konfluent auf ¢.

Sei also t € M(X, I), und sei R konfluent auf allen kiirzeren Spuren. Wir
miissen zeigen, daf alle Paare (&g, ¢;) mit ¢ —% ¢, und t —7%, ¢, fiir beliebige
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1,7 > 0 konfluent sind. Der Fall i = 0 oder j = 0 ist trivial. Nehmen wir fiir
einen Moment an, daf} alle Falle mit ¢ = 1 = j schon behandelt wurden. Wir
kénnen dann die Argumente aus dem Standardbeweis von Newmans Lemma
benutzen: Aus t —x 8o —% to und t —x s; —% t; folgt, da} ein s mit
8o —5 s und s; —% s existiert. Wegen [sy| < [t|, so =% to und sy —% s
existiert eine Spur w mit ¢y —% u und s —% wu. Aus |s1| < |t|, s1 =% t; und
81 =% 8 —% u folgt schliefllich t; =% v und w =% v, d.h. t( =% u =5 v
fiir eine Spur v.

Es geniigt somit fiir alle Regeln (£y, 1), (£1,71) € R und alle Faktori-
sierungen t = wuolyvy = u1€1v; zu zeigen, dafi das Paar (uorovg, uirivy)
konfluent ist. Lemma 2.2.2 angewandt auf die Identitit wobpvy = ui€1v;
liefert neun Spuren p;, g;, w;, y; (1 € {0,1}) und s mit

e Ly =posqy, £ =pisq,

® Uy = Yop1Wi, Ui =YoPoWo, Vo= Woq1Y1, V1= WiqoYi1,
e polp, qlq, woylw,, wolpisq, wilpysqi,

® 1 = YoPoWoP18q1W190Y1 = YoP1W1PoSGoWoq1Y1,

siehe auch die folgende Graphik:

Vi || W1 | Go | Y1
£y | p1 | s | @
Ui || Yo | Po | Wo

| wo [ & | vo |

Es ist zu zeigen, dafl das Paar (yopoworiwiqoy1, Yop1wiroweq1y;) kon-
fluent ist. Angenommen es gilt yo # 1 oder y; # 1. Fiir die Spur ¢’ =

PowP18q1w1qy = Prw1PeSgowoq: gilt dann [¢'| < [t] und
t' = powobrwi1qy —r Powor1w1qy, ' = prwilyweq; —r PrwITEWq:-
Also ist das Paar (poworiwiqo, prwiroweq;) konfluent. Dies gilt dann aber

auch fiir das Paar (yopoworiwi1qoy:, Yop1wirowoq1y:). Wir kénnen also
Yo = y1 = 1 annehmen und das Paar

(pOwO'rl'UJIQOa P1w17’0’wOQ1)
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betrachten. Gilt s = 1, d.h. €3 = poqo und £; = p1q;, so ist dieses Paar
wegen Lemma 2.4.2 konfluent?. Gelte also s # 1. Dann haben wir eine der
Situationen vorliegen, die in den zwei duflersten forall-Schleifen von KONF
betrachtet werden. Da wir annehmen, dal KONF ‘R konfluent® ausgibt,
existiert eine Spur w4 mit por1qo —% u und p17roq1 —% u. Aus Bedingung
(C1) sowie wo I p1sqo und wy I posqy folgt auBerdem r;w; = w;r; fiir i, j €
{0,1}. Es ergibt sich somit powori1wiqy = wWiPerigowy —5 wWiuw, und
P1wW1T)Woq1 = WoP1T0q1 W1 —5% wouw;. Es geniigt also zu zeigen, dafl das
Paar (w;uwy, wouw;) konfluent ist. Der Fall wy = 1 = w; ist trivial. Gelte
also 0.B.d.A. wy = wa fiir ein a € X. Wegen wy I p1sqq gilt auch a I p;sqp.
Also ist a € ¥ eines der Symbole, die in der innersten forall-Schleife von
KONF betrachtet werden. Also muf} eine Spur v mit au —% v und ua =% v
existieren. Es folgt

wuaw; =5 wow; und  WuWw; = Wauw; —5 Wow;. (5.1)

Betrachten wir die Spur ¥ = pywp;sqiwi1qy = powliwiqy. Die Spur ¢
entsteht aus ¢ durch ersetzen des Faktors wy = wa durch w. Es gilt [¢/| < [¢],
und da w als Faktor von w, mindestens die gleichen Unabhingigkeiten wie
wy erfiillt, gilt ' = pywipysqowq; = piw bywq, sowie wry = row und
wr; = ryw (wegen Bedingung (C1) und p;sgy I w). Also gilt

t —R PoWT1W1qy = W1PyT1qoWw —);3 wiuw und

t' =g PrwITOWG) = WPITeq1W — WUW).
Es folgt wiuw —% « und wuw; —% « fiir eine Spur x. Also gilt
wiuw)y = Wiuwa —% o  und  wucw; = wuw 0 —j Ta. (5.2)

Aus wuaw; —% wow; (siehe (5.1)), wuaw; —% xa (siehe (5.2)) und
lwuow; | = |lwouw;| < |weperi1gow:| < [powop1Sq1wiqy| = |t| (wobei die
strikte Ungleichung aus |r1| < |p1sq:| = [€| folgt), ergibt sich schlieflich
wvw; =5 z und xa —% z fiir eine Spur z. Wir erhalten somit wouw; —%
wvw; —% z aus (5.1) sowie wjuw, —% xa —% z aus (5.2). Also ist
das Paar (wyuw;, wiuwy) konfluent. Die Korrektheit von KONF ist somit
bewiesen.

Sei nun I # (¥ x ¥)\Ids. Wir behaupten, dafi der Algorithmus KONF
dann sogar in Polynomialzeit arbeitet. Dies folgt aus zwei Tatsachen:

2Es ist zu beachten, daf} R die Bedingung (A) erfiillt.
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e Fiir ein festes Unabhingigkeitsalphabet (X, I) ist die Anzahl der unter-
schiedlichen Faktorisierungen £ = psq einer Spur £ € M(3, I) durch
ein Polynom in |€| beschriankt. Dies folgt aus der Tatsache, daf die
Anzahl der Préfixe einer Spur £ durch ein Polynom in |£| beschréinkt
ist [BMS89].

e Eine Normalform einer Spur ¢ beziiglich eines lingenreduzierenden SES
R, welches kein Vektorersetzungssystem ist, kann in Zeit, die poly-
nomiell mit |¢| und |R| wichst, berechnet werden. Das Problem der

Normalformberechnung fiir lingenreduzierende Spurersetzungssysteme
wird in [Die90a, Die90c, BD95, Ber95, BD96] behandelt®.

U
Aus Satz 5.1.1 und Satz 5.2.1 ergibt sich das folgende Korollar.
Korollar 5.2.2. KOLO(M) befindet sich in P fiir jedes Spurmonoid M.

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit einem einfachen Problem, welches fiir
monadische Semi—Thue Systeme entscheidbar ist, jedoch schon fiir 16schende
Spurersetzungssysteme, die nur eine Regel enthalten, im allgemeinen unent-
scheidbar ist. Fiir ein SES R iiber M(X, I) und eine Menge L C M(X, ])
sei AR(L) = {v e MX,I) | Ju € L : u —% v} die Menge aller Nach-
folger von L beziiglich R. Ist L C ¥* eine erkennbare Wortsprache und R
ein monadisches Semi-Thue System iiber 3, so ist auch die Menge A% (L)
erkennbar [BO85]. Jedoch bereits fiir 16schende Spurersetzungssysteme, die
nur eine Regel enthalten, ist dies falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.2.3. Sei ¥ = {a,b,c} und I = {(a, ), (c,a)}. Die Spur u = [abc];
ist offensichtlich zusammenhingend. Nach Ochmanskis Theorem ist die Spra-
che L = {u}* erkennbar. Sei R das léschende SES {b — 1}. Angenommen
A% (L) ist erkennbar. Dann ist aber auch {v | alph(v) C {a,c}} N A%L(L) =
{[a™c"]; | n > 0} erkennbar, was nicht der Fall ist, siehe z.B. [DR95], S. 172.

Fiir eine Menge C von Spurersetzungssystemen iiber einem festen Spurmono-
id M(3, I) definieren wir das erweiterte Wortproblem fiir C als das folgende
Entscheidungsproblem [BO85]:

3Die dort betrachteten Algorithmen sind alle nicht—uniform, d.h. das SES beziiglich
dem reduziert wird, ist nicht Teil der Eingabe. Es ist jedoch leicht zu sehen, daf3 diese
Algorithmen auch im uniformen Fall, wo also das SES mit Teil der Eingabe ist, immer
noch in polynomieller Zeit arbeiten.
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EINGABE: Ein SES R € C und zwei erkennbare Spursprachen L, L, C
M(3, 1).
FRAGE: Existieren u; € Ly und ug € Ly mit u; <% us?

Eine einfache Konsequenz des oben erwiahnten Abschlusses von erkenn-
baren Wortsprachen unter dem Operator A%, falls R ein monadisches Semi—
Thue System ist, ist die Entscheidbarkeit des erweiterten Wortproblems fiir
monadische und konfluente Semi-Thue Systeme [BO85]. Fiir allgemeine Spur-
ersetzungssysteme gilt jedoch das folgende negative Resultat:

Satz 5.2.4. Es existieren ein Spurmonoid M(3, 1), ein @ € ¥ und ein L; C
REC(M(X, I)) so, daB fiir das 16schende und konfluente SES R = {a — 1}
das folgende Problem unentscheidbar ist:

EINGABE: Ein L, € REC(M(Z, I)).

FRAGE: Existieren u; € Ly und us € Ly mit u; <% us?

Beweis. Bekanntlich ist das Postsche Korrespondenzproblem, kurz PCP, un-
entscheidbar {iber einem zweielementigen Alphabet. Dabei kann zusétzlich
verlangt werden, dafl eine Losung des PCP mit einem ausgezeichneten Paar
beginnt, d.h. das folgende Problem, welches als modifiziertes PCP diber {a, b}
bezeichnet wird, ist unentscheidbar, siehe z.B. [HU70]:

EINGABE: Eine Menge {(s1,%1), ..., (Sn,ts)} von Paaren mit s;,¢; € {a,b}*
firie {1,...,n}.

FRAGE: Existiert eine Folge 41io---4; € {1,...,n}* mit s15;,8;, s, =
byt tiy - 15 ?

Sei also P = {(s1,t1),...,(Sn,tn)} eine Instanz des modifizierten PCPs
iiber {a,b}. Sei {@, b} eine Kopie von {a, b}, und sei # ein zusitzliches Sym-
bol. Fiir ein Wort s € {a,b}* ist das Wort 5 auf die offensichtliche Weise
definiert. Sei ¥ = {a,b,@,b, #}. Auf dem Alphabet ¥ definieren wir die Un-
abhéngigkeitsrelation I durch den folgenden Graphen:

a
N
a\b/b #

Die Symbole in {a,b} und {@,b} sind also paarweise unabhingig, wihrend
# von allen Symbolen abhingig ist. Sei

L1 = {[CL#E]I, [b#g]j}* und L2 = {[8151][} {[Sz#fl]_[ ‘ 1 S 7 S TL}*
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Aus Ochmanskis Theorem folgt, dafl L;, L, € REC(M(X, ])) gilt. Sei R =
{# — 1}. Das SES R ist also l6schend und konfluent. Das modifizierte PCP
P hat nun offensichtlich genau dann eine Lésung, wenn

Juy € Ly, us € Ly, v € IRR(R) : uy =% v, us —% v genau dann, wenn
Juy € Ly, ug € Ly,v e M(E,]) : uy =% v, us —% v genau dann, wenn

E|’U;1 € Ll,’UQ € L2 T U (-);kz U9
gilt, wobei die letzte Aquivalenz aus der Konfluenz von R folgt. O

Es konnte eine interessantes Problem sein, diejenigen Spurmonoide zu cha-
rakterisieren, fiir die das erweiterte Wortproblem entscheidbar fiir 16schen-
de bzw. monadische Spurersetzungssysteme ist. Fiir monadische Spurerset-
zungssysteme a8t sich Satz 5.2.4 folgendermafien verschirfen:

Satz 5.2.5. Es existieren ein Spurmonoid M(3, I), ein monadisches und
konfluentes SES R und ein a € ¥ N IRR(R) so, dafl das folgende Problem
unentscheidbar ist:

EINGABE: Ein L € REC(M(X, I)).

FRAGE: Existiert ein w € L mit u <% a (was gleichbedeutend mit u —% a
ist)?

Beweis. Sei P = {(s1,t1),...,(Sn,t,)} wieder eine Instanz des modifizier-
ten PCPs iiber {a,b}. Sei {@,b} eine Kopie von {a,b} und seien > und #
zwei zusitzliche Symbole. Fiir ein Wort s € {a,b}* ist das Wort § auf die

offensichtliche Weise definiert. Sei ¥ = {a, b, @, b, #,>}. Auf dem Alphabet ¥
definieren wir die Unabhéngigkeitsrelation I durch den folgenden Graphen:

a
SN #
a b
AN b/ >
Sei L = {[psit1]r} {[si#t:]r | 1 < i < n}*. Aus Ochmanskis Theorem folgt,
daB L € REC(M(X, I)) gilt. Sei R das monadische SES
R = {# — 1} U {[paa); — v, [bbb]; — >}.

Da R die Bedingung (A) erfiillt und keine nicht—trivialen kritischen Paare
besitzt, ist R konfluent. Das modifizierte PCP P hat nun offensichtlich genau
dann eine Losung, wenn Ju € L : u —} > gilt, was dquivalent zu Ju € L :
U 7% > ist. O



88

KAPITEL 5. LOSCHENDE SYSTEME



Kapitel 6

(ar, B)—Konfluenz

In diesem Kapitel untersuchen wir («, 3)-Konfluenz fiir Spurersetzungssyste-
me. Nach einigen motivierenden Vorbemerkungen werden wir das Hauptre-
sultat dieses Kapitels beweisen, welches besagt, da (o, #)-Konfluenz fiir
beliebige Spurersetzungssysteme entscheidbar ist. Dieses Resultat wird sich
als Spezialfall eines Resultats iiber die Entscheidbarkeit eines Fragments der
logischen Theorie 1. Ordnung der Einschrittersetzungsrelation —5 (wobei R
ein SES ist) ergeben. Daran anschlieflend présentieren wir einige Anwendun-
gen der Entscheidbarkeit der («, #)-Konfluenz auf das (gewohnliche) Konflu-
enzproblem fiir Spurersetzungssysteme. Wir beschliefen dieses Kapitel mit
einigen Bemerkungen zur logischen Theorie 1. Ordnung der Einschritterset-
zungsrelation —x.

6.1 Vorbemerkungen

Auch beziiglich der («, 8)-Konfluenz zeigen sich gewisse Unterschiede in
Abhingigkeit von dem zugrundeliegenden Spurmonoid, wie die folgende Be-
merkung zeigt. Ein Semi-Thue System R ist offensichtlich genau dann lokal
konfluent, wenn ein 3 > 0 existiert so, daffl R f—konfluent ist. Die eine Rich-
tung dieser Bemerkung ist trivial, da f—Konfluenz natiirlich lokale Konfluenz
impliziert. Ist andererseits R lokal konfluent, so sind alle endlich vielen kriti-
schen Paare konfluent. Wahlt man nun ein # > 0 so, daf} alle kritischen Paare
von R —konfluent sind, so folgt aus Lemma 2.4.4 die 3-Konfluenz von R!.

1Um Lemma 2.4.4 anwenden zu kénnen, mufl zwar R die Bedingung (A) erfiillen, d.h.
keine Regeln der Form 1 — r # 1 enthalten, jedoch kann diese Einschrinkung umgangen

89



90 KAPITEL 6. («,3)-KONFLUENZ

Das folgende Beispiel zeigt, dafl dieser einfache Sachverhalt fiir Spurerset-
zungssysteme nicht mehr gilt.

Beispiel 6.1.1. Wir betrachten das SES R = {ba — 1,ab — 1,c — 1} iiber
dem Spurmonoid M({a, b, ¢}, {(a, ¢), (¢,a)}). In Beispiel 2.4.5 wurde gezeigt,
dal R lokal konfluent ist. Nun gilt fiir jedes n > 0: [bac"b]; —x [¢"b]; und
[bac™b]; = [bc"ab]; —x [bc"];. Es gilt zwar [¢"b]; —% b und [bc"]; —% b,
aber das Paar ([c"b];, [bc"];) ist offensichtlich nicht (n — 1)-konfluent. Also
existiert kein 3 > 0 so, dafl R 3-konfluent ist.

Da lokale Konfluenz fiir Semi—Thue Systeme unentscheidbar ist [BO84], ist
es nach den obigen Bemerkungen unentscheidbar, ob fiir ein SES R ein # > 0
existiert so, dal R f—konfluent ist. Andererseits gilt jedoch der folgende Satz,
welcher das Hauptresultat dieses Kapitels ist.

Satz 6.1.2. KO, s(M(X, I)) ist entscheidbar fiir alle e, 5 > 0 und jedes Un-
abhéngigkeitsalphabet (X, I).

Dieses Resultat ist aus mehreren Griinden interessant. In Abschnitt 6.3 wer-
den wir mittels Satz 6.1.2 mehrere Kriterien fiir Spurersetzungssysteme her-
leiten, welche die Entscheidbarkeit der Konfluenz implizieren. Auflerdem lie-
fert Satz 6.1.2 in Verbindung mit Lemma 1.2.2 eine Moglichkeit zu beweisen,
daB ein gegebenes SES R konfluent ist, denn nach Lemma 1.2.2 geniigt es
hierfiir zu zeigen, dafl R («, a)~konfluent fiir ein o > 0 ist, was fiir ein festes
« entscheidbar ist. Dieses Verfahren ist nicht auf terminierende Spurerset-
zungssysteme beschrinkt.

Beispiel 6.1.3. Sei R das nicht-terminierende SES R = {aa — 1,aa —
a,1 — aa} iiber dem freien (und frei kommutativen) Monoid {a}* ~ N. Ein
Wort a™ bezeichnen wir im weiteren kurz mit n, d.h. R = {2 = 0,2 —
1,0 — 2}. Die drei Regeln in R bezeichnen wir mit —2, —1 und +2. Es gilt
also z.B. n — 1 m genau dann, wenn m = n — 1 und n > 2 gilt. Das SES R
ist nicht (1,1)-konfluent, denn es gilt z.B. 2 —_5 0 und 2 —_; 1, aber von 0
und 1 kénnen wir in einem Ableitungsschritt nur 2 bzw. 3 erreichen.

Andererseits ist jedoch R (2,2)-konfluent und somit auch konfluent. Im
folgenden bezeichnen wir die Relation —% mit —. Um zu zeigen, dafl R
(2,2)-konfluent ist, miissen alle Situationen der Form k —¢ m, k —7 n mit
i,j € {1,2} betrachtet werden.

werden, indem der Begriff des kritischen Paares fiir Semi—Thue Systeme anders definiert
wird.
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Dak —'m, k= nauch k+1—="m+1, k+1—7 n+]fiir jedes >0
impliziert, miissen nur endlich viele Situationen betrachtet werden. Genauer

muf fiir jede Wahl von 4,5 € {1,2} und ¢i,...,¢;,dy,... ,dj € R nur eine
Situation der Form k —, --- —¢ m, k —4, -+ —4; n betrachtet werden.
Gliicklicherweise kann die Anzahl der zu betrachtenden Situationen betracht-
lich verringert werden. Zuerst kann 0.B.d.A. ¢i,... ,¢;, dy, ... ,d; # +2 ange-

nommen werden. Andernfalls kann namlich 0.B.d.A. ¢; = +2 angenommen
werden, da Anwendungen der Regel +2 stets an den Anfang einer Ablei-
tungskette geschoben werden konnen. Gilt ¢ = 1, so folgt m =k +2 > k
und somit m =k +2 —g, --- =g, n+2und n =49 n+ 2. Gilt ¢ = 2, d.h.
m=k+2+c >k (dac>-2),s0gltm=k+2+c =g - —q
k+2+co+di+---+dj=n+2+cy und n —,9—, n+ 2+ c. Gelte also
im weiteren cy,...,¢;, dy, ... ,d; # +2. Natiirlich kann auch der Fall ¢, = d;
ausgeschlossen werden. Schliefflich impliziert £k —_o k£ — 2 —_; k — 3, dafl
k > 4 gilt, und somit auch k¥ —_1 k — 1 —_5 k — 3 gilt. Anwendungen der
Regel —1 konnen somit an den Anfang der betrachteten Ableitungsketten
geschoben werden. Da wir ¢; # d; voraussetzen, kann auch der Fall, dafl
Regel —1 sowohl in ¢y, ... ,¢; alsauch in dy, ... , d; auftaucht, ausgeschlossen
werden. Es miissen somit noch die folgenden Fille betrachtet werden.

e 4— 5o~ 50 und 4 —_1—_9 1: Es gllt 0 —7 42 2—_11.

e 4— o— 50 und 4 —_1—_1 2: Es gl]t 0 — 42 2.

4— 95— 90und 4 —_; 3: Es gilt 0 +,2 2 und 3 —_; 2.

3— olund 3 —-_1— 50: Esgilt 0 22 —_; 1.
e 3—_51lund 3 —>_;—_1 1: trivial

e 2— 50und2—_; 1:Esgilt0—,22—_4 1.

Als eine offenes Problem sei die Frage genannt, ob fiir jedes o > 0 ein SES
iber N (oder einem anderen Spurmonoid) existiert, welches (o + 1, + 1)
konfluent aber nicht («, a)—konfluent ist.

Schliefflich vermittelt Satz 6.1.2 eine genauere Kenntnis der Grenzlinie
zwischen Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit fiir das Konfluenzproblem
fiir Spurersetzungssysteme. Dies kann man wie folgt sehen. In Abschnitt 3.3
wurde bewiesen, das KOLR(M(X, I)) aufler fiir die beiden trivialen Fille
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I =0 und I = (X x X)\Ids unentscheidbar ist. Nun gilt fiir ein lingenredu-
zierendes SES R offensichtlich folgendes: Gilt 4 —% v und u = w, so ist
das Paar (v,w) genau dann konfluent, wenn das Paar (v, w) |u|-konfluent
ist. Dies gilt, da |v|, |w| < |u] gilt, und somit alle von v und w ausgehenden
Ableitungsketten aus maximal |u| vielen Ersetzungsschritten bestehen. Sei
nun f : N — N eine monotone Funktion auf den natiirlichen Zahlen. Fiir
den Moment wollen wir ein SES R f—konfluent nennen, falls aus v —% v
und v — w folgt, dafl das Paar (v,w) f(|u|)—konfluent ist. Ein lingenre-
duzierendes SES ist somit genau dann lokal konfluent (und somit konfluent),
wenn es idy—konfluent ist, wobei idy die Identitdtsfunktion auf N ist. Nach
Satz 3.3.11 ist somit ¢dy—Konfluenz unentscheidbar fiir Spurersetzungssyste-
me iiber dem Spurmonoid M(X, I), falls I # () und I # (X x X)\Ids gilt®.
Auf der anderen Seite impliziert jedoch Theorem 6.1.2, dafli f-Konfluenz
fiir eine konstante Funktion f fiir jedes Spurmonoid entscheidbar ist. Diese
Betrachtung motiviert die Untersuchung der f-Konfluenz fiir eine z.B. lo-
garithmisch wachsende Funktion. Bisher konnten jedoch diesbeziiglich keine
Resultate erzielt werden.

6.2 Beweis von Satz 6.1.2

In diesem Abschnitt werden wir Satz 6.1.2 beweisen. Wir werden diesen Satz
als ein Korollar eines allgemeineren Resultats iiber die Entscheidbarkeit eines
Fragments der logischen Theorie 1. Ordnung der Einschrittersetzungsrelati-
on —x eines SES R herleiten. Offensichtlich 148t sich die Aussage, daf ein
SES R («, f)-konfluent ist, durch eine Formel in der Logik 1. Stufe aus-
driicken, deren atomare Teilformeln alle von der Gestalt © —% y fiir Va-
riablen z und y sind. In diesem Abschnitt werden wir fiir eine Teilklasse
von Formeln, die miichtig genug ist, um die (o, §)-Konfluenz eines Spur-
ersetzungssystems R auszudriicken, zeigen, daff die Giiltigkeit in M(X, I)
einer Formel aus dieser Teilklasse entscheidbar ist. Zu diesem Zweck wer-
den wir Formeln aus dieser Teilklasse {iber eine Reihe von Transformations-
schritten auf Formeln reduzieren, deren atomare Teilformeln von der Form
x € L sind, wobei = eine Variable ist, und L eine erkennbare Spursprache
ist. Aufgrund der effektiven Abschlufleigenschaften und Entscheidbarkeitsei-
genschaften von erkennbaren Spursprachen, die wir in Abschnitt 2.3 aufgeli-

2Fiir die beiden trivialen Fille I = () und I = (£ x X)\Ids kann f—Konfluenz fiir jedes
monotone f durch Betrachtung aller kritischen Paare entschieden werden.
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stet haben, wird es sich als entscheidbar erweisen, ob eine solche Formel in
M(3, I) giiltig ist. Als Zwischenprodukte dieser Transformationsschritte wer-
den sich auch Formeln ergeben, die als atomare Teilformeln Spurgleichungen
[Dub86b, Mat97, DMM97, Die97] enthalten.

Im folgenden werden wir eine Reihe von Notationen einfiihren. Sei Var
eine abzdhlbar unendliche Menge von Variablen. Zur Bezeichnung von Varia-
blen verwenden wir die eventuell indizierten Buchstaben x, y und z. Fiir den
Rest dieses Kapitels fixieren wir auch ein Unabhéngigkeitsalphabet (3, 1),
wobei 0.B.d.A. VarNnX = ) gelte. Die Menge aller Muster sei (VarUX)*. Zur
Bezeichnung von Mustern verwenden wir die eventuell indizierten Buchsta-
ben S, T, U, V und W. Die Menge aller Variablen, die in einem Muster S
vorkommen, wird mit Var(S) bezeichnet. Ein Muster S heifit linear falls jede
Variable hochstens einmal in S vorkommt. Im weiteren gehen wir implizit
davon aus, dafl alle betrachteten Muster linear sind. Ein lineares Muster S
mit Var(S) = {z1,...,z,} bezeichnen wir auch mit S(zy,...,z,). Dies soll
jedoch nicht notwendigerweise bedeuten, dafl die Variablen xy,... ,z, auch
in dieser Reihenfolge in S vorkommen. Lineare Muster aus Var* bezeichnen
wir auch als Typen. Ein Typ ist also eine wiederholungsfreie Liste von Varia-
blen. Typen bezeichnen wir mit den eventuell indizierten Buchstaben S, T
und Y. Fiir ein Muster S bezeichnen wir mit typ(S) = mye,(S) die Projektion
von S auf die Menge aller Variablen. Insbesondere ist typ(S) ein Typ.

Wir betrachten im weiteren Formeln in der Logik 1.Stufe, die aus atoma-
ren Teilformeln der folgenden Form aufgebaut sind:

e S =T, wobei S und 7' lineare Muster sind.
e z € L, wobei L € REC(M(Z,)) und z € Var gilt.

e 7r(z) =y, wobei ' C ¥ und z,y € Var gilt.

Fir ' C ¥ ist die Menge {u € M(X,I) | alph(u) C T'} nach Lemma
2.3.1(4) erkennbar. In diesem Fall schreiben wir alph(z) C I' anstatt z €
{u e M(3,1) | alph(u) C T}. Ist R ein SES iiber M(X, I), so verwenden wir
die Formel x —5 y, wobei x,y € Var gilt, als eine Abkiirzung fiir die Formel

d21, 29 \/ (x = 21829 N\ y = 21729).

(Ar[rler
Eine Formel ¢, die genau die freien Variablen z,, ... , x, enthilt, bezeichnen
wir auch mit ¢(z1,...,x,). Eine endliche Disjunktion, wobei die genaue An-

zahl der disjunktiven Teilformeln nicht wichtig ist, bezeichnen wir auch mit



94 KAPITEL 6. («,3)-KONFLUENZ

\/ - Der Parameter « soll dabei iiber eine endliche Menge variieren. Einen

Quantorenprifix der Form 3z ... 3z, kiirzen wir auch mit 3z;(1 < i < m)
ab. Eine Substitution ist eine Funktion ¢ : Var — (VarUX)*. Die homomor-
phe Erweiterung von 9 auf die Menge ( VarUX)* bezeichnen wir ebenfalls mit
9. Ist S(z1,...,x,) ein lineares Muster so, dal auch 9(S) linear ist, so schrei-
ben wir auch 9(S) = S(I(z1)/z1, ... ,9(Tm)/Tm) = S(...0(x;)/z;...). Eine
Substitution ¥ ist eine Grundsubstitution, falls 9(x) € £* fiir jede Variable
x € Var gilt.

Die Interpretation solcher Formeln in M(X, I) ist offensichtlich. Fiir eine
Grundsubstitution 9 schreiben wir (M(X, I),7) = ¢, falls die Formel ¢ wahr
in M(X, ') wird, wenn jede freie Variable z von ¢ mit dem Wort J(x) belegt
wird. Fiir atomare Formeln gilt also

o (M(X,1),
o (M(Z, 1), (xz € L) falls [9(x)]; € L sowie

o (M(%,1), (mr(2) = y) falls mp (9(z)) =1 I(y).

Natiirlich hingt (M(X, I),d) | ¢ nur von den Werten von ¢ auf den freien
Variablen von ¢ ab. Ist @ ein Satz, d.h. enthélt ¢ keine freien Variablen,
so schreiben wir kurz M(X, I) E ¢ und sagen, dafl ¢ in M(X, I) giiltig ist.
Zwei Formeln ¢(zq, ... ,x,) und ¢(z1, ... , Z,,) heiBen dquivalent in M(3, 1),
falls fiir jede Grundsubstitution ¥ gilt: (M(X, I),?) = ¢ genau dann, wenn
(M(S, 1), 9) = 6.

SchlieBlich definieren wir fiir eine endliche Menge X C Var von Variablen
und eine Funktion o : X — 2% ein Unabhiingigkeitsalphabet (X, (o))
durch I(0) = {(z,y) | o(x) x o(y) € I'}\Idx. Die Kongruenzrelation =,
auf der Menge X* bezeichnen wir kurz mit =,. Die Funktion o soll die
Bedeutung einer Alphabetzuweisung haben, d.h. eine Variable z € X darf
nur mit solchen Spuren u belegt werden, fiir die alph(u) C o(z) gilt. Dies
erkldrt auch die Definition der Unabhéngigkeitsrelation I(o).

Wir formulieren nun einige Lemmata, in denen Aussagen der folgenden
Form gemacht werden: Eine Formel ¢, die von einer gewissen Gestalt ist, ist
in M(X, I) dquivalent zu einer Formel ¢ von einer in einem gewissen Sinne
einfacheren Gestalt. Fiir die spiteren Betrachtungen wird es dabei wichtig
sein, daf} die Formel ¢ effektiv aus der Formel ¢ konstruiert werden kann.
Wir werden diese Tatsache in den folgenden Lemmata nicht explizit mit

= (S =T) falls 9(S) =; I(T),

v)
v)
v)
(
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auffiihren. In den niichsten beiden Lemmata gelte I = (), d.h. es werden
Aussagen iiber das freie Monoid >* gemacht. Die erste Aussage ist lediglich
eine Abschwichung einer bekannten Aussage iiber konjugierte Worter.

Lemma 6.2.1. Seien s,t € Y nicht-leere Worter und sei z € Var. Die
Wortgleichung sz = zt ist in X* dquivalent zu einer Formel der Form = € L,

wobei L € REC(X*) gilt.

Beweis. Seien s,t € Y. Dann gilt fiir alle u € 3* die folgende Aussage, siehe
z.B. [Lot83]: su = ut genau dann, wenn Worter v,w € ¥* und ein n > 0
mit w # 1, s = vw, t = wv und u = s"v existieren. Hieraus ergibt sich das
Lemma unmittelbar. U

Das nichste Lemma verallgemeinert das vorherige Lemma auf den Fall meh-
rerer Variablen.

Lemma 6.2.2. Seien s1,...,Smi1,t1,--- ,tmy1 € X*. Dann ist die Wortglei-
chung

S1T182 -~ Ty Sm+1 — t1$1t2 e xmtm+1 (61)

in ¥* dquivalent zu einer Formel ¢(zq,... ,x,,) der Gestalt \/ /\x, € L,
a 1=1

wobei L; , € REC(X¥) fiir alle ¢ € {1,... ,m} und alle « gilt.

Beweis. Wir beweisen das Lemma durch eine Induktion iiber m. Der Fall
m = 0 ist trivial. Sei also m > 0. Ist weder s; ein Prifix von ¢; noch t;
ein Prifix von s;, so kénnen wir fiir ¢ die Formel z; € 0 A--- A z, € ()
wahlen. Gelte also 0.B.d.A. s; = t;s. Kiirzen von t; ergibt die Gleichung
ST182*  TmSma1 = Zito -+ Tymlme1. Gilt s = 1, so kénnen wir auch die
Variable z; kiirzen. Aus der Induktionshypothese folgt, da} die Wortglei-
chung soz9s3* TmSme1 = toXals + * Timtme1 zu einer endlichen Disjunktion

der Gestalt \/ A\ z; € Lo squivalent ist, wobei L;o, € REC(X") fiir alle
a 1=2

i € {2,...,m} und alle « gilt. Also ist die Wortgleichung (6.1) dquivalent
zu der endlichen Disjunktion \/(x1 eX*A /\:16Z € L;,). Gelte nun s # 1.

=2
Wir konnen nun die Position in t9xs - - -t Trtme1 Taten, an der sz endet.
Genauer ist die Wortgleichung sz189 - - - Sy = Z1to - - - Tty dquivalent
zu der endlichen Disjunktion aller endlich vielen Formeln der Gestalt
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(1) sz1 = @1tamy - - - tio1Ti1t' A S9Ta83 +* TrnSmy1 = V' Titig1 - Trnlimyy Mit
2<i<m+1undt; =t't" (d.h. sz, endet in ¢;) und

(2) dz,y: 2 =2y A sxy = x1te -2 1t; T A
89%983 * * * TinSmy1 = Ytiv1Tiv1tite * ** Tmlmi1,
wobei i € {2,...,m} gilt, und z und y neue Variablen sind (d.h. sz;
endet in x;, wobei 7 > 2 wegen s # 1 gelten mu$).

Es geniigt somit zu zeigen, dafl jede dieser Formeln dquivalent zu einer end-
lichen Disjunktion der gewiinschten Form ist. Betrachten wir hierzu eine
Formel vom zweiten Typ?. Durch Substitution von zy fiir z; erhalten wir die
Formel

dx,y:x; = xy A sxy = x1loxe - - -t; 1T 1t;x A

S9T283 * * * Ti—1SiXYSit1Tit1 ** * SmTmSmt1 = Ytit1Tit1 ** * tmTmbmy1, (6.2)

siehe auch die folgende Graphik.

S |x1 52|x2|---|xm|sm+1
TG | | & = 0] | %m [l
T;

Es ist zu beachten, daf} fiir jede Losung der Gleichung sx; = x1ty - - - ;-1 1,
d.h. fiir jedes Tupel (uy, ug, - . . , u;—_1, ) mit su; = uity - - - u;_1t;u, die Lingen-
beschrankung |s| = |toug - - - t;_1u; 1t;u| gilt. Offensichtlich gibt es aber nur
endlich viele Tupel (ug, ... ,u; 1,u), die diese Langenbeschrinkung erfiillen.
Wir kénnen somit eine endliche Disjunktion iiber alle Tupel (ug, ... ,u; 1,u)
mit |s| = |toug---t; 1u; 1t;u| bilden, wobei sich jede einzelne disjunktive
Teilformel durch Substitution von wu; fiir z; und w fiir z aus (6.2) ergibt. Sei
(ug,...,u; 1,u) eines der Tupel, iiber welche wir die Disjunktion bilden, und
sei weiter v = tougts - - - t;_1u;_1t;u und w = Sougsz - -+ S;_1U;_15;u. Es geniigt
zu zeigen, dafl die Formel

i1
Jy:x; =uy A sxy = x10 A /\xje{uj} A
j=2

WYSit1Tit1 " " SmTmSm+1 = Ylit1Tit1 - I Tmlmt1

3Der erste Typ kann analog behandelt werden, die Betrachtung ist jedoch einfacher.
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dquivalent zu einer endlichen Disjunktion der gewiinschten Form ist. Nach
Lemma 6.2.1 (wobei s # 1 und damit auch v # 1 zu beachten ist), kann
die Gleichung sx; = z,v durch eine Formel der Gestalt ;1 € L; mit L, €
REC(X*) ersetzt werden. Die Induktionshypothese impliziert weiter, dafi die

Gleichung wys;11Tit1 - - SmTmSme1 = Yliv1Tiv1 - tmTmtme1 dquivalent zu
m

einer endlichen Disjunktion der Gestalt \/(y € K, A /\ z; € Lj,) ist?,
a Jj=i+1

wobei Ko, Lj, € REC(X*) fiir alle j € {i +1,...m} und alle a gilt. Wir

erhalten so die Formel

i—1 m
dy:zi=uy AN xy € L1 A /\IEjE{Uj}/\\/(yEKa/\ /\ ijLj,a)-

j=2 a j=it+l

Diese Formel ist dquivalent zu der Formel

i—1 m
\/(.Tl el A /\.Z‘j S {Uj} A xi € uKy A /\ xj € Lj,a)v
a j=2 Jj=i+1

wobei uK, = {uv' € ¥* | v’ € K,} € REC(X*) gilt. Dies beendet den Beweis
des Lemmas. O

Im folgenden sei das fixierte Unabhingigkeitsalphabet (X, I') wieder beliebig.
Das néchste Lemma verallgemeinert Lemma 6.2.2 von Wortern auf Spuren.

Lemma 6.2.3. Sei z1,... ,7, € Var, 0 : {z1,...,%,} — 2%, und seien
S(z1,...,2m), T(x1,...,2y,) lineare Muster mit typ(S) =, typ(T). Dann ist
die Formel

m

S(@y, .. @m) =T(@1,- - &m) A\ alph(z;) C o(x:) (6.3)

1=1

m
in M(33, I) dquivalent zu einer Disjunktion der Gestalt \/ /\ x; € L; o, wobei
a i=1

Lo, € RECMM(X,])) fiir alle i € {1,... ,m} und alle « gilt.

4Es ist zu beachten, da8 wegen i > 2 diese Gleichung m — i + 1 < m viele Variablen
enthalt.
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Beweis. Sei (I'y,...,I';) eine beliebige Cliqueniiberdeckung des Abhéngig-
keitsalphabets (X, (3 x £)\7). O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl das Mu-
ster S(z1,...,2y) von der Form S = $12189%s . . . ST Smy1 ist, wobei s; €
Y* gilt. Firalles € {1,... ,m} und j € {1,... ,n} sei z; ; eine neue Variable,
die verschieden von den Variablen zy,...,zy, ist. Die Variable z; ; soll die
Projektion von z; auf die Clique I'; représentieren. Da das Alphabet von z;
auf die Menge o(z;) beschrinkt ist, konnen wir im Fall o(x;) NT'; = 0 die
Variable x; ; durch das leere Wort 1 ersetzen. Zu diesem Zweck definieren wir
Vi€ {1}U{z;; |1 <i<m,1<j<n}durch (i) V,; =1fallso(z;)N; =0
gilt, und (ii) V; ; = z; ; sonst. Fiir j € {1,... ,n} sei das Muster S; definiert
durch

Sj = mr; (s1)Vijmr; (2)Vay = T, (8m) VinygTr; (Smer) -

Das Muster S; représentiert somit die Projektion von S auf die Clique I';.
Das Muster T ist analog definiert. Wir behaupten typ(S;) = typ(7;) fiir alle
j €41,...,n}. Dies kann wie folgt gezeigt werden:

Wegen typ(S) =, typ(T) existieren ein xk > 0, sowie Typen Tj
und Uy, und Variablen y, z, € {z1,... , 25} fir k € {0,...k— 1}
mit

e typ(S) =80 =, S1 =5 - =, S, = typ(T),
o Si = Tiypzrlhy,  Sky1 = Trzpyplhe  und  yi I(0) 2

Insbesondere gilt o(yx) X o(zx) C I. Fiir k € {0,...,x} und
j € {1,...,n} sei S  der Typ, der aus S; durch Ersetzen je-
der Variablen z; durch V, ; entsteht. Es folgt typ(S;) = Sp; und
typ(T;) = Sk,;- Es muBl somit nur noch Sy ; = Sjyq,; fiir alle
k € {0,...k—1} gezeigt werden. Hierfiir geniigt es, o (yx)NL; = 0
oder o(z;) NT; = 0 fiir alle £ € {0,...x — 1} zu zeigen. An-
genommen es gilt o(y,) NT; # 0 # o(z) NT;. Also existie-
ren a € o(yg) NI und b € o(z) NT;. Wegen a,b € T gilt
(a,b) & I. Wegen a € o(yx) und b € o(z) widerspricht dies aber
o(yx) x o(z) C 1.

Weiter folgt aus Lemma 2.1.1, daf§ die Formel (6.3) in M(X, ) dquivalent zu
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der Formel
sz,](1§2<m,1 S]Sn)

/\(S] = ,T] A /\ij (J?Z) = xi,j A alph(aci,j) g O'(J?Z) N FJ) (64)

ist. Wegen alph(z; ;) C I';, und da I'; eine Clique fiir alle j € {1,...,n}
ist, kann die Gleichung S; = Tj als eine Wortgleichung iiber dem Alphabet
I'; betrachtet werden. Mit typ(S;) = typ(1}) fur alle j € {1,...,n} folgt

aus Lemma 6.2.2, daf die Formel S; = T, A /\alph zij) C o(z;) NT;
i=1

in F;‘- dquivalent zu einer Formel der Gestalt \/ /\x” € L, ;. ist, wobei

a i=1
Lijo € REC(I) fiir alle o gilt. Also ist (6.4) in M(X, I) dquivalent zu der
Formel

n m
szj(l <1<m,1<5< TL /\ \//\ T € Li,j,a VAN ij(xi) = Jii’j),
i=1 @ i=1

welche wiederum dquivalent zu einer Disjunktion von Formeln der Gestalt

m n

Elxi,j(l <1<m,1<35< n) : /\ /\(.’L‘i,j S Li,j A 7Trj($i) = l‘i,j),
i=1j=1

dh/\mz e {u e M(Z, ) \/\wj ) € L;;}, ist, wobei L;; € REC(T}) gilt.

i=1 j=1
Nach Lemma 2.3.3 gilt {u € M(X, 1) /\ ) € L j} € RECM(X, 1)),
j=1
was den Beweis beendet. O

Das folgende Lemma ist eine einfache Konsequenz aus Lemma 2.2.2, siehe
auch Abbildung 6.1. Es sollte beachtet werden, dafl eine Formel o(z,y) der

Form \/(alph(x) C oa(x) A alph(y) C o4(y)) existiert so, dal ¢(z,y) unter

der Belegung z +— s, y — t in M(X, I) genau dann wahr wird, falls [s]; I [t];
gilt.
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Ys | 21,3 | S1,3 | 22,3 | 52,3 | %33
to || ti,2 | Ur2 | T22 | U22 | 132
Yo || 21,2 | S1,2 | #2,2 | S2,2 | 32
by || T | w1 | B2, | w2 | 31
Yi || 1,1 | S1,1 | 22,1 | S2,1 | ”3,1

ENENENIPEEY

Abbildung 6.1: Die Gleichung 151225223 = y1t1y2toys: Die [u; ;] reprisen-
tieren hierbei Faktoren der Spuren [s;];, [t;];, die nicht in den disjunktiven
Teilformeln auftreten, iiber die jedoch die Disjunktion gebildet wird.

Lemma 6.2.4. Seien S(x1,...,%y) und T(y1,...,y,) lineare Muster mit

typ(S) = x1 -+ T, typ(T) = y1---yn und Var(S) N Var(T) = 0. Sei weiter

o:{T1, . T, Y1, ,Yn} — 2%. Dann ist die Formel

S(@1, -y xm) =T, yn) A J\ alph(z:) C o(a:) A J\ alph(y;) € o(y;)
i=1 j=1

in M(3, I) dquivalent zu einer endlichen Disjunktion der Gestalt

3zl <i<m1<j<n):

a

m n
/\ i = Tia(2i15 2i2, - 5 Zin) A /\ Yi = Sja(214s 225 - -+ 5 Zmj) N
i=1 j=1
m n
NN alph(zi5) € 7al2i)),
i=1j=1
wobei fiir alle a gilt:
e 7,:{zi;|1<i<m,1<j<n}—2%
o typ(Sja) = 21,5225+ 2my und typ(Tia) = zi1zip -~ Zim

e ((i<k,l<j)oder x;I(0)zy oder y; I(o) y;) impliziert z; ; I(74) 2k
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Lemma 6.2.5. Seien sg, s1,...,8, € X%, seien z1,...,x, und z paarweise
verschiedene Variablen, und sei L € REC(M(33, I)). Dann ist die Formel

T = 80151 " Tp-15n—1TnSn N T € L (6.5)

in M(3, I) dquivalent zu einer endlichen Disjunktion der Gestalt

n
\/(37 = S0T151 """ Tp-15n—1TnSn N /\mz € Li,a)a

a =1
wobei L, , € REC(M(X, I)) fiir alle ¢ € {1,... ,n} und alle « gilt.

Beweis. Sei ¢(z,z1,...,z,) eine Formel von der Gestalt (6.5). Sei (Q, h, F)
ein M(X, I)-Automat, welcher L erkennt. Fiir i € {0,... ,n} sei h(s;) = a;.
Wir bilden nun eine endliche Disjunktion iiber alle endlich vielen Folgen
b1, ...,b, von n Elementen b; € @) so, daf agb1a; - - - by_10,_1bpa, € F gilt.
Fiir jede solche Folge by, ... , b, notieren wir die Formel

n
1
T = SgT181*** Tpe1Sn—1TnSn N /\:1:Z € h (b)-

i=1
Es ist leicht zu sehen, daf} die so resultierende Formel dquivalent zu ¢ ist. O

Unter einem gerichteten Graph verstehen wir ein Paar ({1,...,n}, E), wo-
bei E eine bindre Relation auf der Menge {1,...,n} ist. Wir sagen, daf
der gerichtete Graph ({1,... ,n}, E) schwach zusammenhdingend ist, falls der
(ungerichtete) Graph ({1,...,n},{(4,7) | i # 4,(1,j) € EV (j,i) € E}) zu-
sammenhingend ist. Sei n > 1, seien x4, ... ,x, paarweise verschiedene Va-
riablen, und sei ({1,...,n}, F) ein schwach zusammenhéngender gerichteter
Graph. Weiter sei R, ; fiir alle (4,j) € E ein SES {iber M(3, I). Dann nen-
nen wir die Formel /\ (z; —r,, 7;) eine zusammenhdngende Konjunktion.
(i,j)€E

Ist R das triviale SES {1 — 1}, so gilt + —% y genau dann, wenn =z = y
gilt, weshalb also auch die Gleichheit von Variablen in zusammenhéngenden
Konjunktionen ausgedriickt werden kann.

Lemma 6.2.6. Sei ({1,...,n}, E) schwach zusammenhingend. Eine zusam-
menhéingende Konjunktion ¢(x1,...,2,) von der Form /\ (z; =R, x5)
(ij)eE
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ist in M(X, I) dquivalent zu einer Formel der Gestalt

\/Elyla"' y Ym /\SL'Z - za yla"' aym) /\/\yj ELj,a A a'lph(y]) go-a(yj)}a

j=1
wobei fiir alle « gilt:

e L;, € REC(M(3, 1)) fiir alle j € {1,...,m}

Oq - {yla"' aym} — 2>
o typ(Ska) =0, typ(Si,e) fiir alle k,i € {1,... ,n}
Beweis. Seien F und ¢(z1, ... ,z,) wie im Lemma beschrieben. Wir beweisen

das Lemma durch eine Induktion iiber |E|. Gilt E = (), so mufl n = 1 gelten,
und ¢(z;) liefert fiir jedes z; den Wahrheitswert wahr. Wir kénnen dann die
Formel 3y, : z; = y; wahlen. Sei nun F # (). Wir kénnen dann die folgenden
drei Félle unterscheiden:

Fall 1: E = {(4,7)} UF, i # j und ({1,...,n}, F) ist schwach zusam-
menhéngend:
0O.B.d.A. kénnen wir 4 = 1 und j = 2 annehmen. Aus der Induktions-
hypothese folgt, daf die Formel /\ (z; —r,,; ©;) in M(X, ) dquivalent zu
(i.d)EF
einer Formel der Gestalt

\/Elyla - Ym /\xz - za yla cee aym) A /\yj € Lj,a A alph(yj) g Ta(yj)]
« j=1
ist, wobei fiir alle « gilt:
o L;,, € REC(M(X,1)) fiir alle j € {1,...,m}
To Y1y s Ym} — 2%
o typ(Sk.a) =r. typ(Siq) fiir alle ki € {1,... ,n}
Also ist ¢(z1, ... ,2,) in M(X, I) dquivalent zu der Formel

\/Elyl,... Ym [T1 Ry, T2 A /\xz— Sia1y - 3 Ym) A

=1

/\ y; € Lj,a A alph(yj) C Ta(yj)}'

i=1
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Ersetzen von z; —g, , 72 durch \/ 21,20 (X1 = 21829 N\ Ty = 21729)
([€]1,[r]r)€R1,2
und einige elementare logische Umformungen (nach aufien schieben der Dis-

junktion \/ und des Quantorenpriifix 3z, z3) ergeben die Formel
([er,[r]1)€R,2

\/ \/ Y1y s Yms 21, 22 [Sl,a = z1lzy N Sg,a = 21729 N\
a ([€r,[r]lr)ER1,2

/\-Ti = Si,a(yb .. 7ym) A /\ Y € Lj,a A a’lph(y]) g Ta(yj)}'
i=1

i=1

Fiir die weiteren Betrachtungen geniigt es, in der obigen Formel eine Regel
([€l1,[]1) € R12 und ein a auszuwéhlen und zu zeigen, dafl die folgende
Formel dquivalent zu einer Formel von der gewiinschten Form ist, wobei wir
den Index a weggelassen haben:

Y1, e Yms 21, 22 [Sl(yl, ceosYm) = 218za N So(Y1, - Ym) = 21722 A
/\CL'Z' = Si(yla - ,’ym) A\ /\ y]‘ € Lj A alph(yj) Q T(yj):|, (66)
i=1

=1

wobei L; € REC(M(X, 1)) fiir alle j € {1,...,m} und typ(Sk) = typ(S:)
fiir alle k,7 € {1,...,n} gilt. O.B.d.A. kénnen wir typ(S1) = V1% Ym
annehmen. Nach Lemma 6.2.4 kénnen wir die Teilformel

Si(Yts- - s Ym) = 21€22 A /\ alph(y;) € 7(y;)
7j=1
von (6.6) durch eine endliche Disjunktion der Form
V(1 <i<m1<;j<2):

B
k1= Tﬂ(yl,layZla .- aym,l) N z9 = Uﬂ(yl,QayQ,% .- aym,2) A

m
/\yi = Yinlipyiz N alph(yir) C op(yin) A alph(yiz) € o5(Yiz2)

=1

ersetzen, wobei fiir alle 3 gilt:
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o typ(Ts) = y1,1Y2,1 ** * Ym,1 und typ(Us) = y12Y2.2" " * Ym,2
o ((t<k,j=2,1=1)oder y; I(T) yx) impliziert y; ; I(0g) Yk,
Durch einige elementare logische Umformungen (nach auflen schieben von

\/ und des Quantorenprifix Jy; ;(1 < i < m,1 < j < 2)) kann die Formel,

8
die aus (6.6) durch diesen Ersetzungsschritt entsteht, auf die folgende Form

gebracht werden:

\/Hyz,j(l Slgm,l S] SQ)Hyl, y Ymy 21, 22 -

B
n m
Nzi= S, ym) A\ v = vialigyia A Sa=zrz A
i=1 J=1 (6.7)
21 =Ts(W1,1, Y215+ > Ym1) N 22 =Up(Y1,2,Y2,25 - - - » Ym2) N
m
/\ alph(y;1) € os(yin) A alph(y;z2) S 0s(yi2) A y; € Ly
j=1

Indem wir wieder ein 3 in der obigen Formel auswihlen, geniigt es, die Formel

Elyz,j(l Slgm:]- SJ SQ)Elyla s Ymy R1, 22 -

n m
/\xi = Si(Y1,- - Ym) A /\ Yi = Yjaliyje N S2 = zirze A
i=1 =1

! (6.8)
21 =TW11,Y215- - sYm1) N 22 =U(Y12,¥22,- -, Ymz2) N

m

/\ alph(y;1) € o(y;1) A alph(y;2) € o(y;2) A y; € L;
=1

weiter zu betrachten, wobei gilt:

o typ(T) = y11Y2,1 " Yma und typ(U) = Y12Y22 - Ym 2

(
o ((i<k,j=2,1=1)oder y; I(T) yx) impliziert y; ; I(0) yx,
Nach Lemma 6.2.5 ist die Teilformel /\(y] =y;1;y;2 N y; € L;) von (6.8)
j=1
dquivalent zu einer Formel der Gestalt
A\ Wi =vinliyiz A\ vja € Ling A yjo € Ling),
j=1 8
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wobei Lj s € REC(M(X, 1)) fiir alle j € {1,...,m}, k € {1,2} und alle
gilt. Diese Formel kann wiederum auf die Form

V AW =152 A yja € Ling A ys2 € Liay)
v j=1

mit L;;, € REC(M(X, 1)) fiir alle j € {1,...,m}, £ € {1,2} und alle v
gebracht werden. Einsetzen dieser Formel in (6.8) ergibt die Formel

\/Elyz,](]- SZSm,]. S] 32)391, yYmy 21,22 -
s

~.

i =Si(Y1y-- s Ym) N So=z21729 N 21 =T N 20 =U A

=1 (69)
/\(yj = Yj1bi¥j2 N Yja € Ly A Yj2 € Ljgy A
j=1
alph(y;1) C o(y;1) A alph(y;2) C o(y;2))-
Es geniigt wieder eine disjunktive Teilformel
Elyz,](l S ? S m71 S.] S Q)Elyla s Ymy R1, 22 -
n
/\l’Z:Sz(yl, ,ym) A 822217‘2’2 A 21 =T A ZQZU A
= (6.10)
N Wi = vialivie A yin € Lin A yja € Lin A
7j=1

alph(y;1) C o(y;1) A alph(y;2) C o(y;2))

von (6.9) weiter zu betrachten, wobei L;;, € REC(M(X, ) fiir alle j €
{1,...,m}, k € {1,2} gilt. Fiir i € {1, ... ,n} definieren wir nun

T = Si(-- - (Y5,45952) /vj - - - )-

Durch Elimination der existentiell quantifizierten Variablen yi,... ,¥m, 21
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und z, in (6.10) erhalten wir die zu (6.10) dquivalente Formel

Jyij(1<i<m1<j<)[N\wi=T AT, =TrU A
=1

/\ (alph(yi1) € o(y;1) A alph(y;2) C o(y;2) A
j=1

Y1 € Lj,l A Yj2 € ijg)]. (6.11)

Wir behaupten, da8 typ(T;) =, typ(Ty) fiir alle 4,k € {1,...,n} gilt. Aus
vij I(0) yx, falls y; I(7) yp folgt zunichst y;1yi2 1(0) yk1yke falls y; 1(T) yx.
Zusammen mit typ(S;) =, typ(Sk) ergibt dies wie behauptet

typ(Ti) = typ(Si) (- - - Yjyj2/Y; - - - ) Zo yp(Sk) (- - Yi1¥52/Y5 - ) = typ(Tk).
Weiter behaupten wir, dafl typ(Ts) =, typ(TrU) gilt:

typ(Tz) =, typ(T1) = typ(S1)(. . - Yj.1¥i2/¥5 - - )
= Y11Y1,2° " Ym,1Ym,2 (typ(S1) = Y1y2 - * * Ym)
=0 Y11 Ym1¥1,2 " Ym,2 (Yiz (o) y;, fiir i < j)
= typ(T)typ(U) = typ(TrU)

Also kénnen wir nach Lemma 6.2.3 die Gleichung 75 = TrU in (6.11) durch

eine Formel der Gestalt \/ ij,l € Kjic N yj2 € Kjoc ersetzen, wobei
¢ j=1

K;rc € RECM(XE, 1)) fiir alle j € {1,...,m}, k € {1,2} und alle ¢ gilt.

Einsetzen dieser Formel in (6.11) ergibt eine Formel der gewiinschten Form.

Dies beschliefit die Behandlung von Fall 1. Die Behandlung der restlichen

zwei Fille verlduft dhnlich zu den obigen Uberlegungen, weshalb wir deren

Behandlung kiirzer gestalten.

Fall 2: E = {(4,/)}UF, i # jund F C ({L,... ,n}\{5}) x ({1,... ,n}\{5}),
d.h. der Knoten j ist nur iiber den Knoten ¢ mit dem restlichen Graphen
verbunden®. O.B.d.A. kénnen wir 4 = 2 und j = 1 annehmen. Dann muf
({2,...,n}, F) schwach zusammenhingend sein. Aus der Induktionshypo-
these folgt, dafl die Formel /\ (z; —r,,; 7;) in M(X, I) dquivalent zu einer
(i.j)EF

"Der Fall, daB E = {(i,/)} UF und F C ({1,...,n\{i}) x ({1,... ,n}\{i}) gilt, kann

analog behandelt werden.
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Formel der Gestalt
V3 ym [N\ = Siar, - um) A\ Y5 € Lia A alph(y;) C 7a(y;)]
a 1=2 j=1
ist, wobei fiir alle a gilt:
e L;, € RECM(X,])) fiir alle j € {1,... ,m}
° o {y1, ... Ym} — 2"
o typ(Ska) =r, typ(Sie) fiir alle k,i € {2,... ,n}

Wie in Fall 1 (sieche Formel (6.6)) geniigt es, eine Formel der Gestalt

W1,y Ymy 21, 22 [T1 = 21722 A So(Y1, .-+, Ym) = 21022 A
/\x,— = Si(yh - ,ym) A /\ Yj (- Lj AN alph(yj) C T(yj)} (612)
=2 j=1

weiter zu betrachten, wobei ([4]7, [r]1) € Re,1 und typ(Sy) =, typ(S;) fiir alle
ki €{2,...,n} gilt. O.B.d.A. kénnen wir typ(S2) = y1y2 - - - Ymm annehmen.
Nach einer Anwendung von Lemma 6.2.4 auf die Teilformel

So(Y1s- -+ 1 Ym) = 21lz2 A /\ alph(y;) € 7(y;)
j=1

von (6.12) kann wie in Fall 1 die Formel (6.12) auf eine Formel vom folgenden
Typ reduziert werden (siehe auch Formel (6.8) in Fall 1):

Elyz,](l SZSmal S]S Q)Hyla yYm, 21,22 -

n m
wo=2r2 A N\ 2= Si - um) A\ v = viabiyie A

= 7=t (6.13)
1 = T(yl,la Yo, - - - aym,l) N 29 = U(yl,Za Y2,2, - - - aym,Q) A
m
N alph(y;) € o(yin) A alph(y;z) € o(y;2) A y; € Ly,
j=1

wobei gilt:
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o typ(T) = y1,1Y2,1 - - * Y, und typ(U) = Y12Y22 - - Ym2

o ((1<k,j=2,1=1) oder y; I(T) yx) impliziert y; ; I(0) yx,

Lemma 6.2.5 angewandt auf die Teilformel /\(yj = yj1ljyi2 N y; € Lj)
j=1

ergibt schlielich den folgenden Formeltyp (siehe auch die Formel (6.10) in

Fall 1):

3yZ,J(]' Slgmal S]SQ)H:UI: yYm, 21,22 ©

n
T, = 21729 N /\xizSi(yl,... Um) Nzt =T N 29 =U A
. = (6.14)
N Wi = vialivie A yin € Liy A yja € Ljn A
j=1

alph(yj1) C o(yj1) A alph(y;2) C o(y;2))
Sei nun T} = TrU sowie T; = Si(...(yj14yj2)/y;-..) firi € {2,...,n}.

Elimination der existentiell quantifizierten Variablen y1,... ,ym, 21 und 25 in
(6.14) ergibt die zu (6.14) dquivalente Formel

Jyig1<i<m1<j<2)[N\2i=T A
i=1

N\ (alph(y;1) € o(y;) A alph(y;2) € o(y;2) A

m
=1

Yj1 € Lj,l A Yj2 € Lj’g)]. (615)

Wir behaupten, da typ(T;) =, typ(Ty) fiir alle i,k € {1,...,n} gilt. Fiir
i,k € {2,...,n} kann dies wie in Fall 1 nachgepriift werden. Sei also i €
{2,...,n}. Dann gilt:

typ(T;) =, typ(Ta) = typ(S2)(- .- Yjnyi2/ys---)
= Y11Y12" " Y1 Ym.2 (typ(S2) = Y1¥2 - - Ym)
=o Y YmaYreYme (W2 d(0) yj fir k <)
= typ(T)typ(U) = typ(T1)

Also ist die Formel (6.15) von der gewiinschten Form.
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Fall 3: E = {(¢,7) }UF: Dann muf} ({1,... ,n}, F') schwach zusammenhéngend

sein. O.B.d.A. konnen wir ¢ = 1 annehmen. Aus der Induktionshypothe-

se folgt, dal die Formel /\ (xi —r,,; ;) in M(X, 1) dquivalent zu einer
(i,)eF

Formel der Gestalt

\/3y1, e Ym [/\ zi = Sia(Y1, - Ym) A /\yj € Lja A alph(y;) € 7a(y;)]
«a =1

j=1
ist, wobei fiir alle o gilt:
e L, € REC(M(%, 1)) fiir alle j € {1,...,m}

e 7o {yl, -, Ym} — 2%

o typ(Ska) =r, typ(Sie) fiir alle k,i € {1,... ,n}
Wie in Fall 1 (siehe Formel (6.6)) geniigt es, eine Formel der Gestalt

Y1, .o Y, 21, 22 [Sl(yl,... JYm) = 21829 N S1(Y1, ..., Ym) = 21722 A

Nzi =S um) A [\ i € Lj A alph(y;) € 7(y;)]  (6.16)
=1 j=1

weiter zu betrachten, wobei ([¢], [r];) € R1,1 und typ(Sy) =, typ(S;) fiir alle

ki€ {1,...,n} gilt. O.B.d.A. kdnnen wir typ(S1) = y1y2 - - - Ym annehmen.

Durch eine Anwendung von Lemma, 6.2.4 auf die Teilformel

S1(Y1; -, Ym) = 21lz2 A /\ alph(y;) € 7(y;)
j=1

von (6.16) sowie eine nachfolgende Anwendung von Lemma 6.2.5 auf die so

m
entstehende Teilformel /\(yj = y;14;Yj2 N y; € L;) konnen wir (6.16) auf
j=1
eine Formel der Gestalt
Ely’t,j(]- S { S m:]- S .7 S 2) ayla"' yYmy 21, 22 -

n
Sl = 21729 N\ /\x,:S,(yl, ,’ym) N z1 =T A ZQZU N
" = (6.17)
AW = vialivia A yin € Lin A yjn € Ljn A
7j=1

alph(y;1) C o(y;1) A alph(y;z) € o(y;z))
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reduzieren (siehe auch Formel (6.10) in Fall 1), wobei gilt:
o typ(T) = Y1192, Ymy und typ(U) = y1oy2 - Ymyo
o ((1<k,j=2,1=1)oder y; I(T) yx) impliziert y; ; 1(0) yx,

Wir definieren nun 7; = S;(...(y;14;92)/y;...) fir i € {1,...,n}. Durch
Elimination der existentiell quantifizierten Variablen y1,... ,¥m, 21 und 25 in
(6.17) erhalten wir die zu (6.17) dquivalente Formel

Fy; (1 <i<m,1<j<2)[T; =TrU A /\xi:Ti A

i=1
/\ alph(y;1) C o(yj1) A alph(y;2) C o(yj2) A
j=1
Y1 € Lj,l N Yj2 € Lj’2)]. (618)
Wie in Fall 1 erhalten wir typ(Ty) =, typ(T;) fir alle k,i € {1,...,n}.

Auflerdem gilt

typ(T1) = typ(S1)(- - - ¥j,1Y5.2/ Y - - -)
=Y1,1Y1,2 * * *Ym,1Ym,2
= Y1,1° " Ym,1Y1,2 " Ym,2
= typ(T)typ(U) = typ(IrU).

Also kann nach Lemma 6.2.3 die Gleichung 77 = TrU in (6.18) durch ei-

ne Formel der Gestalt \//\(ij € Kji1c N yj2 € Kjoc) ersetzt werden.
¢ j=1

Einsetzen dieser Formel in (6.18) ergibt eine Formel der gewiinschten Form.

Dies beschliefit die Behandlung von Fall 3 und beendet damit den Beweis des

Lemmas. O

Eine genauere Analyse des obigen Beweises zeigt, dal die Anzahl der exi-

stentiell quantifizierten Variablen yy, ... ,y,, in der Formel aus Lemma 6.2.6
2/E! betrigt.
Lemma 6.2.7. Sei o(z1,...,%n,Y1,...,Ym) €ine zusammenhingende Kon-

junktion (n > 1). Dann ist die Formel Jy1, ... ,Ym : ©(T1, -, Ty Y15 -« 3 Ym)
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in M(X, I) dquivalent zu einer Formel der Gestalt

n k
\/Hzl,... ) 2k [/\xZ = Sialz1,. .-, 2K) A /\zj € Lj A alph(z;) C oa(y;)],
a =1

j=1
wobei fiir alle a gilt:
o L;, € RECM(X,)) fiir alle j € {1,... ,k}
e 0y {z,..., 5} — 2%

o typ(Sia) =0, tup(S;e) fiir alled,j € {1,... ,n}

Beweis. Sei (z1,...,Tn,Y1,- .. ,Ym) eine zusammenhingende Konjunktion.
Nach Lemma 6.2.6 ist die Formel Jy1, ... ,ym @ ©(T1, ... , T, Y1, -« ,Ym) I
M(X, I) dquivalent zu einer Formel der Gestalt

n
\/321,... ,zkEIyl,... sy Ym [/\-Ti:Si,a(Zlg--- ,Zk) A
« i=1

m k
/\ yj = ija(zl, e ,Zk) A /\ Zj € Lj,a A alph(zj) g O'a(Zj):|,
j=1

i=1

wobei (unter anderem) L;, € REC(M(X, I)) fiir alle j € {1,...,k} und alle
o sowie typ(Sia) =o, typ(S;q) fiir alle i, j € {1,... ,n} und alle « gilt. Diese
Formel ist jedoch dquivalent zu

n k
\/321, e 2k [/\ xi = Sia(2z1,-. 5 26) A /\ z; € Lo N alph(z;) C Oa(Zj)].
[ =1

7j=1
U

Eine Formel von der in Lemma 6.2.7 betrachteten Form sagt aus, daf} die
Variablen z1,... ,x, in einer bestimmten Konfiguration beziiglich eventuell
mehrerer Einschrittersetzungsrelationen stehen. Wird in Lemma 6.2.7 nicht
verlangt, daf} die Konjunktion ¢ zusammenhingend ist, so ist Iy, ... ,ym : ©
dquivalent zu einer Konjunktion von Formeln der in Lemma 6.2.7 angegebe-
nen Form, deren freie Variablen paarweise disjunkt sind.
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Nachdem wir in den bisher aufgefiihrten Lemmata Transformationen von
gewissen Formeltypen auf (einfachere) Formeltypen als korrekt bewiesen ha-
ben, werden wir in den folgenden Lemmata diese Transformationen benutzen,
um die Entscheidbarkeit der Giiltigkeit (in M(X, I)) von gewissen Formelty-
pen zu beweisen. Wir werden diese Lemmata beweisen, indem wir mittels der
bisher aufgefiihrten Transformationen Formeln von dem betrachteten Typ auf
Formeln reduzieren, deren atomare Teilformeln alle die Form x € L haben,
wobei z € Var und L € REC(M(X, I)) gilt. Das folgende Lemma besagt,
daB fiir solche Formeln die logische Giiltigkeit in M(3, I) entscheidbar ist.
Eine positive Boolesche Formel ist eine Boolesche Formel, die nur aus den
Konnektiven A und Vv aufgebaut ist.

Lemma 6.2.8. Sei ¢ eine Formel der Logik 1. Stufe, deren atomare Teilfor-
meln alle von der Gestalt = € L sind, wobei z € Var und L € REC(M(X, I))
gilt. Dann ist ¢ in M(X, I) dquivalent zu einer positiven Booleschen For-
mel, deren atomare Teilformeln ebenfalls von der Gestalt x € L sind, wobei
z € Varund L € REC(M(3, 1)) gilt. Aulerdem kann ¢ effektiv aus ¢ be-
rechnet werden.

Beweis. Wir beweisen das Lemma durch eine strukturelle Induktion iiber
die Formel ¢. Der Fall ¢ = (x € L) ist trivial. Fiir die Fille ¢ = —¢' kann
die Induktionshypothese fiir ¢’ sowie Lemma 2.3.1(2) benutzt werden. Fiir
© = (¢1 A o) geniigt nur die Induktionshypothese. Es muf} somit nur noch
der Fall ¢ = (3x : ¢') betrachtet werden. Aufgrund der Induktionshypothese
fir ¢' kénnen wir annehmen, daf8 ¢’ von der Form \/I", ¢; ist, wobei ¢;
eine endliche Konjunktion von atomaren Formeln der Gestalt z € L mit
L € REC(M(X,1)) ist. Da 3z : \/I", ¢; logisch dquivalent zu /", 3z : ¢;
ist, geniigt es, Formeln der Gestalt 3z : (xy € L1 A--- A z, € L,) mit
L, ¢ RECM(X, 1)) fiir alle 4 € {1,...,n} zu betrachten. Der Fall z ¢
{z1,...,2,} ist trivial. Sei also 0.B.d.A. z = z;. Aufgrund von Lemma
2.3.1(2) (Abschlul erkennbarer Sprachen unter Durchschnitt) kénnen wir
x & {xy,...,T,} annehmen. Alsoist Iz (x € L1 A 29 € Ly A -+ A x, € Ly,)
in M(X, I) dquivalent zu (3z : € L) A 29 € Ly A--- A z, € L. Diese
Formel ist nun entweder dquivalent zum Wahrheitswert falsch (falls L, = )
oder dquivalent zu der Formel zo € Ly A --- A z, € L,. Schliellich ist
noch zu beachten, da8 aufgrund von Lemma 2.3.1(2) (effektiver Abschluf
erkennbarer Spursprachen unter Booleschen Operationen) und Lemma 2.3.2
die vorliegende Konstruktion effektiv durchfiihrbar ist. O
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Ist nun in Lemma 6.2.8 ¢ ein Satz, d.h. hat ¢ keine freien Variablen, so
kann nach diesem Lemma ¢ effektiv auf einen der Wahrheitswerte wahr oder
falsch reduziert werden. Somit kann die Giiltigkeit von ¢ in M(X, I) effektiv
entschieden werden.

Der folgende Satz sagt aus, daf es entscheidbar ist, ob das Bestehen einer
Konfigurationen beziiglich der Relation —% zwischen x4, ... ,x, das Beste-
hen einer anderen Konfiguration zwischen zy,...,x, impliziert. Eine un-
mittelbare Konsequenz dieses Resultats ist die Entscheidbarkeit der (o, 5)—
Konfluenz fiir Spurersetzungssysteme. Ich denke jedoch, dafl der folgende
Satz auch fiir sich genommen eine interessante Aussage macht.

Satz 6.2.9. Das folgende Problem ist entscheidbar:
EINGABE: Ein Satz v von der Form

Viq,..., %, [\/Elyl,... Ume P Pa( Ty Ty Yty e Umy) =
67

\/321,... s Zmg - Pp(T1, -, Ty, 21, ,zmﬁ)},
B

wobei m > 1, und ¢, und ¢4 fiir alle @ und 3 eine zusammenhéngende
Konjunktion ist.
FRAGE: Ist ¢ in M(3, I) giiltig?

Beweis. Seien 0o (T1, - s Tny Y1y - -+ 1 Ym, ) Und P(T1, ..., Tny 21, - - -, 2y,,) T
alle @ und (3 zusammenhéngende Konjunktionen. Sei weiter ¢(z1, ... ,z,) die
Formel
\/ 3z, ... ,z;nﬂ cPg(T1y. e s Tny 21, - ,z;nﬁ), (6.19)
B

und sei ¢ der Satz

Vi, ..., o, [\/Ely'l,... Y F Pl Ty Yl Ym) = @)
67

Es ist zu zeigen, daf} es entscheidbar ist, ob ¢ in M(3, I) giiltig ist. Aufgrund
der Aquivalenz von Vz ((AV B) = C)und Vz (A = C) A Vz (B = C)
geniigt es, einen Satz der Gestalt

V.o o [ U 0@, T YY) = D) (6.20)
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weiter zu betrachten, wobei ¢ eine zusammenhingende Konjunktion ist. We-
gen Lemma 6.2.7 konnen wir in diesem Satz die Teilformel

FYls e Y P Ty e s Ty YLy e s Yi)
durch eine Formel der Gestalt
n k
V3w [N\ = Siars - ue) A N\ i € Lia A alph(y;) C oa(y;)]
a i=1 j=1
ersetzen, wobei fiir alle o gilt:
o L;, € REC(M(3, 1)) fiir alle j € {1,... ,k}
® ooy, Yk} = 27
o typ(Sia) =0, typ(S)e) fir alle i, j € {1,... ,n}
Definieren wir die erkennbare Spursprache L;-,a durch
Lo = Lja N{u | alph(u) C 04(y;)},

so wird diese Formel dquivalent zu

\/E|y1 €ELg- Uk €Ly /\ﬂrzz =SialY1,---, Yk)-
«a =1
Einsetzen in (6.20) ergibt den Satz

Vi, .., x (3 € Lo sk € Liy s N\zi=Sia) = 4).

=1

Wieder wegen der Aquiyalenz von Vz ((AV B) = C)und Vz (A = C) A
Vz (B = C) sowie der Aquivalenz von Vz ((3y A) = B) und Vz,y (A = B)
(falls y nicht frei in B vorkommt) geniigt es, einen Satz der Gestalt

n

le,...,anyleL'l,...,ykELﬁc [(/\mzzsz(yl,,yk)) = ¢]

i=1

weiter zu betrachten, wobei fiir eine Funktion o : {y,... ,yx} — 2% gilt:
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o typ(S;) =, typ(S;) fiir alle 4,5 € {1,... ,n}
e alph(u) C o(y;) fiir alle u € L}

Sei ¢(S1, ... ,Sy) die Formel, die aus ¢(z1, ... ,z,) durch Ersetzen jedes frei-
en Vorkommens von x; durch S; entsteht. Dann ist der obige Satz dquivalent
zZu

Yy, € Lll, , Uk € L;c : QS(Sl,. .. ,Sn) (621)

Nun wenden wir Lemma 6.2.7 auf die Formel ¢(x1, ... ,z,) in (6.19) an. Wir
erhalten eine dquivalente Formel von der Gestalt

n ko
\/Elzl,... ke [/\a:z =Tia(z1,- - s 26,) N /\zj € Kjo N alph(z;) C Ta(Zj)j|,
o =1 7j=1

wobei fiir alle a gilt:
o K;o, € RECM(X,)) fiir alle j € {1,... ,ka}
o To: {71, 2, — 2%

o typ(Ti0) =r, typ(Tj,e) fir alle ¢, j € {1,... ,n}

Ersetzen wir in dieser Formel z; durch S;, so erhalten wir den zu (6.21)
dquivalenten Satz

‘v’yleL'l,... ,ykEL'Ik\/ElZl,... ) Rkg *

n ka
N\Si=Toa A\ alph(z;) € 7alz) A 2 € Ky
i=1 Jj=1

Da alph(u) C o(y;) fiir alle u € L gilt, konnen wir zu dem obigen Satz noch
die Bedingungen alph(y;) C o(y;) fir j € {1,...,k} hinzufiigen:

Vy, € LY, ... ,ykEL;c\/Elzl,... ) 2k
o

A\ Siwrs- - ) = T,y 20,) A (6.22)
=1
k

ko
/\ alph(y;) C o(y;) A /\ alph(z;) C 7a(25) N 2j € Kj4.
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Wir behaupten nun, daf fiir alle « die Teilformel

n

21, .., 2k, [/\Si(yl,... k) = Tia(21, oo 5 20,) A

i=1
k ko

/\ alph(y;) C o(y;) A /\ alph(z;) C Ta(z) A 2zj € Kjq]
j=1 7j=1

von (6.22) dquivalent zu einer Formel ist, deren atomare Teilformeln alle von
der Gestalt x € L mit x € Var und L € REC(M(X, I)) sind. Mit Lemma
6.2.8 beweist dies den Satz. Betrachten wir also eine Formel der Gestalt

Jz1,...,2 /\S Yty Ym) = Ti(z1,-- -, 26) A
m k
/\ alph(y;) C o(y;) A /\ alph(z;) C 7(2;) A z € K], (6.23)
j=1 j=1
wobei typ(S;) =, typ(S;) und typ(T;) =, typ(T;) fir alle 4,5 € {1,...,n}

gilt. O.B.d.A. kénnen wir typ(S1) = y1y2--Ym und typ(Th) = z129- - 2k
annehmen. Nach Lemma 6.2.4 ist die Tellformel

S1(Y1s - Ym) =T1(z1, .., 21) A /\ alph(y;) C o(y;) A /\ alph(z;) C 7(z;)

j=1 j=1
von (6.23) dquivalent zu einer Formel der Gestalt

\V3z;1<i<m1<j<k):

o

k
/\yz = za LL‘Z 1, L4,2y - ;xi,k) N /\Zj = V}',a(ﬂ?l,j,.fg,j,... ,xm,j) A
Jj=1

m k
/\ /\ alph(xi,j) C 'Ua(xi,j)a

i=1j=1
wobei fiir alle « gilt:

Vot {@ij | 1<i<m,1<j<k}— 2"
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o typ(Uia) = TinTi2 -+ Tig und typ(Vja) = T1%2 -+ Tmnyj
o ((i<i,j <j)odery;I(o)yy oder z; I(7) z;) impliziert z; ; I(vy) Ty ;v

Einsetzen in die Formel (6.23) liefert eine dquivalente Formel der Gestalt

\/Eizl,... vz 3 (1 <i<m,1<j<k):

m k n
R o= Vi Ao ) = T2

i=1 j=1 i=2

/\/\alphx” C vg(zij) A /\zjeKv.

i=1j=1

Es geniigt eine der disjunktiven Teilformeln
21,0232 (1<i<m, 1 <5< k):

m k n
/\yi:Ui A /\Zj=V} A /\Si(yla--- JUm) = Ti(z1, ..., 26) A
=1 =1

1=2

/\/\alphx” Cu(zij) A /\zJEK (6.24)

i=1j=1
mit
o typ(Ui) = wi1Tio -+~ Tiy und typ(Vj) = 1225+ T
o ((1 <7, 3 <j)odery;I(o)yy oder z; I(T) z;) impliziert x; ; I(v) zy jr
weiter zu betrachten. Durch eine Anwendung von Lemma 6.2.5 auf die Teil-
formel /\ = Vj(@15,%2,--- ,Tm;) N 2; € Kj) von (6.24) kann diese in
eine aquwalente Formel der Gestalt

m
V A Z] ./L'l,], '/E25.77 ttt ’xmaj) /\ A xi:j E Kiaj’a)
=1

a j=1



118 KAPITEL 6. («,3)-KONFLUENZ

mit K; ;. € REC(M(X, ])) firalles € {1,... ,m},j € {1,...,k} und alle o
transformiert werden. Einsetzen in (6.24) sowie eine nachfolgende Auswahl
einer disjunktiven Teilformel liefert eine Formel der Gestalt

321,,Zkzll'z,](]_g’l,gm,].gjgk)

m k n
i=1

j=1 =2

m k

/\ /\ alph(aci’j) - U(QJZ"J') N Zij € Ki,j; (625)

i=1j=1
wobei K; ; € REC(M(X,])) fiir alle¢ € {1,...,m} und j € {1,...,k} gilt.
Sei S! = Si(...Uj/y;...)und T} =T;(...V;/z;...) firi € {2,... ,n}. Durch
Elimination der existentiell quantifizierten Variablen z,. ..,z in (6.25) er-
halten wir die dquivalente Formel

m n
/\yi = Ui(®i1, Tigs - - Tig) N /\SZ{ =T A
i=1 =2

m k
/\ /\ alph(xi,j) - U(.Ti’j) A Tij € Kz',j- (626)

i=1j=1

Wir behaupten, daf typ(S;) =, typ(T}) fiir alle i € {2,...,n} gilt. Dies kann
wie folgt abgeleitet werden:

typ(S;) = typ(Si(-- - Uj/y; - --))
=typ(Si) (- (g mie) [y;---)  (typ(U;) = i1 wjp)
=, twp(S1)(-- - (zj1---zjp)/y;---)  (typ(S:) =» typ(S1) und
i 1(v) zir,y falls y; I(0) yi)
= (xl,l T CUl,lc) T (xm,l T xm,k) (typ(sl) =Yz ym)
=y (10 Tma) (@1 Tmp)  (Ti I(0) z p falls 1 <3, §' < j)
= typ(T)(- .. (@15 @my)/25--.)  (byp(T1) = 21 2k)
=, typ(T) (- (215 Tmy)/2 - ) (yp(Th) =r typ(T;) und
zij I(v) xy ;o falls z; I(T) zjr)
=typ(Ti(--. Vi/z...)) = typ(T)  (typ(V}) = 215+ Tmyj)
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m k
Also ist jede Teilformel S; =T, A /\ /\ alph(z; ;) C v(x; ;) aus (6.26) nach

i=1j=1

m k
Lemma 6.2.3 dquivalent zu einer Formel der Gestalt \/ /\ /\ Zij € Lija,
a i=1j=1

wobei L; ;. € M(3, ) gilt. Dies gilt dann auch fiir die Teilformel

n m k
/\ S =T A /\ /\ alph(z; ;) C v(zi ;)
i=2

i=1j=1

von (6.26), wobei hierfiir der effektive Abschlufi von erkennbaren Spurspra-
chen unter Durchschnitt bendtigt wird. Einsetzen in (6.26) ergibt eine dqui-
valente Formel der Gestalt

V3zi;(1<i<m,1<j<k):

(6]

m m k
/\ Y; = Uz (‘Ti,la Ti2,--- ,ZE,',]C) A /\ /\ Tij € Kz‘,j N Li,j,a- (627)
=1

i=1j=1
Fiir allei € {1,...,m} und alle « sei nun
Lio ={[Ui(wi/zi1, ... ,we/zip)lr | V5 € {1, k} : [wy]r € Ky 0 Lijal}-

Da nach Lemma 2.3.1(2) REC(M(3, I)) (effektiv) abgeschlossen unter Kon-
katenation ist, gilt L;, € REC(M(X, I))S. Wegen Var(U;) N Var(U;) = 0 fiir

i # j, ist (6.27) dquivalent zu \//\yZ € L;,. Der Beweis des Satzes ist
a =1

damit vollsténdig. O

Es sollte erwidhnt werden, dafl durch einen etwas technischeren Beweis die

Beschrinkung, dafl die Konjunktionen in Satz 6.2.9 zusammenhéngend sein

miissen, aufgehoben werden kann. Fiir den folgenden Beweis von Satz 6.1.2

ist diese Verallgemeinerung jedoch nicht notwendig.

Beweis von Satz 6.1.2. Fiir n > 0 definieren wir die zusammenhéngende
n

Konjunktion ¢, (z1,... ,Zyy1) durch /\ T; =R Tjy1. AuBerdem sei ¢y(z,y)
7j=1

Hierfiir ist es wichtig, da8 U; ein lineares Muster ist.
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die Gleichung z = y. Fiir m,n > 0 sei dann ¢, ,(x,y) die Formel

3.%'1,... 1y Tm—1Y1y -+« yYn—1,2:

@m(zaxla" . 7$m—17$) A @n(z:yla--- ayn—lay)

und @, (z,y) die Formel

X1, T 1 Y1y e Yno1, 2

Om(T,T1y o Te1,2) N On(Ys Yty -« oy Yn—1, 2)-

Dann ist R genau dann («, §)-konfluent, wenn in M(X, I) der Satz

o« a 5 s
v,y (\/ V emn(@zy) =V V bmalz,v)

m=0n=0 m=0 n=0

giiltig ist. Nach Satz 6.2.9 kann dies effektiv entschieden werden. O

6.3 Anwendungen von Satz 6.1.2

In diesem Abschnitt werden wir einige Anwendungen von Satz 6.1.2 préisen-
tieren. Eine unmittelbare Folgerung von Satz 6.1.2 ist natiirlich das folgende
Korollar.

Korollar 6.3.1. Starke Konfluenz ist entscheidbar fiir Spurersetzungssyste-
me.

Wie bereits in Abschnitt 2.4 erwdhnt, wurde in [Die90a] eine Definition von
kritischen Paaren und kritischen Spuren angegeben, die sich geringfiigig von
Definition 2.4.3 unterscheidet, siehe auch [Die90b|. Es wurde in [Die90a] wei-
ter gezeigt, dafl die Menge aller kritischen Spuren eines SES eine erkennbare
Spursprache bildet”. Da nun fiir eine erkennbare Spursprache entschieden
werden kann, ob sie endlich ist, ist es also entscheidbar, ob die Menge aller
kritischen Spuren (nach [Die90a]) eines SES R eine endliche Menge ist. Ist
dies der Fall und ist R terminierend, so kann effektiv iiberpriift werden, ob

"Es ist leicht zu sehen, daf} dieses Resultat auch fiir Definition 2.4.3 gilt.
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R konfluent ist. Auf dieses Resultat aufbauend, wurde in [Die90a] das Kri-
terium Gy, wobei k € N gilt, fiir Spurersetzungssysteme angegeben. Ein SES
R iiber M(X, I) erfiillt die Bedingung Gy, falls

{as|ae X, se€IRR(R)} C
IRR(R)U{tlu | [t| <k, £ € dom(R), u € M(XZ,])}

gilt. Da in dieser Inklusion beide Mengen offensichtlich erkennbare Spur-
sprachen bilden, ist es entscheidbar, ob ein SES die Bedingung G, erfiillt. In
[Die90a] wurde nun gezeigt, daf fiir ein SES R, welches die Bedingung G, fiir
ein k € N erfiillt, die Menge aller kritischen Spuren endlich ist. Es folgt, das
fiir terminierende Spurersetzungssysteme, welche die Bedingung G|, fiir ein
k € N erfiillen, Konfluenz entscheidbar ist. Auch das Kriterium aus [Ott89],
welches auf den Begriffen der Konvergenz und Kohérenz fiir Termersetzungs-
systeme beruht, impliziert die Existenz einer endlichen Menge von kritischen
Paaren. Nach dem Kenntnisstand des Autors scheint es jedoch keine Kri-
terien fiir Spurersetzungssysteme zu geben, welche die Entscheidbarkeit der
Konfluenz implizieren, jedoch nicht gleichzeitig die Endlichkeit der Menge
aller kritischen Spuren voraussetzen. Mit der Bedingung (C) aus Abschnitt
5.2 haben wir ein solches Kriterium angegeben. In diesem Abschnitt werden
wir weitere Kriterien dieser Art présentieren. Die Idee ist hierbei, hinrei-
chende Bedingungen anzugeben, welche die Aquivalenz von Konfluenz und
B-Konfluenz fiir ein 8 > 0, welches effektiv bestimmt werden kann, implizie-
ren. Dies erlaubt dann eine Anwendung von Satz 6.1.2.

Fiir eine Spur u € M(X,I) definieren wir die Menge D(u) aller von u
abhingigen Symbole durch D(u) = {a € ¥ | 3b € alph(u) : (a,b) & I}.

Satz 6.3.2. Das folgende Problem ist entscheidbar.
EINGABE: Ein SES R iiber dem Spurmonoid M(X, I) mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) R erfiillt die Bedingung (A) und ist terminierend.

(2) Fiir alle Regeln (£y,7), (£1,71) € R und alle Faktorisierungen £, =
Posqo und £; = pysq; mit py I p1, qo I q; und s # 1 gilt:
Fiir das Alphabet I' = D(posqi) N D(p18qy) ist das SES 7 (R) (wel-
ches also durch Projektion aller Regeln auf das Alphabet I' entsteht)
terminierend auf den Spuren 7r(pori1go) und 7 (pP170q1).

FRAGE: Ist R konfluent?
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Beweis. Sei R ein SES, welches die Bedingungen aus dem Satz erfiillt. Wir
beweisen den Satz, indem wir effektiv ein § > 0 bestimmen so, da} R genau
dann konfluent ist, wenn R [—konfluent ist. Dies erlaubt dann eine Anwen-
dung von Satz 6.1.2.

Fiir alle endlich vielen Spuren pq, p1, qo, q1, 7o, T1, 8 mit

(Posqo,T0), (P18q1,m1) €R, pPolp1, qolqi, s#1

definieren wir eine natiirliche Zahl 3(py, p1, Qo, g1, 70, 71, ) durch

B(Po, P1, Qo> q1, 70,71, 8) = maz{k | Ju :7r(P170q1) _>fr R mr(u) oder
r(R)

7 (PoT1q0) _>frr(R) mr(w)},

wobei I' C ¥ das Alphabet I' = D(p¢sqi) N D(p1sqo) ist. Aus den Bedin-
gungen an R folgt, daBl 3(po, P1, Qo, q1, 70, T1, 8) effektiv berechenbar ist. Sei
nun

B = m(lx{ﬂ(ﬁo;?l, do,q1,To, T1, 3) |
(Posqo, 7o), (P18q1,71) € R, poIpi, qolqy, s # 1}.

Die Zahl [ ist offensichtlich effektiv berechenbar. Wir behaupten, dafi R
genau dann konfluent ist, wenn R [-konfluent ist. Ist R S-konfluent, so ist
R auch lokal konfluent. Da R auch terminierend ist, ist R konfluent. Nun
nehmen wir an, dafl R konfluent ist. Wir behaupten, dal R [S—konfluent
ist. Nach Lemma 2.4.4 geniigt es zu zeigen, daf} alle kritischen Paare von
R (-konfluent sind. Betrachten wir hierzu eine beliebige kritische Situation
(to,t,t1) € CS(R). Nach Definition 2.4.3 existieren Regeln (£, 7o), (£1,71) €
R und Spuren p;, g;,w; (i € {0,1}) und s # 1 mit

o 4y =posqy, £ =pisqi,
e polp, qlq, wolpisq, wilIpysq,

e t =pwifywoq: = powobiwiqo,
ty = prwroywoqi, T = PoworiwWiqo,

Da R konfluent ist, existieren (3, 51 > 0 und eine Spur w € M(3, I) mit

ty = prwiTowoq, _)7%0 u und t; = powyriwiqy —>7ﬁ€ u. (6.28)
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Sei I' = D(posq1)ND(p18qy)- Aus wy I py1sqo und wy I pysq, folgt mr(wy) =
1 = 7 (w1). Also folgt aus (6.28)
mr(P1T0q1) —>§‘;(R) mr(uw) und  7r(PeT1q0) —>f;(7g) mr(u).
Aus der obigen Konstruktion von g folgt Gy, 51 < (. Also ist R (f—konfluent.
]

Das Entscheidbarkeitskriterium aus Satz 6.3.2 mag recht technisch erschei-
nen. Im folgenden geben wir zwei weniger technische Entscheidbarkeitskrite-
rien an, die sich direkt aus Satz 6.3.2 ableiten lassen. Das folgende Korollar
findet sich auch in [Loh98].

Korollar 6.3.3. Das folgende Problem ist entscheidbar:

EINGABE: Ein Spurersetzungssystem R iiber M(X, ) so, dal eine Cli-
queniiberdeckung (X1,...,%,) des Abhingigkeitsalphabets (X, (X x X)\I)
mit den folgenden Eigenschaften existiert®:

(1) Fiir alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j und fiir alle Regeln (£,7) € R gilt:
mi(m;(€)) = 1 impliziert m;(m;(r)) = 1.

(2) Fiir alle s € {1,...,n} ist das Semi-Thue System 7;(R) terminierend.
FRAGE: Ist R konfluent?

Beweis. Sei R ein SES iiber M(X, 1), und sei (X4, ... ,%,) eine Cliqueniiber-
deckung des Abhingigkeitsalphabets (X, (X x X)\I), welche die Bedingungen
(1) und (2) aus dem Satz erfiillt. Wir werden zeigen, dafl dann R die Anfor-
derungen an die Eingabe aus Satz 6.3.2 erfiillt.

Offensichtlich impliziert Bedingung (2) aus dem Korollar, daf§ R terminie-
rend ist. Wir zeigen nun, dafi R die Bedingung (A) erfiillt. Sei £ € dom(R).
Bedingung (2) aus dem Korollar impliziert 7;(£) # 1 fiir alle 7 € {1,...,n},
denn sonst wiirde 7;(R) eine Regel der Form 1 — m;(r) enthalten und wire
somit nicht terminierend. Also kann kein a¢ € ¥ mit a £ existieren, wes-
halb R die Bedingung (A1) erfiillt. Es mufl somit noch die Bedingung (A2)
gezeigt werden. Seien (€y,7¢), (£1,71) € R Regeln, und gelte £y = pyqo,
£, = piqi, wobei p; # 1 # q; fir j € {0,1}, poIp; und qoIq; gilt.
Wir miissen Faktorisierungen ry = sotq und r; = s;¢; konstruieren so, daf3
aus alp; auch als; folgt, und analog aus aI g; auch alt; folgt (a € X,

8Wie iiblich schreiben wir 7; anstatt 7, fiir die Projektion auf die i—te Clique.
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j € {0,1}). Es ist zu beachten, dafl fiir beliebige Spuren w,v aus uwlwv
entweder 7;(u) = 1 oder m;(v) = 1 fiir jede Clique ¥; folgt®. Also muf
fiir alle s € {1,...,n} genau einer der folgenden zwei Fille gelten, wobei

mi(Poqo) = ™ (£y) # 1 # m;(€1) = m;(p1q1) zu beachten ist:
e Fall 1: m;(py) # 1 # mi(q1) und m;(p1) = 1 = mi(qo)
e Fall 2: 7;(p1) # 1 # mi(qo) und m;(po) = 1 = mi(q1)

Wir definieren nun fiir ¢ € {1,...,n} die Faktorisierung m;(rq) = u;v; des
Wortes m;(r¢) folgendermaflen:

e u; = m;(rg) und v; =1 falls Fall 1 fiir ¢ gilt.
e u; =1 und v; = m;(ry) falls Fall 2 fiir ¢ gilt.

Wir behaupten, daf§ die Tupel (uy,...,u,) und (v1,... ,v,) rekonstruierbar
sind. Nach Lemma 2.1.2 geniigt es zu zeigen, dafl m;(u;) = m;(u;) fiir alle
i,j € {1,...,n} mit ¢ # j gilt. Seien also 4,5 € {1,...,n}. Falls i und j
beide Fall 1 oder ¢ und j beide Fall 2 erfiillen, ist dies offensichtlich. O.B.d.A.
kénnen wir annehmen, dafl ¢ den Fall 1 erfiillt, und 7 den Fall 2 erfiillt. Es
folgt u; = m;(ro) und u; = 1 sowie

mi(Po) #1 # mi(qn), mi(p1) =1 = mi(qo),
mj(p1) #1 # mi(qo),  m;(po) =1 = m;(q1)-

Es folgt m;(m;(£o)) = mi(7;(Poqo)) = 1 und mi(m;(£1)) = mi(m;(prg1)) = 1.
Bedingung (1) fiir R aus dem Korollar impliziert daher m;(7;(r¢)) = 1 =
7TZ'(7T]'(7‘1)). Es fO]gt 7T,'(Uj) = 7TZ(1) =1= 71']'(7TZ'(7°0)) = Wj(ui). Somit ist
gezeigt, dal die Tupel (u1,...,u,) und (vq,...,v,) rekonstruierbar sind.
Also existieren eindeutig bestimmte Spuren sy und ¢y mit 7;(8¢) = u; und
mi(to) = v; fiir alle ¢ € {1,... ,n}. Aus Lemma 2.1.1 folgt o = sgto.

Gelte nun a I py. Fiir jedes j € {1,... ,n} mit a € 3, gilt also 7;(po) = 1,
d.h. j erfiillt den Fall 2. Die Konstruktion von (uy, ... ,u,) impliziert somit
u; = 1fiirallej € {1,...,n} mit a € ;. Es folgt a I sy, da sonst eine Clique
¥; mit a € ¥; und 7,(sg) = u; # 1 existieren wiirde. Analog kann gezeigt
werden, dafl aus al gy auch alt, folgt. Wir haben somit die gewiinschte

"Wiirde fiir die i-te Clique etwa m;(u) # 1 # m;(v) gelten, so wiirden a,b € ¥; mit
a € alph(u) und b € alph(v) existieren. Aus a,b € X; folgt aber (a,b) ¢ I, was ulv
widerspricht.
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Faktorisierung von 7 konstruiert. Die gewiinschte Faktorisierung r; = st
von 7; kann vollig analog konstruiert werden. Das SES R erfiillt somit die
Bedingung (A).

Es mufl nun noch die zweite Bedingung aus Satz 6.3.2 gezeigt werden.
Seien (£y,T9), (£1,71) € R Regeln, und seien £y = posqo und ¢, = p;sq; Fak-
torisierungen mit po I p1, go I g1 und s # 1. Sei I' = D(pysq1) N D(p18qo)-
Wegen s # 1 existiert eine Clique X; mit ¥; C D(s) C I'. Da m;(R) ter-
minierend ist, mufl auch 7p(R) terminierend sein. Insbesondere ist 7 (R)
terminierend auf den Spuren 7p(pori1qo) und 7r(pi70q:). Der Beweis des
Korollars ist somit vollstédndig. O

Beispiel 6.3.4. Sei R ein SES iiber einem direkten Produkt [[;_, X} von
freien Monoiden. Ist jedes der Semi-Thue Systeme 7y, (R) terminierend (i €
{1,...,n}), so ist es nach Korollar 6.3.3 entscheidbar, ob R konfluent ist.
Dies ist insbesondere der Fall, wenn R in jeder der n Komponenten lingen-
reduzierend ist. Andererseits ist Konfluenz schon fiir Spurersetzungssysteme
tiber {a, b}* x {c}*, fiir die alle Regeln in einer Komponente lingenerhaltend
und in der anderen Komponente lingenreduzierend sind, unentscheidbar, sie-
he die Bemerkung nach dem Beweis von Lemma 3.3.4. Dies ergibt eine sehr
scharfe Grenze zwischen Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit fiir den
Fall direkter Produkte von freien Monoiden. Es sollte weiter beachtet werden,
daB nicht jedes SES iiber einem direkten Produkt von freien Monoiden, wel-
ches in jeder Komponente lingenreduzierend ist, auch gleichzeitig die Bedin-
gung (C) aus Abschnitt 5.2 erfiillt. Sei z.B. R das SES {(a, bb) — (1,b)} iiber
dem direkten Produkt {a}* x {b, c}*. Betrachten wir die zwei Faktorisierun-
gen (1,0b)(a,1)(1,1) = (1,1)(a, 1)(1, bb) der linken Seite (a, bb). Wegen c¢I a
und be # cb erfiillt R nicht die Bedingung (C1). Insofern ist also Satz 6.3.2
kein Spezialfall von Satz 5.2.1. Umgekehrt ist es einfach ein lgschendes SES
anzugeben, welches nicht die Bedingungen in Satz 6.3.2 erfiillt. Dies ist z.B.
fiir das SES {a — 1,b — 1} iiber dem Spurmonoid M({a, b}, {(a,b), (b,a)})
der Fall.

Das folgende Korollar macht eine zu Korollar 6.3.3 dhnliche Aussage.

Korollar 6.3.5. Das folgende Problem ist entscheidbar:
EINGABE: Ein SES R iiber M(3], I) mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Alle £ € dom(R) sind zusammenhéngend.
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(2) Es existiert eine Cliqueniiberdeckung (X,... ,3,) des Abhingigkeits-
alphabets (3, (X x £)\7) so, daf fiir alle 7 € {1,... ,n} das Semi—Thue
System 7;(R) terminierend ist.

FRAGE: Ist R konfluent?

Beweis. Der Beweis benutzt dhnliche Argumente wie der Beweis von Korollar
6.3.3. Sei R ein SES, welches die Bedingungen (1) und (2) aus dem Korollar
erfiillt. Sei also (X4,...,%,) eine Cliqueniiberdeckung des Abhingigkeitsal-
phabets (3, (X x X)\I) so, dafi fiir alle i € {1, ... ,n} das Semi-Thue System
mi(R) terminierend ist. Also mufl R wieder terminierend sein. Wie im Be-
weis von Korollar 6.3.3 ergibt sich, dafl R die zweite Bedingung aus Satz
6.3.2 erfiillt. AuBlerdem mufl wieder 7;(£) # 1 fiir alle £ € dom(R) und alle
i€ {1,...,n} gelten. Somit erfiillt R auch die Bedingung (A1). Es muf} al-
so noch gezeigt werden, dafl R die Bedingung (A2) erfiillt. Angenommen es
existieren zwei Regeln (£y,7¢), (£1,71) € R und Faktorisierungen £y = poqo,
£ = piq; mit p; # 1 # q; fir i € {0,1}, poIp; und go I q;. Wir wer-
den einen Widerspruch ableiten. Angenommen es gilt m;(py) # 1 fiir ein
i€ {l,...,n}. Aus pyIp; folgt mi(p1) = 1. Wegen m;(p1q1) = m(£1) # 1
folgt mi(g1) # 1, was wiederum wegen qo [ q; auch m;(gy) = 1 zur Folge
hat. Also gilt m;(qo) = 1, falls m;(po) # 1 (i € {1,...,n}). Es folgt po I qo,
denn andernfalls wiirde eine Clique ¥; mit 7,;(po) # 1 # m;(qo) existieren.
Wegen py # 1 # q¢ widerspricht dies aber der Annahme, dafl £, = pyqo
zusammenhéngend ist. O

Beispiel 6.3.6. Sei R das monadische SES {bdc — a} iiber dem Spurmono-
id M({a, b, c,d},{(a,d), (d,a), (b,c), (c,b)}). Das zugehirige Abhéingigkeitsal-
phabet ist der folgende 4er—Zyklus:

L—O

|
—b

Die zugehorige Cliqueniiberdeckung lautet ({a,b}, {b,d}, {c,d}, {a,c}). Die
Spur bdc ist zusammenhéngend, und die Projektion der Regel bdc — a auf je-
de der vier Cliquen ist terminierend. Also konnen wir nach Korollar 6.3.5 ent-
scheiden, ob R konfluent ist'?. Es ist zu beachten, da§ wir hierzu nicht Korol-
lar 6.3.3 anwenden kénnen, da 7, 3} (T{a,c} (bdc)) = 1 und 7y (70} (@) # 1
gilt. Andererseits kann Korollar 6.3.5 im allgemeinen nicht auf die in Beispiel

10Eyg ist leicht zu sehen, dal R konfluent ist.
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6.3.4 betrachteten Spurersetzungssysteme iiber direkten Produkten von frei-
en Monoiden angewendet werden.

6.4 Die Theorie der Einschrittersetzungsre-
lation

Satz 6.2.9 besagt, daB fiir gewisse logische Sétze 1. Stufe, deren einziges nicht—
logisches Symbol die Einschrittersetzungsrelation —% eines SES R ist, die
Giiltigkeit in M(X, I) entscheidbar ist. Es stellt sich nun die Frage, ob Satz
6.2.9 weiter verallgemeinert werden kann. Hierzu bezeichnen wir fiir ein SES
R iiber M(X, I) mit Th(M(X, I), »%) die Menge aller in M(X, I) giiltigen
Variablen—freien Formeln 1. Stufe, deren atomare Teilformeln alle von der
Gestalt x —x y sind, wobei z,y € Var gilt. Es stellt sich also die Frage,
ob Th(M(X, ), —x) fiir ein gegebenes Unabhéngigkeitsalphabet (3, ) und
ein SES R iiber M(3, I) entscheidbar ist. Diese Frage kann leider in dieser
Arbeit nicht allgemein beantwortet werden.

Fiir andere Typen von Ersetzungssystemen wurde das Problem der Ent-
scheidbarkeit der Theorie der Einschrittersetzungsrelation eingehend stu-
diert. Es ist z.B. bekannt, daf fiir Termersetzungssysteme diese Theorie im
allgemeinen unentscheidbar ist [Tre96]. Fiir Semi-Thue Systeme ist jedoch
die Theorie der Einschrittersetzungsrelation entscheidbar [Jac96, DT90]. Der
Beweis fiir die Entscheidbarkeit von Th(X*, —%) basiert auf den effekti-
ven Abschlufleigenschaften und Entscheidbarkeitseigenschaften von synchro-
nisierten rationalen Transduktionen [FS93]. Es scheint jedoch nicht klar zu
sein, ob dieser Typ von Transduktionen auf geeignete Weise auf Spurmonoide
erweitert werden kann. Da jedoch aus dem Entscheidbarkeitsbeweis fiir Semi—
Thue Systeme folgt, dafl auch die Theorie Th(X*, —%,,...,—x,) mehrerer
Einschrittersetzungsrelationen entscheidbar ist, ergibt sich zumindestens das
folgende Resultat:

Satz 6.4.1. Ist M = [[_, X7 ein direktes Produkt von freien Monoiden,
und ist R ein SES iiber M, so ist Th(M, —x) entscheidbar.

Beweis. Seien M = [[;_; X; und R wie im Satz beschrieben. Wir kénnen
natiirlich davon ausgehen, daf§ X; N X; = () fiir ¢ # j gilt. Sei ¢ eine Formel,
deren atomare Teilformeln alle von der Form x —5 y fiir Variablen x und
y sind. Zunéchst ersetzen wir jede solche atomare Teilformel z —5 y durch
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\/ T —ey) y. Fiir jede Variable x seien z1,... ,z, neue Variablen. Wir

(e,r)eER

ersetzen nun jede Quantifizierung 3x durch 3z, € ¥7,... 3z, € ¥ . Aufer-

dem ersetzen wir jede atomare Teilformel x —(¢,) y, wobei £ = (4, ... ,4,)
n

und 7 = (r1,...,7,) gelte, durch die Konjunktion /\ T =05 Yi- Indem wir

=1
fiir jedes Alphabet ¥; das Semi-Thue System R; = {a — a | a € %;} defi-
nieren, konnen wir schliellich eine beschrankte Quantifizierung dz; € X7 : ¢
durch 3z; : ¢ A /\ —(z; =, ;) ersetzen. Sei ¢’ die so resultierende Formel.
g
Hat nun ¢ keine freien Variablen, so ist es einfach zu sehen, dafl ¢ in M genau
dann giiltig ist, wenn ¢’ in (|J;_, X;)* giiltig ist, was entscheidbar ist. O



Ausblick

In der vorliegenden Arbeit haben wir das Konfluenzproblem fiir Spurerset-
zungssysteme untersucht. Unsere Analyse hat sich auf die drei Teilklassen der
lingenreduzierenden, monadischen und l6schenden Ersetzungssysteme kon-
zentriert. Fiir jede dieser drei Teilklassen haben wir das Konfluenzproblem in
Abhéngigkeit von dem zugrundeliegenden Spurmonoid untersucht. Schlief3-
lich haben wir noch den nach dem Kenntnisstand des Autors neuen Begriff
der («, 3)-Konfluenz fiir Spurersetzungssysteme untersucht und Anwendun-
gen auf das Konfluenzproblem prisentiert. Aus diesen Untersuchungen haben
sich eine Reihe von Fragen ergeben, die in dieser Arbeit nicht gelost werden
konnten. Abschliefend mé6chte ich einige der Fragen, die mir als besonders
interessant erscheinen, zusammenfassen.

In Abschnitt 3.3 konnte gezeigt werden, dafl Konfluenz fiir lingenredu-
zierende System unentscheidbar ist, falls das zugrundeliegende Spurmonoid
weder frei noch frei kommutativ ist. Andererseits konnte in Abschnitt 5.2 ge-
zeigt werden, dal Konfluenz fiir 16schende Spurersetzungssysteme entscheid-
bar ist. Zwischen der Klasse der lingenreduzierenden Systeme und der Klasse
der 16schenden Systeme befindet sich die Klasse der monadischen Spurerset-
zungssysteme. Fiir eine genauere Lokalisierung der Grenze zwischen Ent-
scheidbarkeit und Unentscheidbarkeit fiir das Konfluenzproblem fiir Spurer-
setzungssystem ist also der noch ungeléste monadische Fall besonders inter-
essant.

In Abschnitt 6.2 konnte fiir eine Klasse von logischen Formeln 1. Stufe
iiber der Einschrittersetzungsrelation —% gezeigt werden, dafl die Giiltigkeit
in einem Spurmonoid entscheidbar ist. Dies motiviert natiirlich die Frage
nach der Entscheidbarkeit der vollen logischen Theorie 1. Stufe der Ein-
schrittersetzungsrelation —% eines SES. Fiir direkte Produkte von freien Mo-
noiden ist diese Theorie in der Tat entscheidbar. Auf der anderen Seite moti-
viert die Unentscheidbarkeit der logischen Theorie 1. Stufe der Einschritter-
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setzungsrelation eines Termersetzungssystems [Tre96] die Untersuchung von
Formeltypen von der in Abschnitt 6.2 betrachteten Form fiir Termersetzungs-
systeme. Es konnte z.B. eine interessante Frage sein, ob («a, #)-Konfluenz fiir
Termersetzungssysteme entscheidbar ist.

Eine in dieser Arbeit nicht betrachtete Klasse von Spurersetzungssyste-
men sind Systeme mit nur einer Regel. Es ist bekannt, dal ein Semi-Thue
System mit nur einer Regel genau dann konfluent ist, wenn es stark konflu-
ent ist, weshalb es entscheidbar ist ob ein Semi-Thue System mit nur einer
Regel konfluent ist [Wra92]. Fiir Spurersetzungssysteme ist dies nicht mehr
der Fall [Ott95]. In [WD95] konnte eine Teilklasse von Ein-Regel Spurerset-
zungssystemen angegeben werden, fiir die Konfluenz entscheidbar ist. Der
allgemeine Fall ist jedoch weiterhin offen. Insbesondere ist es nicht bekannt,
ob Konfluenz fiir eine Regel der Form 1 — r entscheidbar ist.
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